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У т верждено  научно -мет о ди чес ки м с о вет о м ф акульт ет а П ММ   о т  14.06.2005,  
про т о ко л № 6. 

 
 
 
 
 
 
 
Со с т ави т ели : Бело у с о ва Е.П . 
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П ракт и кум по дго т о влен на каф едре нели нейных ко лебани й ф акульт ет а П ММ  
В о р о неж с ко го  го с у дарс т венно го  у ни верс и т ет а. Реко менду ет с я для с т у дент о в 3-
го  курс а дневно го  о т делени я. 
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П ракт и кум напи с ан по  о дно му  и з раздело в курс а «Мет о ды о пт и ми заци и » 
и  по с вящен нели нейно му  про грамми ро вани ю в задачах, с о держащи х нес ко лько  
переменных с  о грани чени ями  и  без ни х. П редназначен практ и кум для 
о ргани заци и  ауди т о рно й, лаб о рат о рно й и  с амо с т о ят ельно й раб о т ы с т у дент о в.  
В  каждо м параграф е при во дят с я т ео рет и чес ки е с ведени я, нео бхо ди мые для 
решени я с ф о рмули р о ванных задач. П ри во дят с я о б разцы решени я задач, а т акже 
задани я для с амо с т о ят ельно й раб о т ы. 
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П РЕ Д ВАРИ Т Е Л Ь Н Ы Е  С В Е Д Е Н И Я 
 

Рас с мо т ри м ф у нкци ю n переменных )x,...,x(f n1 , заданную на неко т о р о м 
мно жес т ве про с т ранс т ва nR . Извес т но , чт о  ес ли  )x(f  ди ф ф еренци ру ема в 
т о чке )x,...,x(M n1 , т о  в эт о й т о чке с ущес т вуют  час т ные про и зво дные 

                                                     n,...,1i,
x

)x,...,x(f

i

n1 =
∂

∂  

  и  нао б о р о т , ес ли  ф укнци я )x,...,x(f n1  и меет  час т ные про и зво дные по  вс ем              
аргумент ам в неко т о р о й о крес т но с т и  т о чки  )x,...,x,x(M 0

n
0
2

0
10 , причем вс е эт и  

час т ные про и зво дные непрерывны в с амо й т о чке 0M , т о  указанная ф у нкци я      
ди ф ф еренци руема в т о чке 0M . 

Г о во рят , чт о  ф у нкци я )x(f  и меет  в т о чке 0M  ло кальный макс и мум  ( 
ло кальный ми ни му м), ес ли  найдет с я т акая δ -о крес т но с т ь т о чки  0M , в пределах 
ко т о р о й значени е )M(f 0  являет с я наи б о льши м (наи меньши м) с реди  вс ех 
значени й )x(f  эт о й ф у нкци и . 

Ес ли  ф у нкци я )x,...,x(f n1  о бладает  в т о чке )x,...,x,x(M 0
n

0
2

0
10  час т ными  

про и зво дными  перво го  по рядка по  вс ем переменным n1 x,...,x  и  и меет  в эт о й 
т о чке ло кальный экс т ремум, т о  вс е час т ные про и зво дные перво го  по рядка 
о б ращают с я в т о чке 0M  в ну ль, т .е. 

                                   .0)M(
x
f,...,0)M(

x
f,0)M(

x
f

0
n

0
2

0
1

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂  

Т о чки , в ко т о рых о б ращают с я в ну ль вс е час т ные про и зво дные перво го  
по рядка ф у нкци и  )x(f , называют с я с т аци о нарными  т о чками  эт о й ф у нкци и . 

 
МИ Н И МИ ЗАЦИ Я Ф У Н КЦИ И  N П Е РЕ МЕ Н Н Ы Х  

В  ЗАДАЧЕ  Б Е З О Г РАН И ЧЕ Н И Й .  
К Л АС С И ЧЕ С К И Й  МЕ Т О Д  

 
П у с т ь ес т ь задача 

                                                             inf,)u(I →                                                                         (1)   
                                                     .Ru n∈  (2)                                            
П у с т ь *u  являет с я т о чко й ло кально го  ми ни мума ф у нкци и  RR:I n →  и  ф у нкци я 

)u(I  являет с я ди ф ф еренци руемо й в эт о й т о чке, т .е.  с ущес т ву ет  )( *uI ′ , т о гда 
0)u(I * =′ , где 0 – нулево й вект о р  и з nR . 

Для ф о рмули р о вки  до с т ат о чно го  у с ло ви я безу с ло вно го  экс т ремума 
введем по нят и е вт о р о й про и зво дно й ф у нкци и  n переменных. П у с т ь ес т ь т о чка 

0u  и з про с т ранс т ва nR . Задади м неко т о ро е при ращени е h. Т о гда, ес ли  
при ращени е значени й ф у нкци и   мо жно  запи с ат ь в ви де 
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              ),h,x(h,h)u(A
2
1h),u(I)u(I)hu(I 00000 ω+〉〈+〉′〈=−+    (3)                

где квадрат ные с ко бки  о б о значают  с калярно е про и зведени е вект о ро в, )u(A 0 - 
с и ммет ри чная мат ри ца по рядка n, )h,u( 0ω  удо влет во ряет  у с ло ви ю 

0
h

)h,u(
lim 0

0h
=

ω

→
, 

т о  ф у нкци я )u(I  являет с я дважды ди ф ф еренци ру емо й в т о чке 0u . О б о значи м 
вт о рую про и зво дную через )u(I 0′′ . Ес ли  про и зво дная с ущес т ву ет , т о  элемент ы 
ее выпи с ывают с я с ледующи м о б разо м 

.

u
)u(I

uu
)u(I

uu
)u(I

.........
uu

)u(I...
uu

)u(I
u

)u(I

)u(I

2
n

0
2

2n

0
2

1n

0
2

n1

0
2

21

0
2

2
1

0
2

0























∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=′′  

Т еорем а : ес ли  т о чка n
* Ru ∈  являет с я с т аци о нарно й т о чко й ф у нкци и  )u(I  

и  в эт о й т о чке с ущес т ву ет  вт о рая про и зво дная )u(I *′′ , т о  для т о го  чт о бы *u  
была т о чко й ло кально го  ми ни мума ф у нкци и  )u(I  до лжно  выпо лнят ьс я 
неравенс т во  
                                                            .0)u(I * ≥′′                                                        (4) 
Ес ли  же )u(I *′′  являет с я по ло жи т ельно  о пределенно й мат ри цей, т .е. 
                                                            ,0)u(I * >′′                                                        (5) 
т о  *u  - т о чка ло кально го  ми ни мума ф у нкци и  ).u(I  
 

Кри т ери й С и львест ра : для т о го , чт о бы с и ммет ри чная мат ри ца )u(I *′′  
была по ло ж и т ельно  о пределенно й нео бхо ди мо  и  до с т ат о чно , чт о бы вс е ее 
главные ми но ры были  по ло жи т ельны. 

Ес ли  т о чка *u  - т о чка ми ни мума ф у нкци и  )u(I  и  с ущес т ву ет  )( *uI ′′ , т о  
выпо лняют с я у с ло ви я  

необх оди м ост ь: ,0)u(I,0)u(I ** ≥′′=′  
дост а т очност ь: ес ли  в неко т о ро й т о чке *u  выпо лнены у с ло ви я: 

0)u(I,0)u(I ** >′′= , т о  *u - т о чка ми ни мума ф у нкци и  )u(I . 
 

П ример 1. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 
                                           infuu2uuuu)u(I 21

2
221

2
1 →+−+−= . 

П о с чи т аем первые про и зво дные по  каждо й переменно й и  при равняем и х к 
нулю 

                                    01u2u
u
I,02uu2

u
I

21
2

21
1

=++−=
∂
∂

=−−=
∂
∂ . 
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Из с и с т емы у равнени й 

                                                     




=++−
=−−

02u4u2
02uu2

21

21  

найдем с т аци о нарную т о чку . О на б удет  и мет ь ви д ).0,1(u* =  Со с т ави м мат ри цу  
и з вт о рых про и зво дных: 

                           ,2
u

)u(I
2
1

2

=
∂

∂     ,1
uu

)u(I

21

2

−=
∂∂

∂     ,1
uu
)u(I

12

2

−=
∂∂

∂        .2
u

)u(I
2
2

2

=
∂

∂  

П о  кри т ери ю Си львес т ра о на б удет  по ло жи т ельно  о пределена, т ак как 
по с ледо ват ельные главные ми но ры эт о й мат ри цы с о о т вет с т венно  равны 
                                                        .3,2 21 =∆=∆  
Т аки м о б разо м, т о чка *u  являет с я т о чко й ми ни мума ф у нкци и  )u(I  и  значени е в 
эт о й т о чке равно  .1)u(I −=  О с т ает с я про вери т ь, како й ми ни мум реали зу ет  
т о чка *u  -  ло кальный и ли  гло бальный. Для эт о го  рас с мо т ри м про и зво льно е 
при ращени е в т о чке *u , т .е. введем в рас с мо т рени е но вую т о чку  u по  прави лу  
                                                    )h,h1()hu,hu(u 212

*
1

* +=++=  
и  по с чи т аем в ней значени е целево й ф у нкци и  

,)u(I))
h
h(

h
h1(h1

hhhh1h)h1(2hh)h1()h1()u(I

*
2

1

2

1

22
1

2
221

2
121

2
221

2
1

Ω+=+−+−

=+−+−=++−++−+=
 

где Ω  - неко т о рая по ло жи т ельная вели чи на. О т с юда с леду ет , чт о  *u  - эт о  т о чка 
гло бально го  ми ни му ма. 
 

П ример 2. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 
                                                .infu6u4uu)u(I 21

2
2

2
1 →+−−=  

П о с чи т аем час т ные про и зво дные перво го  по рядка и  при равняем и х к нулю 

                                 .06u2
u

)u(I,04u2
u

)u(I
2

2
1

1
=+−=

∂
∂

=−=
∂

∂  

Ст аци о нарная т о чка и меет  ви д .3u,2u 21 ==  Значени е ф у нкци и  в эт о й т о чке 
равно  .5)u(I * =  В ычи с ли м значени я вт о рых про и зво дных ф у нкци и  )u(I  в т о чке 
по до зри т ельно й на экс т ремум. П о лучаем 

                                         .2)u(I,0
uu
)u(I

uu
)u(I,2

u
)u(I

2
2

2

12

2

21

2

2
1

2

−=
∂

∂
=

∂∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂  

Г лавный ми но р  вт о р о го  по рядка .42 −=∆  О т с юда с леду ет , чт о  т о чка )3,2(u* =  
не являет с я т о чко й ми ни мума. П о дт верди м эт о . В ведем в рас с мо т рени е др угую 
т о чку  )h3,h2(u 21 ++=  и  по с чи т аем в ней значени е ми ни ми зи ру емо й ф у нкци и . 
О но  равно  
                    .5hh)h3(6)h2(4)h3()h2()u(I 2

2
2
121

2
2

2
1 +−=+++−+−+=  
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П о ло ж и м 12 h2h = . Т о гда )u(I5h3)u(I *2
1 <+−= .  Ес ли  

2
hh 1

2 = , т о  

)u(I5h
4
35h)

4
11()u(I *2

1
2
1 >+=+−= . О т с юда с леду ет , чт о  *u - не являет с я 

т о чко й ло кально го  ми ни мума. 
 

П ример 3. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 
                                            .inf)uu(uu)u(I 2

21
4
2

4
1 →+−+=  

П о с чи т аем час т ные про и зво дные целево й ф у нкци и  и  при равняем и х к нулю. 
П о лучи м 

                              .0)uu(2u4
u

)u(I,0)uu(2u4
u

)u(I
21

3
2

2
21

3
1

1
=+−=

∂
∂

=+−=
∂

∂  

Н айдем о т с юда кри т и чес ки е т о чки . Их б удет  т ри  и  о ни  и меют  с ледующи й ви д: 
                                          ).1,1(u),1,1(u),0,0(u 321 −−===  
В ычи с ли м в эт и х т о чках вт о рые час т ные про и зво дные и  с о с т ави м в каждо й и з 
ни х мат ри цу  Яко б и : 

                             .2u12
u

)u(I;2
uu
)u(I

uu
)u(I;2u12

u
)u(I 2

22
2

2

12

2

21

2
2
12

1

2

−=
∂

∂
−=

∂∂
∂

=
∂∂

∂
−=

∂
∂  

П о с чи т аем значени е мат ри цы Яко б и  в каждо й и з найденных т о чек. О ни  
с о о т вет с т венно  равны 

                                                   







−−
−−

=
22
22

A )0,0( , 

у  ко т о р о й первый главный ми но р  о т ри цат ельный и  равный -2, а вт о р о й главный 
ми но р  – ну лево й. Рас с мо т ри м по ведени е целево й ф у нкци и  в о крес т но с т и  т о чки  
(0,0). В о зьмем две др уги е т о чки  )h,h(u −= , )h,h(u~ =   и  по с чи т аем в ни х 
значени я ф у нкци и . О ни  равны 
                                     0)2h(h2h4h2)u~(I,0h2)u(I 22244 <−=−=≥= . 
О т с юда с леду ет , чт о  т о чка (0,0) не являет с я т о чко й экс т ремума. Мат ри ца Яко б и  
в т о чке (1,1) и меет  ви д 

                                                    







−−
−

=
102
210

A )1,1( . 

О ба по с ледо ват ельных главных ми но ра по ло ж и т ельны. Следо ват ельно , 
и с с леду емая т о чка являет с я т о чко й экс т ремума. В ычи с ли м мат ри цу  Яко б и  в 
по с ледней т о чке. О на равна 

                                                      







−

−
=−− 102

210
A )1,1( . 

О чеви дно , чт о  т о чки  (1,1) и  (-1,-1) являют с я т о чками  ло кально го  ми ни мума. 
П о с чи т аем в ни х значени е целево й ф у нкци и . О но  равно  
                                                       .2)2(11)u(I 2

* −=−+=  
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За да ни я для са м ост оят ельной работ ы 
 

Н айт и  вс е значени я парамет ра k, при  ко т о рых т о чка (1,0) являет с я т о чко й 
экс т ремума для ф у нкци и  

212121
2u

1
3 ubu2kcuu)bk)1ba(()u

a
3auln(akeuk)u(I 2 ++−−++

−
+−=  

при  у с ло ви ях: а) а=-2,   b=2, с =8; б ) а=3/2, b=-1/2, c=-3/2. 
 

ЗАДАЧА Н А У С Л О В Н Ы Й  Э К С Т РЕ МУМ Ф У Н КЦИ И  
Н Е С К О Л Ь К И Х П Е РЕ МЕ Н Н Ы Х. 

МЕ Т О Д  МН О Ж И Т Е Л Е Й  Л АГ РАН Ж А 
 

П редпо ло ж и м, чт о  по с т авлена задача о б  о т ыс кани и  ми ни мума ф у нкци и  
I(u) при  у с ло ви и , чт о  u при ни мает  значени я в неко т о р о м мно жес т ве nRU ⊂ , 
т .е. 
                                                             inf,)u(I →                                                      (6) 
                                                             .RUu n⊂∈                                                    (7) 
Здес ь мно жес т во  U мо жет  задават ьс я разли чными  с по с о бами . Н апри мер , 
                                           { },s,...,1i,0)u(g|RuU i

n ==∈=                                     (8) 
где .s,...,1i),u,...,u(g)u(g n1ii ==  
Для решени я задачи  (6)-(8) надо  выпи с ат ь ф у нкци ю Л агранжа 

                               ).u(g)u(I)u,,...,,(L i
s

1i
i0n10 ∑

=
λ+λ=λλλ                                   (9) 

Т еорем а : пу с т ь *u  - т о чка ло кально го  ми ни мума в задаче (6)-(8) и  в 
о крес т но с т и  эт о й т о чки  ф у нкци и  I(u) и  s,...,1i),u(g i =  являют с я непрерывно  
ди ф ф еренци руемыми , т о гда и меют  мес т о  с ледующи е с о о т но шени я: 

1) с ущес т ву ет  наб о р  ко нс т ант  *
s

*
1

*
0 ,...,, λλλ  т аки х, чт о  

0||
s

0i

*
i ≠λ∑

=
, 

2) 0)u(g)u(I *
i*

s

1i
i*

*
0 =λ′+′λ ∑

=
, 

3) для т о го , чт о бы 0*
0 ≠λ  до с т ат о чно , чт о бы вект о ры 

)u(g),...,u(g),u(g *us*u2*u1 ′′′  были  ли нейно  незави с и мы. 
 

С П О С О Б  РЕ Ш Е Н И Я ЗАДАЧИ  Н А У С Л О В Н Ы Й  
Э К С Т РЕ МУМ 

 
1. П о  и с хо дно й задаче (6)-(8) нео бхо ди мо  выпи с ат ь ф у нкци ю Л агранжа. 
2. В ыпи с ат ь с и с т ему  у равнени й. 
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                                                 .
0)u,,(

u
L

0)u,,(
u
L

0

0









=λλ
∂
∂

=λλ
∂
∂

                                          (10) 

3. Рас с мо т рев о т дельно  два с лучая: 1*
0 =λ (ес ли  задача на ми ни мум), 

1*
0 −=λ (ес ли  задача на макс и мум) и  0*

0 =λ , найт и  вс е с т аци о нарные 
т о чки  задачи  (6)-(8). 

4. П р о ведя до по лни т ельные и с с ледо вани я, у с т ано ви т ь, каки е и з 
с т аци о нарных т о чек являют с я т о чками  ло кально го  ми ни мума и  
ло кально го  макс и мума для задачи  (6)-(8) и ли  до казат ь, чт о  решени я нет . 

 
Для задач с  о грани чени ями  т и па равенс т в, мо жно  не о б ращат ь вни мани е 
на т и п экс т ремума и , у беди вши с ь, чт о  00 ≠λ , по лагат ь 0λ  равным люб о й 
ко нс т ант е. 
 
 П ример 1. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 
                                              infu3u4)u(I 21 →+=  

при  о граничени и  
                                                          .1uu 2

2
2
1 =+  

Со с т ави м ф у нкци ю Л агранжа. В  данно м с лучае о на и меет  ви д 
                       )1uu()u3u4()u,u,,(L 2

2
2
112102110 −+λ++λ=λλ . 

П о с чи т аем час т ные про и зво дные о т  эт о й ф у нкци и  по  с о о т вет с т вующи м  
переменным: 

                                      .u23
u
L;u24

u
L

210
2

110
1

λ+λ=
∂
∂

λ+λ=
∂
∂  

Со с т ави м с и с т ему  ви да (10), при пи с ав в нее о граничени е и з у с ло ви я задачи  

                                                       








=+
=λ+λ
=λ+λ

.1uu
0u23
0u24

2
2

2
1

210

110

 

П редпо ло жи м с начала, чт о  .00 =λ  Из с и с т емы с разу  с леду ет , чт о  01 =λ . Э т о  
нас  не у с т раи вает . П о эт о му  б у дем  с чи т ат ь, чт о   10 =λ . Т о гда с и с т ема 
при о брет ает  ви д 

                                                       








=+
=λ+
=λ+

1uu
0u23
0u24

2
2

2
1

21

11

. 
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  О т с юда 
1

1
2u
λ

−= , 
1

2 2
3u
λ

−= . П о дс т авляя и х в т рет ье у равнени е с и с т емы, 

нахо ди м мно жи т ель Л агранжа и з у равнени я .1
4
94

2
1

2
1

=
λ

+
λ

 О н при ни мает  

два значени я 
2
5

1 ±=λ . Ес ли  
2
5

1 −=λ , т о  т о чка по до зри т ельная на 

экс т ремум и меет  ви д 
5
3û,

5
4û *

2
*
1 == . Значени е ф у нкци и  в эт о й т о чке равно  

*û(I )=5. Ес ли  
2
5

1 =λ , т о  
5
3u~,

5
4u~ *

2
*
1 −=−= .Значени е ф у нкци и  в эт о й т о чке 

равно  .5)u~(I * −=  Рас с мо т р и м по ведени е ф у нкци и  I(u) вбли зи  т о чки  .û*  

П у с т ь )h
5
3,h

5
4(u 21 ++=  при надлежи т   мно жес т ву  U. П о дс т ави м ее в наше 

о грани чени е .1)h
5
3()h

5
4( 2

2
2

1 =+++  О т с юда легко  замет и т ь, чт о  

).hh(
2
5)h3h4( 2

2
2
121 +−=+  П о дс т ави м т о чку  u в целевую ф у нкци ю. 

П о лучи м 

).û(I)hh(
2
5)û(Ih3h45)h

5
3(3)h

5
4(4)u(I *2

2
2
1

*
2121 ≤+−=++=+++=  

Следо ват ельно , т о чка *û  до с т авляет  наи б о льшее значени е ф у нкци и . 
  
 П ример 2. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 

                                         inf,uu)u(I 2
2

2
1 →+=  

при  о граничени и  
                                                  .1u4u3 21 =+  
Со с т ави м ф у нкци ю Л агранжа для по с т авленно й задачи . О на и меет  ви д 
                ).1u4u3()uu()u,u,,(L 211

2
2

2
102110 −+λ++λ=λλ  

Ч ас т ные про и зво дные с о о т вет с т венно  равны 

                         .4u2
u
L;3u2

u
L

120
2

110
1

λ+λ=
∂
∂

λ+λ=
∂
∂  

       Со с т ави м с и с т ему  у равнени й для нахо ждени я с т аци о нарных т о чек и  
парамет ро в 

                                            








=+
=λ+λ
=λ+λ

1u4u3
04u2
03u2

21

120

110

. 

     Ес ли  00 =λ , т о  о чеви дно  чт о  01 =λ . Э т о  решени е нас  не у с т раи вает . 
П о эт о му  б у дем по лагат ь .10 =λ  В  эт о м с лучае с и с т ема при о брет ает  ви д 
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=+
=λ+
=λ+

1u4u3
04u2
03u2

21

12

11

. 

О т с юда легко  по с чи т ат ь, чт о  .1
2

16
2
9,2u,

2
3u 111211 =λ−λ−λ−=λ−=  

П о эт о му     
25
4u,

25
3u,

25
2

211 ==−=λ  и  о пт и мальная т о чка и меет  ви д 

)
25
4,

25
3(u* =  и  значени е ф у нкци и  в ней равно  .

25
1)u(I * =  П о кажем, чт о  

эт а т о чка являет с я т о чко й ми ни мума. Для эт о го  с о с т ави м при ращени е 

),h
25
4,h

25
3(u 21 ++=  у до влет во ряющую о грани чени ю 

.1)h
25
4(4)h

25
3(3 21 =+++   О т с юда о чеви дно , чт о  0h4h3 21 =+  и  

.h
4
3h 12 −=  П о с чи т аем значени е ф у нкци и   

).u(Ih
16
25

125
1)h

4
3

25
4()h

25
3()h

25
4()h

25
3()u(I *2

1
2

1
2

1
2

2
2

1 >+=−++=+++=

 
 П ример 3. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 
                                               infe)u(I 21uu →=  
при  о граничени и  
                                                    .1uu 21 =+  
Со с т ави м ф у нкци ю Л агранжа 
                             ).1uu(e)u,u,,(L 211

uu
02110

21 −+λ+λ=λλ  
Ч ас т ные про и зво дные и меют  ви д   

.11
uu

0
2

12
uu

0
1

ue
u
L;ue

u
L 2121 λ+λ=

∂
∂

λ+λ=
∂
∂  

В ыпи шем с о о т вет с т вующую с и с т ему  у равнени й для о пределени я  
парамет ро в и  о пт и мально й т о чки :  









=+
=λ+λ
=λ+λ

0uu
0ue
0ue

22

11
uu

0

12
uu

0
21

21

.  

Рас с мо т ри м с лучай, ко гда 00 =λ . Т о гда и  01 =λ . Н ас  эт о  не у с т раи вает . 

П у с т ь 10 =λ . П о лучаем с ледующую с и с т ему : 
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=+
=λ+
=λ+

0uu
0ue
0ue

22

11
uu

12
uu

21

21

; 








=+
=λ+
=−

0uu
0ue
0)uu(e

22

11
uu

12
uu

21

21

; 








==
=λ+

=

2/1uu
0ue

uu

21

11
uu

21
21 .  

О т ку да: 4/1
1 e2/1−=λ . Со о т вет с т венно : )2/1,2/1(u =∗ , 4/1e)u(J =∗ . 

В о зьмем про и зво льную т о чку  )h2/1,h2/1(u 21 ++=  т акую, чт о  

1h2/1h2/1 21 =+++ , т .е. 0hh 21 =+  и ли  12 hh −= . Значи т :  

)h2/1,h2/1(u 11 −+= . В ычи с ли м значени е целево й ф у нкци и  в эт о й т о чке. 

)u(Jeee)u(J 4/1h4/1)h2/1)(h2/1( 2
111 ∗−−+ =≤== . П о лучаем, чт о  ∗u  до с т авляет  

целево й ф у нкци и  наи б о льшее значени е. 

 

За да ни я для са м ост оят ельной ра бот ы 

 М и ни ми зи ро ват ь с ледующи е ф у нкци и : 

1) infuu)u(J 2
2

2
1 →+=                             2) infuuu)u(J 3

3
2
21 →=  

   1uu 4
2

4
1 =+ .                                                 1uuu 321 =++ . 

   

3) infuuu)u(J 321 →=  

    1uuu 2
3

2
2

2
1 =++ , 0uuu 321 =++ . 

 
Д О С ТАТ О ЧН О Е  У С Л О В И Е  Л О КАЛ Ь Н О Г О  МИ Н И МУМА В  

ЗАДАЧАХ С  О Г РАН И ЧЕ Н И ЯМИ  Т И П А РАВ Е Н С Т В  
 

 П ри ведем до с т ат о чные у с ло ви я ло кально го  у с ло вно го  ми ни мума.  Будем 
предпо лагат ь, чт о  вект о ры )u(g),...,u(g),u(g *us*u2*u1 ′′′  являют с я ли нейно  

незави с и мыми  в т о чке .u*  П у с т ь ),,u( **
0* λλ  - решени е с и с т емы 

                                           






==

==
∂
∂

.s,...,1i,0)u(g

n,...,1j,0
u
L

i

j                                              (11) 
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В ект о р  u разо бьем на две час т и . О дна являет с я (n-s) – мерным вект о р о м. В  
дальнейшем ее б у дем о б о значат ь через ,Ru sn−∈  вт о рая являет с я s-мерным 
вект о р о м, ее мы б у дем о б о значат ь через ,Rv s∈  т .е. 

.
v
...
v

v,
u
...
u

u

s

1

sn

1
















=
















=

−

 

Т ак как вект о ры s,...,1i),v,u(g **iu =  предпо лагают с я ли нейно  незави с и мыми , 
т о  переменные v мо жно  выбрат ь т ак, чт о бы в о крес т но с т и  т о чки  )v,u( **  
выпо лняли с ь у с ло ви я т ео ремы о  неявных ф у нкци ях, и  с и с т ема у равнени й 

s,...,1i,0)v,u(g i ==  о пределяет  неявные ф у нкци и  s,...,1i),u(vi =  в 
о крес т но с т и  т о чки  ).v,u( **  Задачу  (6)-(7) мо жно  запи с ат ь в ви де 

                                                           inf,)v,u(I →                                           (12) 
                                       .Rv,Ru,s,...,1i,0)v,u(g ssn

i ∈∈== −                         (13) 
П у с т ь ф у нкци и  s,...,1i,g,I i =  дважды непрерывно  ди ф ф еренци руемы. 
В ведем о б о значени я  

           ,

v
L...

vv
L

.........
vv

L...
v
L

L,

u
L...

uu
L

.........
uu

L...
u
L

L

2
s

2

s1

2

1s

2

2
1

2

vv

2
sn

2

sn1

2

1sn

2

2
1

2

uu























∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=























∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=

−−

−
 

           ,

vu
L...

vu
L

.........
vu

L...
vu

L

L,

uv
L...

uv
L

.........
uv

L...
uv

L

L

ssn

2

s1

2

1sn

2

11

2

vu

sns

2

sn1

2

1s

2

11

2

uv





















∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

=





















∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

=

−

−

−−

 

         .

v
g...

v
g

.........
v
g...

v
g

g,

u
g...

u
g

.........
u
g...

u
g

g,
)v,u(g

...
)v,u(g

)v,u(g

s

s

1

s

s

1

1

1

v

sn

s

1

s

sn

1

1

1

u

s

1





















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=





















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=















=

−

−
 

  
 Т еорем а . П у с т ь выпо лняют с я у с ло ви я: 
 
1. **

0** ,,v,u( λλ ) – с т аци о нарная т о чка ф у нкци и  Л агранжа. 
2. Ф ункци и  s,...,1i,g,I i =  дважды непрерывно  ди ф ф еренци ру емы в 
неко т о ро й о крес т но с т и  т о чки  );v,u( **   
3. В  т о чке )v,u( **  мат ри ца )v,u(g **v  и меет  о б рат ную. 
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4. Мат ри ца (размера (n-s)x(n-s)) 
                ,ggL)g(gL)g(gggLLD u

1
vvv

1T
v

T
uvu

1T
v

T
uu

1
vuvuu

−−−− +−−=                (14) 
вычи с ленная в т о чке ),,v,u( **

0** λλ  по ло ж и т ельно  о пределенная. 
  Т о гда т о чка )v,u( **  являет с я т о чко й ло кально го  ми ни мума задачи  (6)-

(8). Со глас но  кри т ери ю Си львес т ра, с и ммет ри чес кая мат ри ца являет с я 
по ло ж и т ельно  о пределенно й т о гда и  т о лько  т о гда, ко гда вс е 
по с ледо ват ельные ми но ры на главно й ди аго нали  мат ри цы по ло жи т ельны. 

 
Н Е К О Л Ь К О  П РИ МЕ РО В  РЕ Ш Е Н И Я ЗАДАЧ  

 
 П ример 1. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 

                                                infuuu)u(J 321 →=   

при  о граничени ях  

                                              12uuuu2 3221 =+ , 8uu2 21 =− . 

1. В ыпи шем ф у нкци ю Л агранжа 

)8uu2()12uuuu2(uuu),,u(L 2123221132100 −−λ+−+λ+λ=λλ . 

2. Н айдем час т ные про и зво дные ф у нкци и  Л агранжа 

21210
3

23111310
2

221320
1

uuu
u
L

uu2uu
u
L

2u2uu
u
L

λ+λ=
∂
∂

λ−λ+λ+λ=
∂
∂

λ+λ+λ=
∂
∂

 

3. Решаем с и с т ему  














=−
=+
=λ+λ

=λ−λ+λ+λ
=λ+λ+λ

8uu2
12uuuu2

0uuu
0uu2uu

02u2uu

21

3221

21210

23111310

221320

 

Рас с мо т ри м с лучай 00 =λ .  Си с т ема при мет  ви д: 
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=−
=+

=λ
=λ−λ+λ

=λ+λ

8uu2
12uuuu2

0u
0uu2

02u2

21

3221

21

23111

221

.  

П о с ко льку  0u 2 ≠ , т о  01 =λ , а с ледо ват ельно , и  02 =λ . Э т о т  с лучай нас  не 
у с т раи вает . 

П о ло ж и м 10 =λ . П о лучи м  с и с т ему : 














=−
=+
=λ+

=λ−λ+λ+
=λ+λ+

8uu2
12uuuu2
0uuu

0uu2uu
02u2uu

21

3221

2121

2311131

22132

⇔  














=−
=+
=λ+

=λ−λ+λ+
=λ+λ+

8uu2
12uuuu2
0)u(u

0uu2uu
02u2uu

21

3221

112

2311131

22132

. 

Си с т ема экви валент на с ледующи м двум: 














=
=

=+λ+
=λ
=

4u
120

0uu2uu
0
0u

1

31131

2

2

 и  














=−
=+

−=λ
=λ−λ+λ+

=λ+λ+

8uu2
12uuuu2

u
0uu2uu

02u2uu

21

3221

11

2311131

22132

. 

П ервая с и с т ема нес о вмес т на, по эт о му  решаем вт о рую. 














=−
=+

−=λ
=λ−−−

=λ+−

8uu2
12uuuu2

u
0uuu2uu

02uu2uu

21

3221

11

231
2
131

22132

⇔  














=−
=+

−=λ
=λ−−

=λ+−−

8uu2
12uuuu2

u
0u2

02uu2uu212

21

3221

11

2
2
1

22121

⇔  














=−
=+

−=λ
=λ−−

=−−

8uu2
12uuuu2

u
0u2

0u4uu412

21

3221

11

2
2
1

2
121

      ⇔  














=−
=+

−=λ
=λ−−

=−−−

8uu2
12uuuu2

u
0u2

0u4)8u2(u412

21

3221

11

2
2
1

2
111

⇔  
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=−
=+

−=λ
=λ−−

=−+−

8uu2
12uuuu2

u
0u2

0u4u32u812

21

3221

11

2
2
1

2
11

2
1

⇔     














=−
=+

−=λ
=λ−−

=++−

8uu2
12uuuu2

u
0u2

012u32u12

21

3221

11

2
2
1

1
2
1

. 

 
Решая перво е у равнени е с и с т емы, нахо ди м 3/1u1 −=  и  3u1 = . П о лучаем 

9/2,3/1,39/28u,3/26u,3/1u,1 213210 −=λ=λ−=−=−==λ  и  
18,3,12u,2u,3u,1 213210 −=λ−=λ−=−===λ . 

П р о вери м, выпо лнено  ли  до с т ат о чно е у с ло ви е для т о чки  
( )18,3,12,2,3 −−−− . Будем с чи т ат ь 1uu = - незави с и мо й переменно й и  

3221 uv,uv ==  - ф у нкци ями  о т  1u . В ыпи шем вс е мат ри цы, вхо дящи е в 

ф о рмулу  для вычи с лени я мат ри цы D.  0
u
LL 2
1

2

uu =
∂
∂

= , 

( )213
1312

uv u,2u
u
L

u
,

u
L

uu
L

v
L λ+=








∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

= , 








 λ+
=



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
2

13

31

21
vu u

2u

u
L

u

u
L

u
v
L

u
L ,  









λ+

λ+
=



















∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=
0u

u0

u
L

uu
L

uu
L

u
L

L
11

11

2
3

2

32

2
23

2

2
2

2

vv , 









−
+

=



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
01

uuu2

u
g

u
g

u
g

u
g

g 231

3

2

2

2

3

1

2

1

v , 







+

−
=−

31

2

2

1
v uu21

u0
u
1g , 








 −+
=

0u
1uu2

g
2

31T
v ,  ( ) 








+−

=
−

3122

1T
v uu2u

10
u
1g , 








=



















∂
∂
∂
∂

=
2
u2

u
g
u
g

g 2

1

2

1

1

u . 

П о с чи т аем про и зведени е 

( ) 121
2

31

2

2
20130u

1
vuv u4u24

2
u2

uu21
u0

u
1u,2uggL ++λ−=
















+

−
λλ+λ=− ;
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( ) ( ) 112
2

13

3122
2vu

1T
v

T
u u44u2

u
2u

uu2u
10

u
12,u2Lgg +λ−=







 λ+








+−

=
−

;

( )
( )

( )31112131
2
121

2

2

31

2

11

11

3122
2

u
1

vvv
1T

v
T
u

u2u4u2uu2u4uu2
u
4

2
u2

uu21
u0

0u
u0

uu2u
10

u
12,u2

ggLgg

λ−λ−λ−−−−=

=















+

−








λ+

λ+








+−

=

=−−

 

П о дс т авляя значени я мат ри ц в ф о рмулу  для вычи с лени я D, нахо ди м 

( )31112131
2
121

2
112121 u2u4u2uu2u4uu2

u
4u44u2u4u24D λ+λ+λ+++−−λ+−−−λ=

 ( ) 040D 18,3,12,2,3 <−=−−−− , ( ) 3
112D 9/2,3/1,39/28,3/26,3/1 =−−−− . 

Следо ват ельно , т о чка ( )12,2,3u −−=∗  не до с т авляет  ми ни мально е 
значени е целево й ф у нкци и , а т о чка ( )39/28,3/26,3/1u −−−=∗  до с т авляет  
ми ни мально е значени е целево й ф у нкци и  при  заданных о грани чени ях. 

 

П ример 2. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 
 

                                               infuuu)u(J 321 →=  

 при  о грани чени ях  

                                               1uuu 2
3

2
2

2
1 =++ , 0uuu 321 =++ . 

1. В ыпи шем ф у нкци ю Л агранжа 

)uuu()1uuu(uuu),,u(L 3212
2
3

2
2

2
1132100 ++λ+−++λ+λ=λλ . 

2. Н айдем час т ные про и зво дные ф у нкци и  Л агранжа 

231210
3

221310
2

221320
1

u2uu
u
L

u2uu
u
L

u2uu
u
L

λ+λ+λ=
∂
∂

λ+λ+λ=
∂
∂

λ+λ+λ=
∂
∂

 

3. Решаем с и с т ему  
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=++
=++

=λ+λ+λ
=λ+λ+λ
=λ+λ+λ

0uuu
1uuu

0u2uu
0u2uu
0u2uu

321

2
3

2
2

2
1

231210

221310

221320

 

Рас с мо т ри м с лучай 00 =λ .  














=++
=++

=λ+λ
=λ+λ
=λ+λ

0uuu
1uuu

0u2
0u2
0u2

321

2
3

2
2

2
1

231

221

221

⇔














=++
=++

=λ+λ
=λ

=λ+λ

0uuu
1uuu

0u2
0

0u2

321

2
3

2
2

2
1

231

2

221

⇔














=++
=++

=λ
=λ

=λ

0uuu
1uuu

0u2
0u2

0

321

2
3

2
2

2
1

31

11

2

 

          Э т а с и с т ема экви валент на с ледующей с о во купно с т и  с и с т ем 











=++
=++

=λ
=λ

0uuu
1uuu

0
0

321

2
3

2
2

2
1

1

2

 и  














=++
=++

=
=
=λ

0uuu
1uuu

0u
0u
0

321

2
3

2
2

2
1

3

1

2

 . 

П ервая с и с т ема и меет  решени е, но  0210 =λ=λ=λ , чего  быт ь не мо жет . 

В т о рая с и с т ема экви валент на с ледующей с и с т еме 














=
=++

=
=
=λ

0u
1uuu

0u
0u
0

2

2
3

2
2

2
1

3

1

2

. 

Э т а с и с т ема нес о вмес т на. П о эт о му  00 ≠λ .  
П о ло ж и м 10 =λ . Си с т ема при мет  ви д 














=++
=++

=λ+λ+
=λ+λ+
=λ+λ+

0uuu
1uuu

0uuu
0u2uu
0u2uu

321

2
3

2
2

2
1

23121

22131

21132

⇔

( )( )
( )( )














=++
=++

=λ+λ+
=λ−−
=λ−−

0uuu
1uuu

0u2uu
02uuu
02uuu

321

2
3

2
2

2
1

21132

1213

1312

 

Си с т ема экви валент на с о во купно с т и  чет ырех с и с т ем 
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=++
=++

=λ+λ+
=
=

0uuu
1uuu

0u2uu
uu
uu

.1

321

2
3

2
2

2
1

21132

13

12

                    















=++
=++

=λ+λ+

=λ

=

0uuu
1uuu

0u2uu
2

u
uu

.2

321

2
3

2
2

2
1

21132

2
1

23

; 

          















=++
=++

=λ+λ+

=λ

=

0uuu
1uuu

0u2uu
2

u
uu

.3

321

2
3

2
2

2
1

21132

2
1

21

;                   















=++
=++

=λ+λ+

=λ

=

0uuu
1uuu

0u2uu
2

u
uu

.4

321

2
3

2
2

2
1

21132

3
1

31

. 

Н ет р у дно  ви дет ь, чт о  первая с и с т ема нес о вмес т на, вт о рая экви валент на 
с и с т еме 















λ−−=λ

=λ

=
−=
=

11322

2
1

2
2

21

23

u2uu
2

u
1u6
u2u

uu

, 

решени ем ко т о р о й являет с я вект о р  

6
1,

62
1

,6
1uu,

6
2u 21321 =λ±=λ±==±= . А нало гично  по лучаем, чт о  

решени ем с и с т емы 3 являет с я вект о р  

6
1,

62
1

,6
2u

,6
1u,

6
1u 21321 =λ±=λ±=±=±= , а с и с т емы 4 - 

6
1,

62
1

,6
1u

,6
2u,

6
1u 21321 =λ±=λ±=±=±= .  

П р о вери м, выпо лнено  ли  до с т ат о чно е у с ло ви е для т о чки  







 −

6
1,

62
1,

6
1,

6
2,

6
1 . В ыдели м незави с и мые и  зави с и мые переменные. 

Будем с чи т ат ь 1uu = - незави с и мо й переменно й и  3221 uv,uv ==  - ф у нкци ями  
о т  1u . Для т о го  чт о бы выпи с ат ь вс е мат ри цы, вхо дящи е в ф о рму лу  для 
вычи с лени я мат ри цы D (в данно м с лучае мат ри ца выро ждает с я в чи с ло ), 
по с чи т аем вт о рые час т ные про и зво дные ф у нкци и  Л агранжа 

12
1

2

2
u
L

λ=
∂
∂ , 12

2

2

2
u
L

λ=
∂
∂ , 12

3

2

2
u
L

λ=
∂
∂ , 
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3
12

2

21

2

u
uu

L
uu
L

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂ , 2

31

2

13

2

u
uu
L

uu
L

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂ , 1

23

2

32

2

u
uu
L

uu
L

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂ , 

( )10 =λ . 
П о эт о му  

( ) ( ) 6
12,uL ** ,u1

**
uu =λ=λ λ ,  ( ) ( )( ) ( )1,2

6
1u,u,uL ** ,u32

**
uv −==λ λ , 

( )
( )

( )2,1
6

1
u
u

,uL
** ,u2

3**
vu −=








=λ

λ

,  ( )
( )









=








λ

λ
=λ

λ 11
11

6
1

u
u2

,uL
** ,u11

11**
vv , 

( )
( ) 












−=







=λ

λ 11
6

2
6

4

11
u2u2

,ug
** ,u

32**
v ,  ( )



















−−

−
−=λ−

6
41
6

21

6
1,ug **1

v , 

( )
















−
=λ

1
6

2

1
6

4

,ug **T
v ,   ( ) ( ) 













−−

−
−=λ

−

6
4

6
2

11

6
1,ug **1T

v , 

( )
( ) 













=








=λ

λ 1
6

2

2
u2

,ug
** ,u

2**
u . 

П о дс т авляя значени я мат ри ц в ф о рмулу  для вычи с лени я D, нахо ди м 

0
6

5
6

6
6

1
6

1
6

1D >=+−−= . 

Следо ват ельно , т о чка 





 −=

6
1,

6
2,

6
1u*  до с т авляет  ми ни мально е 

значени е целево й ф у нкци и  при  заданных о граничени ях и  эт о  значени е равно  

6
3

− . В  о с т альных т о чках до с т ат о чно е у с ло ви е про веряет с я анало гично . 

 
За да ни я для са м ост оят ельной работ ы 

 
1. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю  

infuuu)u(I 321 →=  
      при  о граничени ях 

,1uuu 2
3

2
2

2
1 =++  

.0uuu 321 ≤++  
 

2. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю  
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infuue)u(I 21
uu 21 →−−= −  

       при  о граничени ях 
.0u,0u,1uu 2121 ≥≥≤+  

 
 
ЗАДАЧА Н А У С Л О В Н Ы Й  Э К С Т РЕ МУМ С  О Г РАН И ЧЕ Н И ЯМИ   
                          Т И П А  РАВ Е Н С Т В  И  Н Е РАВ Е Н С Т В  
 
 П о с т авлена задача 
                                            min,)u(I →                                                         (15) 
при  у с ло ви и , чт о  
             }.k,...,1sj,0)u(h;s,...,1i,0)u(g|Ru{Uu ji

n +=≤==∈=∈            (16) 
       Задачу  (15),(16) мо жно  с вес т и  к задаче на у с ло вный экс т ремум с  

о грани чени ями  т и па равенс т в. В ведем но вые переменные: 
                                             ).w,...,w(w;k,...,1sj,w k1sj +=+=  
        Т о гда задача при мет  ви д 
                                         min,)u(I)w,u(I →=                                                     (17) 
                                         ,s,...,1i,0)u(g i ==                                                         (18) 
                                         .k,...,1sj,0w)u(h 2

jj +==+                                          (19) 
       Задачи  (15),(16) и  (17)-(19) экви валент ны в с ледующем с мыс ле: ес ли  

)w,u( **  являет с я т о чко й ло кально го  экс т ремума для задачи  (17)-(19), т о  
*u  - т о чка ло кально го  экс т ремума для задачи  (15),(16). И нао б о р о т , ес ли  
*u  - т о чка ло кально го  экс т ремума для задачи  (15),(16), т о  с ущес т ву ет  
вект о р  *w , т ако й чт о  т о чка )w,u( **  - т о чка ло кально го  экс т ремума для 
задачи  (17)-(19). 

 
АЛ Г О РИ ТМ РЕ Ш Е Н И Я ЗАДАЧИ  

 
 Со с т авляем ф у нкци ю Л агранжа 

)u(h)u(g)u(IL j

s

1j
ji

s

1i
i0

1
∑∑
==

µ+λ+λ=  

 и  по т реб у ем выпо лнени я cледующи х у с ло ви й: 

        1. 0
u
L

=
∂
∂  - нео бхо ди мо е у с ло ви е экс т ремума; 

 
        2. ;s,...,1i,0)u(g i ==    
 

3. 1jj s,...,1j,0)u(h ==µ  - у с ло ви я до по лняющей нежес т ко с т и , где jµ  -               
неко т о рые чи с ла; 
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4. .s,...,1j,, 10j0 =µλ ≥  
 
 П ример 1. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 
                                  infuuu)u(I 2

3
2
2

2
1 →++= , 

при  у с ло ви ях 
                                         5uuu2 321 ≤+− , 
                                          .3uuu 321 =++  
П о с т ро и м ф у нкци ю Л агранжа. О на и меет  ви д 
         ).5uuu2()3uuu()uuu(L 32113211

2
3

2
2

2
10 −+−µ+−++λ+++λ=  

П о с чи т аем час т ные про и зво дные о т  ф у нкци и  Л агранжа по  каждо й 
переменно й и  при равняем и х к нулю. П о лучи м 

             02u2
u
L

1110
1

=µ+λ+λ=
∂
∂ ,  0u2

u
L

1120
2

=µ−λ+λ=
∂
∂ ,                                                    

0u2
u
L

1130
3

=µ+λ+λ=
∂
∂ . 

П ри пи шем к ни м о грани чени я 
                        0)5uuu2(,3uuu 3211321 =−+−µ=++  
и  т ем с амым с ведем задачу  с  о граничени ями  т и па неравенс т в к задаче с  
о грани чени ями  т и па равенс т в. П редпо ло ж и м с начала, чт о  00 =λ , т о гда 
по лучи м с ледующую с и с т ему  для о пределени я парамет ро в и  кри т и чес ки х 
т о чек    
                         














=−+−µ
=++

=µ+λ
=µ−λ
=µ+λ

.0)5uuu2(
0uuu

0
0
02

3211

321

11

11

11

                                       

                               
О т с юда, о чеви дно , выт екает , чт о  011 =µ=λ . Э т о т  с лучай нам не 
по дхо ди т . Будем предпо лагат ь т еперь для у до б с т ва, чт о  1

20 =λ . Т о гда 
с и с т ема при о б рет ет  ви д 

 














=−+−µ
=++
=µ+λ+
=µ+λ+
=µ+λ+

0)5uuu2(
3uuu
0u
0u
02u

3211

321

113

112

111

. 
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В ырази м переменные 321 u,u,u  и  по дс т ави м и х в чет верт о е и  пят о е 
у равнени я по с ледней с и с т емы. П о лучи м 
                ).(u),(u),2(u 113112111 µ+λ−=µ−λ−=µ+λ−=  
Т о гда  





=−µ−λ−µ
−=µ+λ

.0)562(
323

111

11  

П о с ледняя с и с т ема и меет  два решени я. П ерво е: ес ли  ,01 =µ  т о   

                                                 








=
=
−=λ

.1u
1u
1

2

1

1

 

Значени е ф у нкци о нала равно  .3)u(I =  В т о ро й с лучай: ес ли  значени е в 
с ко бках равно  нулю, т .е. ,0562 11 =+µ+λ  т о   









<+−=µ

−=λ

.0)
7

123(
2
1

7
4

1

1
 

Э т о т  с лучай нас  не у с т раи вает . 
 
 П ример 2. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 
                                                    infuuu)u(I 321 →=  
при  о граничени и  
                                                     1uuu 2

3
2
2

2
1 ≤++ . 

                                                  
Со с т ави м ф у нкци ю Л агранжа. О на и меет  ви д 

).1uuu(uuuL 2
3

2
2

2
113210 −++µ+λ=  

П о с чи т аем час т ные про и зво дные по  вс ем переменным. П о лучи м 
                                     

 

31210
3

21310
2

11320
1

u2uu
u
L

u2uu
u
L

u2uu
u
L

µ+λ=
∂
∂

µ+λ=
∂
∂

µ+λ=
∂
∂

 

П ри равняем по лученные про и зво дные к нулю и  до бави м к эт о й с и с т еме 
у с ло ви я до по лняющей нежес т ко с т и  
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( )









=−++µ
=µ+λ
=µ+λ
=µ+λ

01uuu
0u2uu
0u2uu
0u2uu

2
3

2
2

2
11

31210

21310

11320

 

                                      
Ес ли  мно ж и т ель 00 =λ , т о  с и с т ема при о б рет ает  ви д 











=−++µ
=µ
=µ
=µ

.0)1uuu(
0u
0u
0u

2
3

2
2

2
11

31

21

11

 

 
  Ес ли  ,01 =µ  т о  о грани чени е не выпо лняет с я. Ес ли  же 01 ≠µ , т о  

.0uuu 321 ===   Э т о  нас  не у с т раи вает . П у с т ь т еперь 10 =λ , т о гда 
и с хо дная с и с т ема б у дет  и мет ь ви д 

( )









=−++µ
=µ+
=µ+
=µ+

01uuu
0u2uu
0u2uu
0u2uu

2
3

2
2

2
11

3121

2131

1132

 

                                         
Ес ли  01 =µ , т о  0uuu 321 === и  о грани чени е не выпо лнено . 
Рас с мат ри вая с лучай 01 ≠µ  и  решая с о о т вет с вующую с и с т ему , по лучаем 

т о чки  ви да 





 ±±±

3
1,

3
1,

3
1 . П редлагаем про вери т ь эт о  

с амо с т о ят ельно .          
 

 За да ни я для са м ост оят ельной ра бот ы 
 
1. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю  

infuuu)u(I 321 →=  
      при  о граничени ях 

,1uuu 2
3

2
2

2
1 =++  

.0321 =++ uuu  
 

2. М и ни ми зи ро ват ь ф у нкци ю 
infuuu)u(I 4

3
3
2

2
1 →−=  

       при  о граничени и   
.18uuu 321 =++  
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