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Ãëàâà I

Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ëèíåéíîé
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Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ â ëèíåéíîé àëãåáðå èìåþòñÿ, åñëè ïîíèìàòü èõ
äîñòàòî÷íî øèðîêî, äâå îñíîâíûå çàäà÷è:

1◦ ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

2◦ âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû.

Îñíîâíîå âíèìàíèå â ëåêöèÿõ áóäåò óäåëåíî ðåøåíèþ ïåðâîé çàäà÷è, äà è òî
ïðè âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Âòîðàÿ çàäà÷à áîëåå òðóäíàÿ � åå
ìû êîñíåìñÿ ìåíåå ïîäðîáíî.

Â ñèëó òåîðåìû Êðîíåêåðà - Êàïåëëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ax = b

ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû [Ab]. Ýòî çàâåäîìî òàê, åñëè ìàòðèöà A êâàäðàòíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, ò.å.
det A 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íå òîëüêî ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ b, íî è èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. (Ðàçðåøèìà îäíîçíà÷íî).

Èìåííî ýòîò ñëó÷àé ìû è áóäåì èçó÷àòü.
Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äåëÿòñÿ íà äâå ãðóï-

ïû. Ê ïåðâîé ãðóïïå ïðèíàäëåæàò òàê íàçûâàåìûå ïðÿìûå ìåòîäû � àëãîðèòìû,
ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Ñþäà
îòíîñÿòñÿ èçâåñòíîå ïðàâèëî Êðàìåðà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòå-
ëåé, ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà, ìåòîä ïðîãîíêè � ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ òðåõäèà-
ãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû, èç êîòîðûõ îòìåòèì ìåòîä
Õîëåöêîãî (ìåòîä êâàäðàòíûõ êîðíåé), ïðèìåíÿåìûé ê ñèñòåìàì ñ ñèììåòðè÷íûìè
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè, ìåòîä âðàùåíèé è ìåòîä îòðàæåíèé.

Âòîðóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè, èòåðàöèîííûå.
Â èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèå ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåë ïðè ñòðåìëåíèè
÷èñëà èòåðàöèé n ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè êîíå÷íûõ n, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àþòñÿ ëèøü
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ.

Ïðÿìûå è èòåðàöèîííûå ìåòîäû èìåþò ñâîþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ: åñëè ðàçìåð-
íîñòü ñèñòåìû íå ñëèøêîì âåëèêà, òî ÷àñòî ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü ïðÿìûå
ìåòîäû. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû âûãîäíû äëÿ ñèñòåì áîëüøîãî ïîðÿäêà. Îñîáåííî â
ñëó÷àå ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Â íàñòîÿùåì êóðñå îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî ïðÿìûì ìåòîäàì, à èòåðàöè-
îííûõ ìåòîäîâ êîñíåìñÿ ëèøü êðàòêî. Áîëåå ïîäðîáíî èòåðàöèîííûå ìåòîäû áóäóò
èçëîæåíû âî âòîðîé ÷àñòè êóðñà "×èñëåííûå ìåòîäû", êîòîðàÿ ÷èòàåòñÿ íà ÷åòâåðòîì
êóðñå.
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Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà è
òðåóãîëüíîå (LU) ðàçëîæåíèå
ìàòðèöû

1.1 Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà
Ñèñòåìà Ax = b â ðàçâåðíóòîé ôîðìå èìååò âèä

n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . , n. (1.1)

Êàê èçâåñòíî, ìåòîä Ãàóññà èëè ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåèçâåñòíûå xj, j = 1, . . . , n − 1 ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àþòñÿ èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.1) , â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê
ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé

a
(0)
11 x1 + a

(0)
12 x2 + a

(0)
13 x3 + . . . + a

(0)
1n xn = b

(0)
1 ,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . . + a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(i−1)
ii xi + . . . + a

(i−1)
in xn = b

(i−1)
i ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ,

(1.2)

êîýôôèöèåíòû a
(k)
ij êîòîðîé è êîìïîíåíòû åå ïðàâîé ÷àñòè b

(k)
i âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-

ìóëàì
a

(k)
ij = a

(k−1)
ij − lika

(k−1)
kj ,

i, j = k + 1, . . . , n;
k = 1, . . . , n− 1;

(1.3)
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b
(k)
i = b

(k−1)
i − likb

(k−1)
k ,

i, j = k + 1, . . . , n;
k = 1, . . . , n− 1;

(1.4)

à
lik = a

(k−1)
ik /a

(k−1)
kk ,

i = k + 1, . . . , n;
k = 1, . . . , n− 1;

(1.5)

ïðè÷åì a
(0)
ij = aij, b

(0)
i = bi.

Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (1.3)-(1.5)íàçûâàþòñÿ ïðÿìûì õîäîì ìåòîäà Ãàóññà.
Ïîñëå ýòîãî íåèçâåñòíûå xk ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ xn, íàõîäÿòñÿ èç (1.2) ïî
ôîðìóëàì

xi =
[
b
(i−1)
i −

n∑
j=i+1

a
(i−1)
ij xj

] /
a

(i−1)
ii , i = n, . . . , 1. (1.6)

Âû÷èñëåíèÿ ïî ýòèì ôîðìóëàì íàçûâàþò îáðàòíûì õîäîì ìåòîäà Ãàóññà.

Çàìå÷àíèå 1.1. Â ôîðìóëàõ (1.2) ïðè ïðåáðàçîâàíèÿõ ñèñòåìû (1.1) ïåðâîå óðàâíå-
íèå îñòàëîñü áåç èçìåíåíèÿ. Ñ ðàâíûì óñïåõîì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è äðóãîé
âàðèàíò èñêëþ÷åíèÿ, êîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå (1.1) äåëèòñÿ íà a11, à âìåñòî (1.2)
ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ñ åäèíè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè xj â j-îì óðàâíåíèè.

Çàìå÷àíèå 1.2. Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (1.5), (1.6) , à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïî ôîð-
ìóëàì (1.3), (1.4) âîçìîæíû ëèøü òîãäà, êîãäà âñå ÷èñëà

a
(i−1)
ii 6= 0, i = 1, . . . , n. (1.7)

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ (1.7) óñòàíàâëèâàþòñÿ â äîêàçû-
âàåìîé ÷óòü ïîçæå òåîðåìå 1.2

1.2 LU ðàçëîæåíèå ìàòðèöû.
Ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä Ãàóññà ýêâèâàëåíòåí ðàçëîæåíèþ ìàòðèöû A ñèñòåìû (1.1) â
ïðîèçâåäåíèå íèæíåé L è âåðõíåé U òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ ïîñëåäóþùèì ðåøåíèåì
âñïîìîãàòåëüíûõ ñèñòåì ñ ýòèìè ìàòðèöàìè. Â ñàìîì äåëå, èç (1.4) íàõîäèì, ÷òî

b
(k−1)
i = b

(k−2)
i − li k−1b

(k−2)
k−1 .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (1.4), ïîëó÷èì

b
(k)
i = b

(k−2)
i − li k−1b

(k−2)
k−1 − likb

(k−1)
k .

Òî÷íî òàê æå ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ b
(k−2)
i , à çàòåì äëÿ b

(k−3)
i è ò.ä., áóäåì

èìåòü
b
(k)
i = b

(0)
i − li1b

(0)
1 − li2b

(1)
2 − · · · − likb

(k−1)
k .
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Ïîëàãàÿ çäåñü k = i− 1 è âûðàæàÿ b
(0)
i = bi ÷åðåç b

(j)
i , ïîëó÷èì

bi =
i−1∑
j=1

lijb
(j−1)
j + b

(i−1)
i . (1.8)

Îáîçíà÷èì ñòîëáåö ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.2) ÷åðåç y = [y1 . . . yn]T , ïîëàãàÿ

yi = b
(i−1)
i . (1.9)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ (1.8) ïåðåïèøåòñÿ òàê

bi =
i−1∑
j=1

lijyj + yi, i = 1, . . . , n. (1.10)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L íèæíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ êîýôôèöèåíòàìè lij, âû÷èñëÿå-
ìûì ïî ôîðìóëàì (1.5), è åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ

L =




1 0 0 . . . 0
l21 1 0 . . . 0
l31 l32 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ln1 ln2 ln3 . . . 1




. (1.11)

Òîãäà (1.10) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

b = Ly. (1.12)

Åñëè âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû (1.2) îáîçíà÷èòü ÷åðåç U è ïåðåïèñàòü
(1.2) â ìàòðè÷íîì âèäå, òî áóäåì èìåòü

Ux = y. (1.13)

Äåéñòâóÿ òåïåðü íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü (1.13) íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé L è ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå (1.12), ïîëó÷èì

LUx = Ly = b ⇒ A = LU. (1.14)

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (1.3) è (1.5) ïðÿìîãî
õîäà ìåòîäà Ãàóññà ýêâèâàëåíòíà ðàçëîæåíèþ ìàòðèöû A ñèñòåìû (1.1) â ïðîèçâå-
äåíèå íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ L è âåðõíåé
òðåóãîëüíîé ìàòðèöû U . Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàòðèöû L âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
(1.5), à ýëåìåíòû ìàòðèöû U ñóòü

ukj = a
(k−1)
kj (1.15)
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è âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.3).
Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A â ïðîèçâåäåíèå äâóõ òðåóãîëüíûõ äëÿ îòûñêàíèÿ

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) íóæíî ðåøèòü äâå ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè �
ñèñòåìû (1.12) è (1.13). Ðåøåíèå ñèñòåìû (1.12) çàìåíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà
ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) ïî ôîðìóëàì (1.4) ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà Ãàóññà. Ðåøåíèå
æå x ñèñòåìû (1.13) ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (1.9) è (1.15) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (1.6)
îáðàòíîãî õîäà ìåòîäà Ãàóññà.
Çàìå÷àíèå 1.3. Ñîîòíîøåíèÿ (1.3) ñîäåðæàò ôîðìóëû äëÿ ukj (1.15) è ïðîìåæóòî÷-
íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå òîæå íóæíî çàïîìèíàòü è õðàíèòü. Ìû ñåé÷àñ ïðåîáðàçóåì
ýòè ôîðìóëû ê òàêîìó âèäó, ïðè êîòîðîì õðàíåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé íå
òðåáóåòñÿ.

Ïóñòü ìàòðèöà L èìååò âèä (1.11), ò.å. åå ýëåìåíòû

lik = 0 ïðè k > i, (1.16)

à

U =




u11 u12 u13 . . . u1n

u22 u23 . . . u2n

u33 . . . u3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
unn




,

ò.å.
ukj = 0 ïðè k > j. (1.17)

Ïîñêîëüêó LU = A, òî ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö íàõîäèì, ÷òî

aij =
n∑

k=1

likukj. (1.18)

Ïðåîáðàçóåì ýòó ôîðìóëó äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ñèëó (1.11), (1.16)

n∑

k=1

likukj =
i−1∑

k=1

likukj + l=1
ii uij +

n∑

k=i+1

0
‖
l ikukj =

=
i−1∑

k=1

likukj + uij,

à â ñèëó (1.17)
n∑

k=1

likukj =

j−1∑

k=1

likukj + lijujj +
n∑

k=j+1

lik

0
‖
ukj =

=

j−1∑

k=1

likukj + lijujj.
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Îòñþäà è èç (1.18) èìååì

uij =
[
aij −

i−1∑

k=1

likukj

]
i = 1, . . . , n; j = i, . . . , n;

lij =
1

ujj

[
aij −

j−1∑

k=1

likukj

]
j = 1, . . . , n; i = j + 1, . . . , n.

(1.19)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ôîðìóë (1.19) âîçìîæíà òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ujj = a
(j−1)
jj

â ñèëó (1.15) îòëè÷íû îò íóëÿ (ñð. ñ (1.7)).

Çàìå÷àíèå 1.4. Ôîðìóëû (1.19) óñòðîåíû òàê, ÷òî íåëüçÿ ñíà÷àëà âû÷èñëèòü âñå
uij, à çàòåì âñå lij èëè íàîáîðîò. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé
ïî ôîðìóëàì (1.19):

u1j = a1j, j = 1, 2, . . . , n;

li1 = ai1/u11, i = 2, 3, . . . , n;

u2j = a2j − l21u1j, j = 2, 3, . . . , n;

li2 = (ai2 − li1u12)/u22, i = 3, 4, . . . , n;

è ò.ä., ò.å. ÷åðåäîâàòü âû÷èñëåíèå ñòðîê ìàòðèöû U è ñòîëáöîâ ìàòðèöû L.
Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö L è U ðåøåíèå ñèñòåì (1.12) è (1.13) ñ òðåóãîëüíûìè

ìàòðèöàìè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

yi = bi −
i−1∑

k=1

likyk, i = 1, 2, . . . , n, (1.20)

(âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ ñâåðõó âíèç).

xk =
1

ukk

[
yk −

n∑

j=k+1

ukjxj

]
, k = n, n− 1, . . . , 1 (1.21)

(âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ ñíèçó ââåðõ).

Îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ëþáîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ åãî òðó-
äîåìêîñòü. Ïîä òðóäîåìêîñòüþ ìåòîäà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1),
îáû÷íî ïîíèìàþò ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ
èñêîìîãî ðåøåíèÿ. ×àñòî â òðóäîåìêîñòü ìåòîäà âêëþ÷àþò ëèøü äåéñòâèÿ óìíîæåíèÿ
è äåëåíèÿ, êàê íàèáîëåå òðóäîåìêèå îïåðàöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàáîòû êîìïüþòåðà. Òàê
áóäåì ïîñòóïàòü è ìû.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (1.19) (äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåóãîëü-
íîãî ðàçëîæåíèÿ) òðåáóåòñÿ

Q =
n∑

i=1

n∑
j=i

(i− 1) +
n∑

j=1

n∑
i=j+1

j =
n∑

i=1

[(i− 1)(n− i + 1) + i(n− i)] =

= 2
n∑

i=1

[(n + 1)i− i2]− n(n + 1) = n(n + 1)2 − n(n + 1)(2n + 1)

3
− n(n + 1) =

=
n(n2 − 1)

3
=

n3

3
+ O(n) ≈ n3

3

(1.22)

äåéñòâèé óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.
Äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (1.20) è (1.21) èìååì ñîîòâåòñòâåííî

◦
q =

n∑
i=1

(i− 1) =
n(n− 1)

2
è q =

n∑

k=1

(n− k + 1) =
n(n + 1)

2
,

ò.å. îáùåå ÷èñëî äåéñòâèé äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì (1.12) è (1.13) ïî ôîðìóëàì (1.20),
(1.21) åñòü

q =
◦
q + q = n2. (1.23)

Çàìå÷àíèå 1.5. Èç ôîðìóë (1.22) è (1.23) ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ n îñíîâíîé
îáúåì ðàáîòû, êîòîðóþ íóæíî âûïîëíèòü äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) îïèñàííûì
ìåòîäîì, ïàäàåò íà ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû, ò.å. íà ïîñòðî-
åíèå òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè
(ðåøåíèå ñèñòåìû (1.12)) è íà îòûñêàíèå ñàìîãî ðåøåíèÿ òðóäîçàòðàòû ñðàâíèåòåëüíî
íåâåëèêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè áîëüøèõ n ðåøåíèå íåñêîëüêèõ ñèñòåì ñ ðàçëè÷íûìè
ïðàâûìè ÷àñòÿìè è îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé îêàçûâàåòñÿ ïî òðóäîåìêîñòè ïðàêòè-
÷åñêè òàêèì æå êàê è ðåøåíèå îäíîé ñèñòåìû.

Âûÿñíèì òåïåðü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (1.19)-(1.21) âîç-
ìîæíû, ò.å. âñå ujj îòëè÷íû îò íóëÿ.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-
ðèöà ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, à U � íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà. Òîãäà, åñëè A = LU , òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ëåììà 1.1. Ïðîèçâåäåíèå íèæíèõ (âåðõíèõ)òðåóãîëüíûõ ìàòðèö åñòü íèæíÿÿ
(âåðõíÿÿ) òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Îáðàòíàÿ ê íåâûðîæäåííîé íèæíåé (âåðõíåé) òðå-
óãîëüíîé ìàòðèöå åñòü íèæíÿÿ (âåðõíÿÿ) òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

Óïðàæíåíèå 1.1. Äîêàçàòü ëåììó 1.1.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ïóñòü A = L1U1 = L2U2. Òîãäà

L2 = L1U1U
−1
2 è L−1

1 L2 = U1U
−1
2 .

Ñëåâà ñòîèò ïðîèçâåäåíèå íèæíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö, à ñïðàâà � âåðõíèõ. Ïîýòîìó
ïðîèçâåäåíèå åñòü äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D, ò.å. L−1

1 L2 = D. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî
L2 = L1D. Ïîñêîëüêó ãëàâíûå äèàãîíàëè L1 è L2 åäèíè÷íûå, òî ãëàâíàÿ äèàãîíàëü
L1D ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ D, ñëåäîâàòåëüíî, D = I. Îòñþäà L1 = L2 è
U1 = U2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, L � íèæíÿÿ òðå-
óãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, à U � íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ
òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ðàçëîæåíèå A = LU ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû A îòëè÷íû îò íóëÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî óãëîâûìè ìèíîðàìè ìàòðèöû A íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû

∆1 = a11, ∆2 = det

[
a11 a12

a21 a22

]
, . . . , ∆n = det[A].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦. (Íåîáõîäèìîñòü)
Ïóñòü ðàçëîæåíèå A = LU ñóùåñòâóåò. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.1 îíî åäèíñòâåííî.

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöû A, L è U â áëî÷íîì âèäå

A =

[
Am A12

A21 A22

]
, L =

[
Lm 0
L21 L22

]
, U =

[
Um U12

0 U22

]
,

ãäå Am, Lm, Um è A22, L22, U22 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé m × m è (n −
m) × (n −m) ñîîòâåòñòâåííî, à m < n � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ðàçëîæåíèå A = LU â
áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

[
Am A12

A21 A22

]
=

[
Lm 0
L21 L22

] [
Um U12

0 U22

]
=

[
LmUm LmU12

L21Um L21U12 + L22U22

]
(1.24)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Am = LmUm. (1.25)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà U òðåóãîëüíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, òî âñå åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåí-
òû îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïîýòîìó íåâûðîæäåíà è òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà Um. Òåì ñàìûì

∆m = det[Am] = det[Lm] det[Um] = u11 . . . umm 6= 0

ïðè m = 1, . . . , n.
2◦. (Äîñòàòî÷íîñòü) Ïóñòü òåïåðü ∆1∆2 . . . ∆n 6= 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè ïî ïîðÿäêó ñèñòåìû n. Ïðè n = 1 ìàòðèöà A = a11 = ∆1 6= 0, ìàòðèöà L = 1
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è ïîýòîìó U = u11 = a11 = det U 6= 0. Ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî ðàçëîæåíèÿ ïðè n = 1
äîêàçàíî.

Ïóñòü Ak � ìàòðèöà ïîðÿäêà k è ðàçëîæåíèå Ak = LkUk ñóùåñòâóåò ñ det Uk 6= 0
ïðè k = 1, . . . , m − 1. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò è Am = LmUm, ïðè÷åì det Um 6= 0.
Ïóñòü a·m = [a1m . . . am−1 m]T � ñòîëáåö, am· = [am1 . . . am m−1] � ñòðîêà è ðàçëîæåíèå
Am áóäåì èñêàòü â âèäå

Am =

[
Am−1 a·m
am· amm

]
=

[
Lm−1 0
lm· 1

] [
Um−1 u·m

0 umm

]
=

=

[
Lm−1Um−1 Lm−1u·m
lm·Um−1 lm·u·m + umm

]
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåèçâåñòíûé ñòîëáåö u·m, íåèçâåñòíàÿ ñòðîêà lm· è umm îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

Lm−1u·m = a·m
lm·Um−1 = am· ⇒ UT

m−1l
T
m· = aT

m·,

umm = amm − lm·u·m .

(1.26)

Ïîñêîëüêó Lm−1 è Um−1 íåâûðîæäåííûå, èç ïåðâîãî è âòîðîãî ñîîòíîøåíèé (1.26)
ìîæíî íàéòè u·m è lm·, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ÷åãî òðåòüå ñîîòíîøåíèå äàåò umm.
Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ (1.24) äëÿ m äîêàçàíî. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî det Um 6= 0.
Íî ñ ó÷åòîì (1.25)

0 6= ∆m = det Am = det Um,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.



� 2

Ëåíòî÷íûå ìåòîäû

2.1 Ìåòîä ïðîãîíêè
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ax = b, (2.1)

ìàòðèöà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé. Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â ðàçâåðíóòîì
âèäå. Ïóñòü

b1x1 + c1x2 = d1,

a2x1 + b2x2 + c2x3 = d2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aixi−1 + bixi + cixi+1 = di,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

anxn−1 + bnxn = dn.

(2.2)

Àëãîðèòì ìåòîäà ïðîãîíêè � ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2) � ñîñòîèò â ñëåäóþùåì
(ñì. êóðñ "Ââåäåíèå â ÷èñëåííûå ìåòîäû", íî, ìîæåò áûòü, ñ äðóãèìè îáîçíà÷åíèÿìè!)

à) Íàõîæäåíèå ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ (ïðÿìàÿ ïðîãîíêà) ïî ôîðìóëàì

αi = −ci/γi, i = 1, 2, . . . , n− 1,

γi = bi + aiαi−1, i = 2, . . . , n, γ1 = b1,

βi = (di − aiβi−1)/γi, i = 2, . . . , n, β1 = d1/b1.

(2.3)

á) Íàõîæäåíèå ñàìîãî ðåøåíèÿ (îáðàòíàÿ ïðîãîíêà)

xi = αixi+1 + βi, i = n− 1, . . . , 1, xn = βn. (2.4)

15
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Èç (2.3),(2.4) ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ÷èñëî óìíîæåíèé è äåëåíèé ïðè âû÷èñëåíèè êîýô-
ôèöèåíòîâ αi è γi

Q = 2(n− 1, ) (2.5)
à ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ βi è ðåøåíèÿ xi

q = 3(n− 1). (2.6)

Ñðàâíåíèå (2.5),(2.6) ñ (1.22), (1.23) ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðîãîíêà ñóùåñòâåííî
ìåíåå òðóäîåìêà ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ìåòîäîì Ãàóññà. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ìû
ÿâíûì îáðàçîì âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A
ðàâíà íóëþ.

2.2 Ëåíòî÷íûå ìàòðèöû
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ëåíòî÷íîé ñ ïîëóøèðèíîé ëåíòû p, åñëè
åå ýëåìåíòû aij = 0 ïðè |i − j| > p, íî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò
aij 6= 0 ïðè |i− j| = p

Ïðèìåð 2.1. Äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû aij = 0 ïðè |i − j| > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
åå ïîëóøèðèíà ðàâíà íóëþ. Åå ëåíòà ñîñòîèò èç îäíîé äèàãîíàëè è øèðèíà ðàâíà 1.
Óñëîâíî äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ìîæíî èçîáðàçèòü êàê íà ðèñ. 1.




∗
∗
∗
∗
∗
∗




Ðèñ. 1.

Ïðèìåð 2.2. Ïîëíàÿ ìàòðèöà èìååò 2n−1 äèàãîíàëåé. Ýòî è åñòü øèðèíà åå ëåíòû,
à ïîëóøèðèíà áóäåò p = n− 1.




∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗




Ðèñ. 2.
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Ïðèìåð 2.3. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà ìàòðèöà ñ ïîëóøèðèíîé p = 1.




∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗




Ðèñ. 3.
Ìàòðèöû òàêîé ñòðóêòóðû íàçûâàþòñÿ òðåõäèàãîíàëüíûìè. Øèðèíà ëåíòû 3.

Ïðèìåð 2.4. Ìàòðèöà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ.4, èìååò ïîëóøèðèíó p = 1 è øèðèíó
ëåíòû 2. Ìàòðèöû òàêîé ñòðóêòóðû íàçûâàþòñÿ òðàïåöèåâèäíûìè. Èçîáðàæåííàÿ
ìàòðèöà òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðàâîé ëåíòî÷íîé.




∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗




Ðèñ. 4.

Ïðèìåð 2.5. Ó ìàòðèöû íà ðèñ. 5



∗ 0 ∗
0 ∗ 0 ∗
∗ 0 ∗ 0 ∗
∗ 0 ∗ 0 ∗
∗ 0 ∗ 0
∗ 0 ∗




Ðèñ. 5.
ïîëóøèðèíà p = 2, øèðèíà 5 è âñåãî òðè íåíóëåâûõ äèàãîíàëè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ðèñóíîê, íà êîòîðîì (çâåçäî÷êàìè) îòìå÷åíû ïîçèöèè, ãäå òîëü-
êî è ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A, íàçûâàåòñÿ åå ïîðòðåòîì.

2.3 Ëåíòî÷íûé âàðèàíò òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
Ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà íà ñëó÷àé ëåíòî÷íûõ ìàòðèö, ò.å. çàðà-
íåå îòáðîñèì òå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå çàâåäîìî ïðèâîäÿò ê íóëåâûì ýëåìåíòàì. Ýòî
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ïîçâîëèò íàì ñýêîíîìèòü â òðóäîçàòðàòàõ íà ðåøåíèå ñèñòåìû. Îáðàòèìñÿ ñðàçó ê
âàðèàíòó, îñíîâàííîìó íà òðåóãîëüíîì ðàçëîæåíèè ìàòðèöû A.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ëåììà 2.1. Åñëè ïîëóøèðèíà ìàòðèöû A ðàâíà p, òî â òðåóãîëüíîì ðàçëîæåíèè
A = LU ïîëóøèðèíà L (U) íå áîëüøå p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

aij = 0 ïðè |i− j| > p. (2.7)

Äîêàæåì, ÷òî
lij = 0 ïðè i− j > p. (2.8)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèì ìåòîä ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî íîìåðàì
ñòîëáöîâ ìàòðèöû L. Ïðè j = 1 èç (1.19) íàõîäèì, ÷òî

li1 = ai1/a11, i = 2, . . . , n.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.7) ïðèõîäèì ê (2.8) ñ j = 1, ò.å. li1 = 0 ïðè i− 1 > p. Ïóñòü òåïåðü
óòâåðæäåíèå (2.8) âåðíî äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû L ñ íîìåðàìè k = 1, 2, . . . , j − 1, ò.å.

lik = 0 ïðè i− k > p, k = 1, 2, . . . , j − 1. (2.9)

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (2.8) äëÿ j-îãî ñòîëáöà. Ïóñòü

i− j > p. (2.10)

Òîãäà â ñèëó (1.19) è (2.7)

lij =
1

ujj

[ 0
‖
aij −

j−1∑

k=1

likukj

]
= − 1

ujj

j−1∑

k=1

likukj. (2.11)

Îöåíèì ðàçíîñòü èíäåêñîâ i − k ó ïåðâûõ ñîìíîæèòåëåé ïîä çíàêîì ñóììû â (2.11).
Ñ ó÷åòîì (2.10) è (2.11) áóäåì èìåòü

i− k > p + j − k > p + 1.

Íî òîãäà â ñèëó (2.9) ïåðâûå ñîìíîæèòåëè â ñóììå (2.11) îáðàùàþòñÿ â íóëü è
ñîîòíîøåíèå (2.8) óñòàíîâëåíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëû (1.19)-(1.21) íà ñëó÷àé ëåíòî÷íîé ìàòðèöû A. Ñíà÷àëà âû-
ÿñíèì, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ i è j íóæíî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì
(1.19). Òàê êàê â ñèëó ëåììû 2.1

uij = 0 ïðè j − i > p, (2.12)
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òî íåíóëåâûå ýëåìåíòû uij ìîãóò áûòü ëèøü ïðè j−i 6 p, ò.å. ïðè j 6 p+i. Àíàëîãè÷íî
lij = 0 ïðè i− j > p (2.13)

è, ñëåäîâàòåëüíî, íåíóëåâûå ýëåìåíòû lij ìîãóò áûòü òîëüêî ïðè i − j 6 p, ò.å. ïðè
i 6 p + j. Îòñþäà

uij 6= 0
i = 1, . . . , n,

j = i, . . . , min[n, p + i],

lij 6= 0
j = 1, . . . , n,

i = j + 1, . . . , min[n, p + j].

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ñóììû â (1.19). Â ñèëó (2.12) íåíóëåâûå ñëàãàåìûå â ñóììàõ
(1.19) ìîãóò áûòü òîëüêî ïðè j − k 6 p, ò.å. ïðè

k > j − p.

à â ñèëó (2.13) � òîëüêî ïðè i− k 6 p, ò.å. ïðè
k > i− p.

Îáúåäèíÿÿ ýòè íåðàâåíñòâà è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî k � íàòóðàëüíîå, áóäåì
èìåòü

k > max[1, i− p, j − p].

Ïîñêîëüêó â ôîðìóëàõ äëÿ uij èíäåêñû i, j ïîä÷èíåíû îãðàíè÷åíèþ j > i, òî â ýòèõ
ôîðìóëàõ

k > max[1, j − p].

Â ôîðìóëàõ æå äëÿ lij íàîáîðîò i > j è ïîýòîìó â íèõ
k > max[1, i− p].

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî, äëÿ ëåíòî÷íîé ìàòðèöû A ñ ïîëóøèðèíîé p ôîðìóëû (1.19)
ïðèíèìàþò âèä

uij =
[
aij −

i−1∑

k=max[1,j−p]

likukj

] i = 1, . . . , n,

j = i, . . . , min[n, p + i],

lij =
1

ujj

[
aij −

j−1∑

k=max[1,i−p]

likukj

] j = 1, . . . , n,

i = j + 1, . . . , min[n, p + j].

(2.14)

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëû (1.20) è (1.21). Â ôîðìóëàõ (1.20) â ñèëó (2.13) i− k 6 p, à
â ôîðìóëàõ (1.21) â ñèëó (2.12) j − k 6 p. Ïîýòîìó

yi = bi −
i−1∑

k=max[1,i−p]

likyk, i = 1, . . . , n,

xk =
1

ukk

[
yk −

min[n,k+p]∑

j=k+1

ukjxj

]
, k = n, . . . , 1.

(2.15)
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2.4 Îöåíêà òðóäîåìêîñòè
Îöåíèì òðóäîåìêîñòü LU - ðàçëîæåíèÿ ëåíòî÷íîé ìàòðèöû A, èìåþùåé ïîëóøèðèíó
p, è òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) ñ òàêîé ìàòðèöåé. Äëÿ ýòîãî ïîäñ÷èòàåì
÷èñëî óìíîæåíèé è äåëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóë (2.14) è (2.15). Íà
ðèñ. 6 èçîáðàæåíû ïîðòðåòû ìàòðèö L è U

n− p

{

1

p
p + 1

n




|1
|∗ 1
|∗ ∗ 1
∗ ∗ ∗ 1

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗ ∗ 1




L

1 p

n−p︷ ︸︸ ︷
p+1 n



∗ ∗ ∗| ∗
∗ ∗| ∗ ∗
∗| ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗




U

Ðèñ. 6

Ïåðåïèøåì ôîðìóëû (2.14), îòäåëèâ ôîðìóëû äëÿ ýëåìåíòîâ uij è lij, îáâåäåííûõ
òðåóãîëüíèêàìè íà ðèñ. 6.

uij = aij −
i−1∑

k=1

likukj, i = 1, . . . , p, j = i, . . . , p, (2.16)

uij = aij −
i−1∑

k=j−p

likukj, j = p + 1, . . . , n, i = j − p, . . . , j, (2.17)

lij =
1

ujj

[
aij −

j−1∑

k=1

likukj

]
, j = 1, . . . , p,

i = j + 1, . . . , p,

(2.18)

lij =
1

ujj

[
aij −

j−1∑

k=i−p

likukj

]
, i = p + 1, . . . , n,

j = i− p, . . . , i− 1.

(2.19)

Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî óìíîæåíèé è äåëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóë (2.16)-
(2.19). Èç ñðàâíåíèÿ (2.16), (2.18) ñ (1.19) ñëåäóåò, ÷òî ýòè ôîðìóëû ïðè p = n
ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì (1.22)

Q16(Up) + Q18(Lp) =
p(p2 + 1)

3
. (2.20)
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Çäåñü Q � òðóäîåìêîñòü, íèæíèé èíäåêñ � íîìåð ôîðìóëû, à àðãóìåíò � îáúåêò
âû÷èñëåíèé.

Äàëåå

Q17(uij) = i− 1− j + p + 1 = i− j + p,

Q17(U) =
n∑

j=p+1

j∑
i=j−p

(i− j + p),

Q19(lij) = j − 1− i + p + 1 + 1 = j − i + p + 1,

Q19(L) =
n∑

i=p+1

i−1∑
j=i−p

(j − i + p + 1) =
n∑

j=p+1

j−1∑
i=j−p

(i− j + p + 1),

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Q17(U) + Q19(L) =
n∑

j=p+1

[
p +

j−1∑
i=j−p

(i− j + p + i− j + p + 1)

]
=

= 2
n∑

j=p+1

[
p +

p−1∑

k=1

k

]
= (n− p)p(p− 1).

Îòñþäà è èç (2.20) íàõîäèì, ÷òî îáùåå ÷èñëî óìíîæåíèé è äåëåíèé ïðè ïîñòðîåíèè
LU -ðàçëîæåíèÿ åñòü

Q =
p(p + 1)

3
(3n− 2p− 1) = n(p2 + p)− 2

3
p3 + O(p2). (2.21)

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîëóøèðèíà ïîëíîé ìàòðèöû p = n − 1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷å-
íèå p â íàéäåííîå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ òðóäîåìêîñòè òðåóãîëüíîãî
ðàçëîæåíèÿ, ñîâïàäàþùåå ñ (1.22). Ïîëàãàÿ æå çäåñü p = 1, ïîëó÷èì (2.5).

Îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëàì (2.15).

Q15(yi) =

[
i− 1, i = 1, . . . , p,

i− 1− i + p + 1 = p, i = p + 1, . . . , n,

]

Q15(y) =
n∑

i=1

Q15(yi) =
p(p− 1)

2
+ p(n− p) =

p(2n− p− 1)

2
,

Q15(x) =
p(2n− p− 1)

2
+ n

è ñëåäîâàòåëüíî

q = Q15(x) + Q15(y) = p(2n− p− 1) + n = (2p + 1)n− p(p + 1) (2.22)

(ñð. ñ (1.23) ïðè p = n− 1 è (2.6) ïðè p = 1).
Ïðîàíàëèçèðóåì ôîðìóëû (2.21), (2.22). Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
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1◦. p = O(n), íàïðèìåð, p = αn, α < 1. Òîãäà

Q ≈ α2n3 − 2

3
α3n3 = α2

(
1− 2α

3

)
n3.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè 0 < α < 1 êîýôôèöèåíò ïðè n3 ìåíüøå 1/3.
2◦. p = o(n), íî p →∞ ïðè n →∞. Â ýòîì ñëó÷àå

Q ≈ p2n, q ≈ 2pn.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè p =
√

n
Q ≈ n2, q = 2n3/2.

3◦. p = const (p = 1, 2, . . . ).

Q ≈ p(p + 1)n, q ≈ (2p + 1)n.

Ïðè p = 1 Q < q, ïðè p > 2 Q > q.

2.5 LU - ðàçëîæåíèå äëÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû.
Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé A ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ
â ñèëó òîãî, ÷òî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Ïîëó÷èì ôîðìóëû LU - ðàçëîæå-
íèÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, íå àïåëëèðóÿ ê (2.14), (2.15). Çàïèøåì ñèñòåìó (2.1) â âèäå (2.2).
Íàéäåì òàêîå LU - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A, â êîòîðîì U (à íå L!) èìååò åäèíè÷íóþ
ãëàâíóþ äèàãîíàëü (ñì. çàìå÷àíèå 1.1). Ìàòðèöà ñèñòåìû (2.2) èìååò âèä

A =




b1 c1 0 . . . 0
a2 b2 c2 . . . 0
0 a3 b3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . bn




(2.23)

Ïóñòü

L =




γ1 0 0 . . . 0
δ2 γ2 0 . . . 0
0 δ3 γ3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . γn




, U =




1 −α1 0 . . . 0
0 1 −α2 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1




.

Òîãäà

LU =




γ1 −γ1α1

δ2 −δ2α1 + γ2 −γ2α2

δ3 −δ3α2 + γ3 −γ3α3

δ4 −δ4α3 + γ4 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ñðàâíèâàÿ ýòó ôîðìóëó ñ ìàòðèöåé (2.23), íàõîäèì ôîðìóëû äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö
U è L:

αi = −ci/γi, i = 1, . . . , n− 1,

γi = bi + δiαi−1, i = 2, . . . , n, γ1 = b1,

δi = ai, i = 2, . . . , n.

(2.24)

Îáðàòèìñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (2.2) ñ èñïîëüçîâàíèåì LU - ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü
Ux = β. Òîãäà Lβ = d. Çàïèñûâàÿ ïîñëåäíþþ ñèñòåìó â ðàçâåðíóòîì âèäå, áóäåì
èìåòü

γ1β1 = d1,
δ2β1 + γ2β2 = d2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

δiβi−1 + γiβi = di,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

δnβn−1 + γnβn = dn.

Îòñþäà
βi = (di − δiβi−1)/γi, i = 2, . . . , n, β1 =

d1

γ1

. (2.25)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû Ux = β îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

xi = αixi+1 + βi, i− n− 1, . . . , 1, xn = βn. (2.26)

Ñðàâíåíèå ôîðìóë (2.24) - (2.26) ñ ôîðìóëàìè (2.3),(2.4) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä ïðî-
ãîíêè ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì êàê ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëåíòî÷íîãî âàðèàíòà ìåòîäà èñ-
êëþ÷åíèÿ Ãàóññà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A ëåíòî÷íàÿ ñ ëåíòîé íèæíåé ïîëóøèðèíû
p1 è âåðõíåé ïîëóøèðèíû p2, åñëè aij = 0 ïðè i− j > p1 è j − i > p2.

Óïðàæíåíèå 2.1. Ïîñòðîèòü ìîäèôèêàöèþ ôîðìóë (2.14), (2.15) äëÿ ñëó÷àÿ ìàò-
ðèöû ñ ðàçíîé ïîëóøèðèíîé.
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� 3

Ìåòîäû Õîëåöêîãî è áëî÷íîãî
èñêëþ÷åíèÿ. Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé
ìàòðèöû

3.1 Ìåòîä Õîëåöêîãî (êâàäðàòíûõ êîðíåé)
Âíîâü îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìå

Ax = b. (3.1)
Íà ýòîò ðàç áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåíà, ò.å.

A = AT è A > 0. (3.2)
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà xT Ax > 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåê-
òîðà x. Íàïîìíèì, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà èìååò òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèèÿ, à ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ � òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå. Â ñèëó
êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-
ëåííîñòè ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ åå óãëîâûõ ìèíîðîâ ∆i > 0,
i = . . . , n.

Ïîñòðîèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1), êîòîðûé èñïîëüçóåò ñâîéñòâà (3.2)
ìàòðèöû A. Ýòî áóäåò ìåòîä Õîëåöêîãî. Îñíîâîé ìåòîäà Õîëåöêîãî ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.1. Åñëè A = AT > 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

A = LLT , (3.3)

ãäå L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåí-
òàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ðàçëîæåíèå (3.3) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Õîëåöêîãî, à ìàòðèöà
L � ìíîæèòåëåì Õîëåöêîãî.

25
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñíà÷àëà äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóþò
äâà ðàçëîæåíèÿ

A = L1L
T
1 = L2L

T
2 .

Îáðàùàÿ ìàòðèöû L2 è LT
1 , áóäåì èìåòü

L−1
2 L1 = LT

2

(
LT

1

)−1
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî (AB)T = BT AT , à äëÿ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö (AB)−1 =
B−1A−1, íàéäåì, ÷òî

(
L−1

1 L2

)−1
= L−1

2 L1 = LT
2

(
LT

1

)−1
=

(
L−1

1 L2

)T
. (3.4)

Â ñèëó ëåììû 1.1 îáðàòíàÿ ê íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå åñòü íèæíÿÿ òðåóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà è ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ìàòðèö åñòü ñíîâà íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.
Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè (3.4) ñòîèò íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, à
ñïðàâà � âåðõíÿÿ. Ðàâåíñòâî (3.4) âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà îáå ìàòðèöû äèàãî-
íàëüíûå. Íî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé òðàíñïîíèðîâàííîé. Ïîýòîìó
èç (3.4) ñëåäóåò, ÷òî (

L−1
1 L2

)−1
= L−1

1 L2 = D.

Ýòî ñîîòíîøåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D ñîâïàäàåò ñî ñâîåé îá-
ðàòíîé, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ó ýòîé ìàòðèöû äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ±1. Ïîñêîëüêó L2 = L1D, à äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû L1 è
L2 ïîëîæèòåëüíû, òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû D òîæå äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû,
ò.å. D ≡ I è, ñëåäîâàòåëüíî, L2 = L1. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.

Ïîñòðîèì òåïåðü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ L, îòêóäà è áóäåò ñëåäîâàòü
ñóùåñòâîâàíèå. Òàê êàê aij = aji, à lij = 0 ïðè i < j, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

i > j.

Òîãäà

aij =
n∑

k=1

likl
T
kj =

n∑

k=1

likljk =

j−1∑

k=1

likljk + lijljj +
n∑

k=j+1

lik

0
‖

ljk =

=

j−1∑

k=1

likljk + lijljj.

Ïðè i = j íàõîäèì, ÷òî

ljj =

√√√√ajj −
j−1∑

k=1

l2jk, j = 1, . . . , n. (3.5)
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Äàëåå,

lij =
1

ljj

[
aij −

j−1∑

k=1

likljk

]
, i = j + 1, . . . , n,

j = 1, . . . , n− 1

(3.6)

Âû÷èñëåíèÿ ìîæíî âåñòè ïî ñòîëáöàì j = 1, . . . , n äëÿ i = j + 1, . . . , n.

j = 1 : l11 =
√

a11, li1 =
ai1

l11

, i = 2, . . . , n

j = 2 : l22 =
√

a22 − l221, li2 =
1

l22

[ai2 − li1l21] , i = 3, . . . , n

è ò.ä.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âñå ljj ïîëîæèòåëüíû, ò.å. ïîëîæèòåëüíû ïîäêîðåííûå

âûðàæåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî

ljj =
√

∆j/∆j−1, ãäå ∆0 = 1.

Ïóñòü, êàê ðàíüøå,

A =

[
Aj A12

A21 A22

]
, L =

[
Lj 0
L21 L22

]
.

Òîãäà
Aj = LjL

T
j .

Îòñþäà

∆j = det Aj = (det Lj)
2 =

(
j∏

k=1

lkk

)2

.

Àíàëîãè÷íî

∆j−1 =

(
j−1∏

k=1

lkk

)2

è, ñëåäîâàòåëüíî,
l2jj = ∆j/∆j−1 > 0, j = 1, . . . , n.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå 3.1. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóë (3.5), (3.6) ïðè âñåõ i è j
òðåáóåòñÿ

Q =
n(n + 1)(n + 2)

6
≈ n3

6
(3.7)

îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ è èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ.

Çàìå÷àíèå 3.1. Èç (3.7) ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî â äâà ðàçà áîëåå ýêî-
íîìè÷íî, ÷åì òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå.
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Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (3.1). Ïîñêîëüêó Ax = LLT x = b, òî,
ïîëàãàÿ LT x = y, ïîëó÷èì Ly = b. Ïðè ýòîì

yi =
1

lii

[
bi −

i−1∑

k=1

likyk

]
, i = 1, . . . , n,

xi =
1

lii

[
yi −

n∑

k=i+1

lkixk

]
, i = n, . . . , 1.

(3.8)

Çàìå÷àíèå 3.2. Î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî,
íàçûâàåìàÿ LDLT -ðàçëîæåíèåì. Ñóòü åå â òîì, ÷òî âìåñòî ðàçëîæåíèÿ (3.3) ñòðîèòñÿ
ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A âèäà

A = LDLT ,

ãäå L � ïîïðåæíåìó íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, íî â îòëè÷èå îò (3.3) åå äèàãîíàëü-
íûå ýëåìåíòû ðàâíû 1, à D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Äîñòîèíñòâî LDLT -ðàçëîæåíèÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè åãî âû÷èñëåíèè íå òðåáóåòñÿ íàõîäèòü êâàäðàòíûå êîðíè, à
ïîòîìó îíî ñóùåñòâóåò íå òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö. Óñëîâèåì
ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå îò
íóëÿ âñåõ åå óãëîâûõ ìèíîðîâ.

Óïðàæíåíèå 3.2. Ïîñòðîèòü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö L è D
â LDLT -ðàçëîæåíèè.

Îòâåò.

dj = ajj −
j−1∑

k=1

l2jkdk, j = 1, 2, . . . , n.

lij =

[
aij −

j−1∑

k=1

likdkljk

]
/dj, i = j + 1, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1.

3.2 Ëåíòî÷íûé âàðèàíò ìåòîäà Õîëåöêîãî
Êàê è â ñëó÷àå òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî â
ëåíòî÷íîì âàðèàíòå. Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ëåíòî÷-
íàÿ ìàòðèöà ñ ïîëóøèðèíîé p. Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.1. Åñëè ïîëóøèðèíà ìàòðèöû A = AT > 0 ðàâíà p, òî è ïîëóøèðèíà
ìíîæèòåëÿ Õîëåöêîãî íå áîëüøå p.

Íà äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ, èáî îíî ïî÷òè äîñëîâíî
ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîé ëåììû 2.1.
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Â ñèëó ëåììû 3.1 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè lik ìàòðèöû L ìîãóò áûòü òîëüêî òå, ó
êîòîðûõ èíäåêñû ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì

j − p 6 k 6 j (ljk 6= 0). (3.9)

Ïîýòîìó ôîðìóëà (3.5) ïðèíèìàåò âèä

ljj =

√√√√ajj −
j−1∑

k=max[1,j−p]

l2jk, j = 1, . . . , n. (3.10)

Â ñèëó (3.9) â ôîðìóëàõ (3.6) i − p 6 k 6 i è i − p 6 j 6 i. Ïîýòîìó ôîðìóëû (3.6)
ïðèíèìàþò âèä

lij =
1

ljj


aij −

j−1∑

k=max[1,i−p]

likljk


 ,

i = j + 1, . . . , min[n, p + j],

j = 1, . . . , n.
(3.11)

Ëåíòî÷íûé âàðèàíò ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî ïîñòðîåí.
Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1) íóæíî åùå ïðåîáðàçîâàòü ôîðìóëû (3.8).

Îíè ïðèíèìàþò âèä

yi =
1

lii


bi −

i−1∑

k=max[1,i−p]

likyk


 , i = 1, . . . , n,

xi =
1

lii


yi −

min[n,i+p]∑

k=i+1

lkixk


 , i = n, . . . , 1.

(3.12)

Ýòè ôîðìóëû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ôîðìóëàì (??).
Óïðàæíåíèå 3.3. Ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî äåéñòâèé óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ è èçâëå÷åíèÿ
êîðíÿ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóë (3.10)-(3.11).

Îòâåò.
Q =

(p + 1)(p + 2)(3n− 2p)

6
.

3.3 Ìåòîä áëî÷íîãî èñêëþ÷åíèÿ (ìåòîä ÷àñòè÷íîãî
èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ)

Â ìåòîäå èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà èç ñèñòåìû (3.1) ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àþòñÿ íåèç-
âåñòíûå � êîìïîíåíòû âåêòîðà xT = [x1, x2, . . . , xn]. Â ðÿäå ñëó÷àåâ áûâàåò ïîëåçíûì
ïðîöåäóðó èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïðîèçâåñòè áëî÷íî. Ïóñòü

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, b =

[
b1

b2

]
, x =

[
x1

x2

]
, (3.13)
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ãäå A11 � êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîâ m×m, à b1 è x1 � m-ìåðíûå
âåêòîðû. Ñ ó÷åòîì (3.13) ñèñòåìà (3.1) ïðèíèìàåò âèä

[
A11 A12

A21 A22

] [
x1

x2

]
=

[
b1

b2

]

èëè ïîñëå áëî÷íîãî ïåðåìíîæåíèÿ

A11x1 + A12x2 = b1,

A21x1 + A22x2 = b2.
(3.14)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (3.14) íàõîäèì, ÷òî

x1 = A−1
11 (b1 − A12x2). (3.15)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå x1 âî âòîðîå óðàâíåíèå (3.14), ïîëó÷èì

A21A
−1
11 (b1 − A12x2) + A22x2 = b2

èëè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

(A22 − A21A
−1
11 A12)x2 = b2 − A21A

−1
11 b1. (3.16)

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (3.14) ïðåîáðàçîâàëàñü ê ñèñòåìå

A11x1 + A12x2 = b1,

(A22 − A21A
−1
11 A12)x2 = b2 − A21A

−1
11 b1.

(3.17)

(Íåèçâåñòíûå x1 èñêëþ÷åíû èç âòîðîé ãðóïïû óðàâíåíèé).
Èç (3.17) âðîäå áû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè áëî÷íîãî èñêëþ÷åíèÿ íóæíî âû-

÷èñëÿòü A−1
11 . Íà ñàìîì äåëå ÿâíî ýòî äåëàòü âîâñå íå îáÿçàòåëüíî. Ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå (3.15), ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A−1
11 b1 =

◦
x1, A−1

11 A12 = Z12. (3.18)

Òîãäà âòîðàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé (3.17) ïðèìåò âèä

(A22 − A21Z12)x2 = (b2 − A21
◦
x1). (3.19)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé

A11
◦
x1 = b1, A11Z12 = A12, (3.20)

à èç (3.15) è (3.18) íàõîäèì, ÷òî

x1 =
◦
x1 − Z12x2. (3.21)

Èòàê, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû (3.14) íóæíî:
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1◦ ðåøèòü (m + 1) ñèñòåìó (3.20) ñ ìàòðèöåé A11 äëÿ îòûñêàíèÿ âåêòîðà ◦
x1 è

ñòîëáöîâ ìàòðèöû Z12,

2◦ ïî íàéäåííûì ◦
x1 è Z12 ñôîðìèðîâàòü ìàòðèöó è ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (3.19) è

ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó � íàéòè âåêòîð x2,

3◦ íàéòè âåêòîð x1 ïî ôîðìóëàì (3.21).
Çàìå÷àíèå 3.3. Â òðàêòîâêå (3.19),(3.20) ìåòîäà áëî÷íîãî èñêëþ÷åíèÿ ôàêòè÷åñêè
èñêëþ÷åííûìè îêàçûâàþòñÿ íå íåèçâåñòíûå x1, à íåèçâåñòíûå x2. Èç ñèñòåìû (3.14)
êàê áû èñêëþ÷àåòñÿ ÷àñòü íåèçâåñòíûõ (èìåííî x2), çàòåì îíà ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
îñòàâøèõñÿ íåèçâåñòíûõ (3.20) (íî íå ïîëíîñòüþ � íóæåí åùå øàã (3.21)) è ëèøü
ïîòîì íàõîäèòñÿ x2 èç (3.19). Îòñþäà âòîðîå íàçâàíèå ìåòîäà � ìåòîä ÷àñòè÷íîãî
èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ (èñêëþ÷åíèå x2).
Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò ïîðòðåò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1. Ìàòðèöà

A íå ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íîé, õîòÿ åå ïîäìàòðèöà A11, ðàñïîëîæåííàÿ â ïåðâûõ (n − 1)
ñòðîêàõ è (n − 1) ñòîëáöàõ ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íîé ñ ïîëóøèðèíîé p = 2. Äëÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (3.1) ñ òàêîé ìàòðèöåé íå ãîäèòñÿ ëåíòî÷íûé âàðèàíò èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà,
à ïðèìåíåíèå îáùåãî ìåòîäà òðåáóåò O(n3) óìíîæåíèé è äåëåíèé. Íî åñëè ìîæíî
ïðèìåíèòü àëãîðèòì áëî÷íîãî èñêëþ÷åíèÿ,



∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ ∗




Ðèñ. 1
òî äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ ñèñòåì (3.20) ñ ïÿòèäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì
ëåíòî÷íîãî âàðèàíòà èñêëþ÷åíèÿ ïîòðåáóåòñÿ O(n) äåéñòâèé. Ñòîëüêî æå äåéñòâèé
ïîòðåáóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (3.19) è (3.21). Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà áóäåò
ðåøåíà çà O(n) äåéñòâèé.
Ïðèìåð 3.2. Ìàòðèöà èìååò ïîðòðåò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2.



∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗




Ðèñ. 2
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Ïåðåñòàâëÿÿ ïåðâóþ ñòðîêó íà ïîñëåäíåå ìåñòî è òî æå äåëàÿ ñ ïåðâûì ñòîëáöîì,
ïîëó÷èì ìàòðèöó ñ ïîðòðåòîì, èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 3.




∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ ∗




Ðèñ. 3

Òåïåðü â êà÷åñòâå A11 ñëåäóåò âûáðàòü òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ðàçìåðîâ (n−2)×
(n− 2), ñòîÿùóþ â ëåâîì âåðõíåì óãëó.

3.4 Îáðàùåíèå ìàòðèöû
Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî îáðàùåíèå ìàòðèöû â äåéñòâèòåëüíîñòè íóæíî íå òàê ÷àñòî,
êàê ýòî ìîæåò êàçàòüñÿ. Ïðåäïîëîæèì,íàïðèìåð, ÷òî, ïîñëåäóþùåå (çà âû÷èñëåíèåì)
èñïîëüçîâàíèå A−1 ïðåäóñìàòðèâàåò òîëüêî ôîðìèðîâàíèå åå ïðîèçâåäåíèé ñ âåêòîðà-
ìè: u = A−1r, v = A−1s è ò.ä. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî áû âîâñå íå âû÷èñëÿòü A−1

â ÿâíîì âèäå. Âìåñòî ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äëÿ A ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà,
à çàòåì íàõîäèòü âåêòîðû u, v, . . . êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ìàòðèöåé A è
ïðàâûìè ÷àñòÿìè r, s, . . . . Ìû âèäåëè â ëåêöèè 1, ÷òî ðåøåíèå íàøåé ñèñòåìû òðåáóåò
q ≈ n2 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, íî òàêîâà æå ñòîèìîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ A−1 íà
âåêòîð. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ æå ðàáîòà ðåçêî ðàçëè÷àåòñÿ ïî îáúåìó: Q ≈ n3/3 îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ A è (êàê ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì) ≈ n3 îïåðàöèé
äëÿ âû÷èñëåíèÿ A−1, ò.å. âî âòîðîì ñëó÷àå âòðîå áîëüøå.

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî íóæíû â ÿâíîì íåêîòîðûå ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû,
ïðè÷åì îíè ðàñïîëîæåíû â îäíîì èëè íåñêîëüêèõ (íåáîëüøîì ÷èñëå) ñòîëáöîâ A−1.
Åñëè íîìåðà ýòèõ ñòîëáöîâ k, l è ò.ä., òî óêàçàííûå ñòîëáöû îïÿòü-òàêè ïðîùå âñåãî
âû÷èñëèòü êàê ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ ìàòðèöåé A, â êîòîðûõ ïðàâûìè ÷àñòÿìè ñëóæàò
åäèíè÷íûå âåêòîðû ek, el è ò.ä. (ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû).

È òîëüêî åñëè íåîáõîäèìû âñå èëè á�îëüøàÿ ÷àñòü ýëåìåíòîâ A−1, ïðèìåíåíèå
ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ A îïðàâäàíà.

Îïèøåì îäíó èç âîçìîæíûõ ïðîöåäóð âû÷èñëåíèÿ A−1, îñíîâàííóþ íà èñïîëüçî-
âàíèè LU -ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü A = LU . Òîãäà A−1 = U−1L−1 èëè

UA−1 = L−1.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ñîîòíîøåíèåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ A−1. Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî L−1

� èçâåñòíà. Îáîçíà÷èì A−1 = X, L−1 = Y . Ïóñòü x.j è y.j � j-å ñòîëáöû ìàòðèö X
è Y , ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. X = [x.1x.2 . . . x.n], x.j = [x1jx2j . . . xnj]

T . Òîãäà ïîëó÷èì n
ñèñòåì âèäà

Ux.j = y.j, j = 1, . . . , n (3.22)
ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì (1.21)
è

xkj =
1

ukk

[
ykj −

n∑

m=k+1

ukmxmj

]
, k = n, n− 1, . . . 1.

Íàéäåì òåïåðü L−1 = Y . Ïîñêîëüêó LY = I, òî èìååì n ñèñòåì

Ly.j = ej, j = 1, . . . , n. (3.23)

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà L−1 � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ è ïîýòîìó ó ñòîëáöà y.j ïåðâûå
(j − 1) ýëåìåíòà èçâåñòíû è ðàâíû íóëþ, ò.å. yT

.j = [0 . . . 0 yjj yj+1 j . . . ynj] = [0 yT
.j].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ èñòèííûõ íåèçâåñòíûõ âåêòîðà y.j íóæíî ðåøèòü
ñèñòåìó ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ðàçìåðîâ (n − j + 1) × (n − j + 1) îòíîñèòåëüíî y.j.
Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè òèïà (1.21).

Îöåíèì îáúåì ðàáîòû ïî âû÷èñëåíèþ A−1. Â ñèëó (1.22) ôàêòîðèçàöèÿ A = LU
òðåáóåò ≈ n3/3 óìíîæåíèé, ðåøåíèå îäíîé ñèñòåìû (3.22) (ñì. (1.23) ) � ≈ n2/2, à
âñåõ ≈ n3/2, ðåøåíèå âñåõ ñèñòåì (3.23)

n∑
j=1

(n− j + 1)2

2
=

1

2

n∑
j=1

i2 =
n(n + 1)(2n + 1)

12
≈ n3/6.

Ñêëàäûâàÿ, íàõîäèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû A−1 ïðè ïîìîùè îïèñàííîãî àëãî-
ðèòìà òðåáóåòñÿ ∼ n3 óìíîæåíèé. Ýòî âñåãî ëèøü â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì äëÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (3.1).
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� 4

Óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ
àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé àëãåáðû

4.1 Ââåäåíèå
Èññëåäóåì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê âîç-
ìóùåíèþ ïðàâîé ÷àñòè. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé
ìàòðèöåé

Ax = b (4.1)
è ñèñòåìà ñ âîçìóùåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Ax̃ = b̃. (4.2)

Îáîçíà÷èì b̃− b = δb, x̃− x = δx è îöåíèì δx ÷åðåç δb. Âû÷èòàÿ (4.1) èç (4.2), áóäåì
èìåòü

Aδx = δb ⇒ δx = A−1δb. (4.3)
Ïóñòü ‖ · ‖ � íåêîòîðàÿ íîðìà âåêòîðà. Â ëèíåéíîé àëãåáðå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçó-
þòñÿ ñëåäóþùèå íîðìû

‖x‖∞ = max
i
|xi|, ‖x‖1 =

n∑
i=1

|xi|, ‖x‖2 =

√√√√
n∑

i=1

x2
i .

Êàê èçâåñòíî, íîðìà ìàòðèöû, ïîä÷èíåííàÿ âåêòîðíîé íîðìå ‖ · ‖, îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì

‖A‖ = sup
x6=0

‖Ax‖
‖x‖ = sup

‖x‖=1

‖Ax‖. (4.4)

Óêàçàííûì âåêòîðíûì íîðìàì ïî÷èíåíû ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå íîðìû:

‖A‖∞ = max
i

n∑
j=1

|aij|, ‖A‖1 = max
j

n∑
i=1

|aij|, ‖A‖2 =
√

λmax(AAT ).

35
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö

A = AT , ‖ · ‖∞ = ‖ · ‖1, à ‖A‖2 = |λmax|,

èáî Ax = λx, A2x = λAx = λ2x.

Óïðàæíåíèå 4.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîä÷èíåííûå íîðìû çàäàþòñÿ èìåííî ýòèìè ñîîò-
íîøåíèÿìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ (4.4) ìàòðè÷íîé íîðìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

‖A‖ > ‖Ax‖
‖x‖ ⇒ ‖Ax‖ 6 ‖A‖ ‖x‖. (4.5)

Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî êî âòîðîìó ñîîòíîøåíèþ (4.3), áóäåì èìåòü

‖δx‖ 6 ‖A−1‖ ‖δb‖. (4.6)

Ñîîòíîøåíèå (4.6) äàåò îöåíêó àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ÷åðåç àáñîëþòíóþ
ïîãðåøíîñòü ïðàâîé ÷àñòè. Ïðè ýòîì ìíîæèòåëåì (êîýôôèöèåíòîì óñèëåíèÿ) âûñòó-
ïàåò íîðìà îáðàòíîé ìàòðèöû. ×åì áîëüøå ýòà íîðìà, òåì íà ìåíüøóþ òî÷íîñòü ìû
ìîæåì ðàññ÷èòûâàòü.

Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêó îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè. Èç (4.1) â ñèëó (4.5)

‖A‖ ‖x‖ > ‖b‖. (4.7)

Äåëÿ (4.6) íà (4.7), ïîëó÷èì

‖δx‖
‖x‖ 6 ‖A‖ ‖A−1‖‖δb‖‖b‖ . (4.8)

Ýòî è åñòü îöåíêà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñåò áîëüøå
èíôîðìàöèè, ÷åì îöåíêà (4.6). Çäåñü êîýôôèöèåíòîì óñèëåíèÿ âûñòóïàåò ÷èñëî

‖A‖ ‖A−1‖ =: condA,

íàçûâàåìîå ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A.
Åñëè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A áîëüøîå, òî ïðî ìàòðèöó A ãîâîðÿò, ÷òî

îíà ïëîõî îáóñëîâëåíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î õîðîøî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöå.
Ïîñêîëüêó AA−1 = I, òî ‖A‖ ‖A−1‖ > 1, ò.å. ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè íå ìîæåò áûòü
ìåíüøå åäèíèöû. Èìåÿ ñèñòåìó ñ õîðîøî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöåé, ìû âïðàâå ðàñ-
ñ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ âîçìóùåíèÿõ ïðàâîé ÷àñòè âîçìóùåíèå ðåøåíèÿ
íå áóäåò ñëèøêîì âåëèêî.



4.2. ÏÐÈÌÅÐÛ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÏËÎÕÎ ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÅÉ 37

4.2 Ïðèìåðû ñèñòåì ñ ïëîõî îáóñëîâëåííîé ìàòðè-
öåé

Ïðèìåð 4.1.
x1 = 1,
x1 + 0.01x2 = 1.

(4.9)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà íåâûðîæäåíà è åå åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð
[1, 0]T . Âîçìóòèì ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (4.9) è íàéäåì ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è

{
x̃1 = 1,
x̃1 + 0.01x̃2 = 1.01,

δb2 = 0.01. (4.10)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x̃ = [1, 1]T , êîòîðûé ìàëî
ïîõîæ íà íåâîçìóùåííûé âåêòîð x, èáî

δx2 = 1, δx1 = 0, ‖δx‖1 = 1.

Ýòî çíà÷åíèå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ îöåíêàìè
(4.6), (4.8), èáî

A−1 =

[
1 0

−100 100

]
,

‖A‖1 = max
j

2∑
i=1

|aij| = 2,

‖A−1‖1 = 101, ‖x‖1 = 1, ‖b‖1 = 2, ‖δb‖1 = 0.01

è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (4.6)

‖δx‖1 6 101 · 0.01 = 1.01,

à â ñèëó (4.8)
‖δx‖1

‖x‖1

6 2 · 101 · 0.01

2
= 1.01.

Ïðè çàäàííîì (4.10) óðîâíå ïîãðåøíîñòè ïðàâîé ÷àñòè îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû ýòîé
ñèñòåìû (condA = 202) ñëåäóåò ïðèçíàòü ïëîõîé.

Ïðèìåð 4.2.

A =




1 −1 −1 . . . −1 −1
0 1 −1 . . . −1 −1
0 0 1 . . . −1 −1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 . . . 0 1




, b =




−1
−1
−1
·

−1
1




.
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Â ðàçâåðíóòîì âèäå ñèñòåìà çàïèøåòñÿ òàê

x1 −x2 −x3 − . . . −xn = −1,
x2 −x3 − . . . −xn = −1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−1 −xn = −1,

xn = 1.

(4.11)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.11) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

x = [0, 0, . . . , 0, 1]T .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî det A = 1.
Âîçìóòèì ïîñëåäíþþ êîìïîíåíòó âåêòîðà b

b̃ = [−1,−1, . . . ,−1, 1 + ε]T

è îöåíèì ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ.
Âû÷èòàÿ èç âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñèñòåìó (4.11), äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ïî-

ëó÷èì
δx1 −δx2 − . . . −δxn = 0,

δx2 − . . . −δxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

δxn−1 −δxn = 0,
δxn = ε.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

δxn = ε, δxn−1 = ε, δxn−2 = δxn + δxn−1 = 2ε,

δxn−3 = δxn + δxn−1 + δxn−2 = 4ε = 22ε.

Ïîãðåøíîñòü â êàæäîé èç ïîñëåäóþùèõ êîìïîíåíò, íà÷èíàÿ ñ δxn−2, óäâàèâàåòñÿ, òàê
÷òî

δxn−k = δxn + δxn−1 + · · ·+ δxn−(k−1) = 2k−1ε,

à
δx1 = 2n−2ε.

Òàêèì îáðàçîì,
‖δx‖∞ = 2n−2|ε|, ‖x‖∞ = 1,

‖δb‖∞ = |ε|, ‖b‖∞ = 1, ‖A‖∞ = n.

Ïîñêîëüêó â ñèëó (4.8)
‖δx‖∞
‖x‖∞ 6 condA

‖δb‖∞
‖b‖∞ ,

à â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
‖δx‖∞
‖x‖∞ = 2n−2|ε|,
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òî
condA = ‖A−1‖∞‖A‖∞ > 2n−2

è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖A−1‖∞ > n−12n−2.

Ïðè n = 102, ‖A‖∞ = 102, condA > 2100 > 1030, ‖A−1‖ > 1027. Åñëè ε = 10−15, òî
‖δx‖∞ > 1015. Ìàòðèöà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû î÷åíü ïëîõî îáóñëîâëåíà.

Ïîíÿòèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ââåäåíî íàìè òîëüêî äëÿ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö.
Óñëîâèå det A = 0 îçíà÷àåò âûðîæäåííîñòü ìàòðèöû A, è ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëå-
íèå, ÷òî, åñëè det A ≈ 0, òî ìàòðèöà ïëîõî îáóñëîâëåíà. Îäíàêî, ïðÿìîé ñâÿçè ìåæäó
âåëè÷èíîé îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A è åå îáóñëîâëåííîñòüþ íåò. Òàê, îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû èç ïðèìåðà (4.2) ðàâåí åäèíèöå, à

condA > 2n−2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîðîøî îáóñëîâëåííàÿ ìàòðèöà ìîæåò èìåòü î÷åíü ìàëåíüêèé
îïðåäåëèòåëü. Íàïðèìåð, ó ìàòðèöû

A =




10−1

10−1 0
. . .

0 10−1




condA = 1, õîòÿ det A = 10−n.

4.3 Ïðèìåð õîðîøî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìû
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

2x1 − 9x2 + 5x3 = −4,
1.2x1 − 5.4x2 + 6x3 = 0.6,

x1 − x2 − 7.5x3 = −8.5.
(4.12)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

x = [0 1 1]T .

Âîçìóòèì ìàòðèöó è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (4.12) òàê, ÷òîáû

δA =




0 0 0
0 ε 0
0 0 0


 , δb =




0
ε
0


 . (4.13)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì, ò.å.

x̃ = x = [0 1 1]T .

Áóäåì òåïåðü ðåøàòü ñèñòåìó (4.12) ñ âîçìóùåíèåì (4.13) ïðè ε = 10−4 íà øåñòèðàç-
ðÿäíîì äåñÿòè÷íîì êàëüêóëÿòîðå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñêëþ÷åíèé, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëû (1.3) � (1.6).

Ïðÿìîé õîä. 1-é øàã. Âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå (1.5) ìíîæèòåëè

l21 =
a21

a11

= 0.6, l31 =
a31

a11

= 0.5,

ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè ïåðâîãî ñòîëáöà ëåâîé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû L, è âû÷èòàÿ èç
âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïåðâîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå
íà l21 è l31, ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. ïðåîáðàçîâûâàÿ ñèñòåìó ïðè ïîìîùè ôîðìóë (1.3),
(1.4), ïîëó÷èì

2 x1 − 9 x2 + 5 x3 = −4,
0.0001 x2 + 3 x3 = 3.0001,

3.5 x2 − 10 x3 = −6.5.
(4.14)

Âñå âû÷èñëåíèÿ íà ýòîì øàãå âûïîëíåíû òî÷íî, áåç îêðóãëåíèé, èáî âñå ÷èñëà â
ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ, ðàâíî êàê è îêîí÷àòåëüíûå ÷èñëà, èìåëè ìàíòèññû ñ
ìåíüøèì, ÷åì øåñòü, ÷èñëîì ðàçðÿäîâ.

2-é øàã. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (1.5) ìíîæèòåëÿ

l32 = a
(1)
32 /a

(1)
22 = 3.5/0.0001 = 35000

ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.14) ñîãëàñíî (1.2) äîëæíî áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó

a
(2)
33 x3 = b

(2)
3 , (4.15)

ãäå ñîãëàñíî (1.3)

a
(2)
33 = a

(1)
33 − l32a

(1)
23 = −10− l32 · 3 = −10− 105000 = −105010,

à ñîãëàñíî (1.4)
b
(2)
3 = b

(1)
3 − l32b

(1)
2 = −6.5− l32 · 3.0001 =

= −6.5− 105003.5 = −105010,

ò.å.
−105010 x3 = −105010.

Îäíàêî íà èñïîëüçóåìîì êàëüêóëÿòîðå áóäåò ïîëó÷åíî óðàâíåíèå

−105010 x3 = −105011. (4.16)

Â ñàìîì äåëå, êîýôôèöèåíò a
(2)
33 âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî, òàê êàê ïðè åãî âû÷èñëåíèè íå

âîçíèêàåò ÷èñåë, ìàíòèññû êîòîðûõ èìåþò áîëüøå øåñòè ðàçðÿäîâ. Â òî æå âðåìÿ



4.3. ÏÐÈÌÅÐ ÕÎÐÎØÎ ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ 41

ïðè âû÷èñëåíèè b
(2)
3 óìíîæåíèå 3.0001 íà l32 äàåò ñåìèçíà÷íîå ÷èñëî 105003.5, ïîñëå

îêðóãëåíèÿ êîòîðîãî äî øåñòè ðàçðÿäîâ ïîëó÷èì 105004. Âû÷èñëåíèå b
(2)
3 çàâåðøàåòñÿ

âûïîëíåíèåì îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ

b
(2)
3 ≈ −6.5− 105004 = −105010, 5 ≈ 105011,

êîòîðàÿ òàêæå ïðîâîäèòñÿ ñ îêðóãëåíèåì, ÷òî è ïðèâîäèò ê (4.16).
Îáðàòíûé õîä. Èç (4.16)

x̃3 = 1.000009522 · · · ≈ 1.00001.

Ñðàâíåíèå ñ èñòèííûì çíà÷åíèåì x3 ïîêàçûâàåò õîðîøóþ òî÷íîñòü. Äàëåå, ñîãëàñíî
(1.6), (4.14)

x2 = (3.0001− 3 x3)/0.0001 = (3.0001− 3.00003)/0.0001 = 0.7.

Çäåñü âñå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíåíû òî÷íî. Íàêîíåö,
x̃1 = (−4 + 9 x2 − 5 x3)/2 = (−4 + 6.3− 5.00005)/2 =

= −1.350025 ≈ −1.35003.

Èòàê, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå [−1.35003 0.7 1.00001] ìàëî ïîõîæå íà òî÷íîå ðåøå-
íèå.

Â ÷åì ïðè÷èíà ïîÿâëåíèÿ ñòîëü çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòè? Ãîâîðèòü î íàêîïëå-
íèè îøèáîê îêðóãëåíèÿ íå ïðèõîäèòñÿ, òàê êàê âñåãî áûëî âûïîëíåíî 28 àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé è ëèøü â ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ ïîòðåáîâàëîñü îêðóãëåíèå. Ïðåäïîëîæåíèå
î ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû òàêæå íå ïîäòâåðæäàåòñÿ, èáî, êàê ïîêàçûâàþò
âû÷èñëåíèÿ,

A =




2 −9 5
1.2 −5.4 6
1 −1 −1.5


 , det A = −21,

A−1 =
1

21



−46.5 72.5 27
−15 20 6
−4.2 7 0




è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖A‖1 = 18.5, ‖A−1‖1 =
99.5

21
, condA 6 102.

Äåéñòâèòåëüíàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà â òîì âèäå,
â êàêîì îí áûë îïèñàí, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ìåòîäîì. ×òîáû îïðåäåëèòü, â ÷åì
èìåííî åãî ñëàáîñòü, ðàññìîòðèì áîëåå âíèìàòåëüíî ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ b

(2)
3 , ãäå

è ïîÿâèëèñü ïåðâûå îêðóãëåíèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ l32 · b(1)
2 = 105003.5

èç-çà òîãî, ÷òî åãî ìàíòèññà ñîäåðæèò áîëåå øåñòè çíàêîâ, ïðèøëîñü ïðèáåãíóòü
ê îêðóãëåíèþ. À òàê êàê ýòî ïðîèçâåäåíèå ê òîìó æå îêàçàëîñü î÷åíü áîëüøèì,
ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ òàêæå îêàçàëàñü áîëüøå 0.5.
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4.4 Ìåòîä Ãàóññà ñ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà
Èç-çà îòìå÷åííîé íåóñòîé÷èâîñòè ìåòîä Ãàóññà â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå îáû÷íî
ïðèìåíÿåòñÿ â ñî÷åòàíèè ñ íåêîòîðîé ñõåìîé âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà. Íàïðèìåð,
ñõåìà âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïåðåä íà÷àëîì
ïåðâîãî øàãà ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ a11, a21, . . . , an1, îáðàçóþùèõ ïåðâûé ñòîëáåö ìàò-
ðèöû A, âûáèðàåòñÿ êîýôôèöèåíò ñ íàèáîëüøèì ìîäóëåì; ïóñòü ýòî áóäåò ak,1. Åñëè
k > 1, òî â ñèñòåìå (4.1) ïåðåñòàâëÿþòñÿ 1-å è k-å óðàâíåíèÿ, ïðè k = 1 ïåðåñòàíîâêà
íå íóæíà. Ïîñëå ýòîé ïðåäâàðèòåëüíîé ðàáîòû îáû÷íûì îáðàçîì ïðîâîäèòñÿ 1-é
øàã ïðÿìîãî õîäà. Äî íà÷àëà 2-ãî øàãà ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ a

(1)
22 , a

(1)
31 , . . . , a

(1)
n2 (ò.å.

âî âòîðîì ñòîëáöå òåêóùåé ìàòðèöû) âûáèðàåòñÿ êîýôôèöèåíò a
(1)
l2 ñ íàèáîëüøèì

ìîäóëåì. Â ñëó÷àå l > 2 ïåðåñòàâëÿþòñÿ 2-å è l-å óðàâíåíèÿ, çàòåì âûïîëíÿåòñÿ 2-é
øàã. È ò.ä.

×òî äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó? Ìû ìîæåì òåïåðü ãà-
ðàíòèðîâàòü, ÷òî ìíîæèòåëè lij âñåõ øàãîâ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îãðàíè÷åíû åäè-
íèöåé. Ôîðìóëû (1.3) ïîêàçûâàþò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, äîáàâêè lika

(k−1)
kj ê òåêóùèì çíà-

÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ èìåþò òîò æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû, ÷òî è ñàìè êîýôôèöèåíòû,
âî-âòîðûõ, çà îäèí øàã óðîâåíü êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ìîæåò âûðàñòè íå áîëåå,
÷åì â äâà ðàçà. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (1.3)

∣∣a(k)
ij

∣∣ =
∣∣a(k−1)

ij − lika
(k−1)
kj

∣∣ 6
∣∣a(k−1)

ij

∣∣ +
∣∣a(k−1)

kj

∣∣ 6 2 max
ij

∣∣a(k−1)
ij

∣∣. (4.17)

Óïðàæíåíèå 4.2. Ðåøèòü ñèñòåìó (4.12) ìåòîäîì Ãàóññà ñ âûáîðîì âåäóùåãî ýëå-
ìåíòà ïî ñòîëáöó íà 6-ðàçðÿäíîì äåñÿòè÷íîì êàëüêóëÿòîðå.

Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ è äðóãàÿ ñõåìà âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà, à èìåííî, ñõåìà
âûáîðà ïî ñòðîêå. Çäåñü äî íà÷àëà 1-ãî øàãà îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ
ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ a11, a12, . . . , a1n. Ïóñòü èì áóäåò êîýôôèöèåíò a1k. Åñëè k > 1, òî
ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåíóìåðàöèÿ íåèçâåñòíûõ: 1-å è k-å íåèçâåñòíûå ìåíÿþòñÿ íîìåðàìè.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ ìàòðèöû ñèñòåìû. Ïðè k = 1 ïåðåñòàíîâêà
íå íóæíà. Òåïåðü îáû÷íûì îáðàçîì ïðîâîäèòñÿ 1-é øàã ïðÿìîãî õîäà. È ò.ä.

Ïåðåõîäÿ ê âûáîðó âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó, ìû ïîëó÷èëè äëÿ ñèñòåìû (4.12)
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå õîðîøåãî êà÷åñòâà. Íî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî îïèñàííûå ñõåìû ñ
âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà ïðèäàþò ìåòîäó Ãàóññà ãàðàíòèðîâàííóþ óñòîé÷èâîñòü.
Õîòÿ îáû÷íî ñõåìû ñ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó èëè ïî ñòðîêå äåéñòâè-
òåëüíî îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîå âû÷èñëåíèå.

Â êàêèõ æå ñëó÷àÿõ óòðà÷èâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü? ×òîáû ïîíÿòü ýòî, çàìåòèì, ÷òî
âî ìíîãèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ îøèáêè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé â ñîâîêóïíîñòè
ðàâíîñèëüíû òîìó, êàê åñëè áû òåì æå ìåòîäîì òî÷íî ðåøàëè èñõîäíóþ çàäà÷ó,
ïðåäâàðèòåëüíî èçìåíèâ åå âõîäíûå äàííûå. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ìåòîäó Ãàóññà. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû (4.1), âû÷èñëåííîå ìåòîäîì Ãàóññà (ñ òîé èëè
èíîé ñõåìîé âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà èëè âîîáùå áåç âûáîðà) ïðè íàëè÷èè îøèáîê
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îêðóãëåíèÿ òî÷íî óäîâëåòâîðÿåò èçìåíåííîìó óðàâíåíèþ

(A + δA)x̃ = b. (4.18)

Â ïîÿñíåíèå ñêàçàííîãî ðàññìîòðèì óìíîæåíèå äâóõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ ó÷åòîì
îøèáîê îêðóãëåíèÿ

ÃB =
˜[

a11 a12

0 a22

] [
b11 b12

0 b22

]
=

=

[
a11b11(1 + ε1) (a11b12(1 + ε2) + a12b22(1 + ε3))(1 + ε4)

0 a22b22(1 + ε5)

]

Åñëè ïîëîæèòü

Ã =

[
a11 a12(1 + ε3)(1 + ε4)
0 a22(1 + ε5)

]
, B̃ =

[
b11(1 + ε1) b12(1 + ε2)(1 + ε4)

0 b22

]
,

òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ÃB = ÃB̃.

Äëÿ íîðìû ìàòðèöû âîçìóùåíèÿ â (4.18) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖δA‖∞ 6 f(n)g(A)‖A‖∞p−t. (4.19)

Çäåñü f(n) � íåêîòîðàÿ ìåäëåííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ îò ïîðÿäêà n ñèñòåìû (òèïà
ñòåïåííîé ñ íåáîëüøèì ïîêàçàòåëåì); p � îñíîâàíèå ìàøèííîé àðèôìåòèêè; t � ÷èñëî
ðàçðÿäîâ, îòâåäåííûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàíòèññû. ×òîáû îïðåäåëèòü îñòàâøèéñÿ
ñîìíîæèòåëü g(A), îáîçíà÷èì

a = a0 = max
ij
|aij|, ak = max

ij>k
|a(k)

ij |, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Òîãäà
g(A) = max

06k6n−1
ak/a.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà g(A) èçìåðÿåò íàñêîëüêî ìîãëè âûðàñòè ýëåìåíòû ïðîìå-
æóòî÷íûõ ìàòðèö ìåòîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíåì ýëåìåíòîâ â èñõîäíîé ìàòðèöå A.

Èòàê, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ îøèáêè δA, âíîñèìûå ìåòîäîì â èñõîäíóþ
èíôîðìàöèþ, òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøèé ðîñò ýëåìåíòîâ ìàòðèö äîïóñêàåòñÿ â ïðÿìîì
õîäå. Åñëè â âåðñèè ìåòîäà Ãàóññà èç ïåðâîé ëåêöèè ðîñò ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ñêîëü
óãîäíî âåëèê, òî â ñõåìàõ ñ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà îí îãðàíè÷åí. Äåéñòâèòåëü-
íî, çà øàã ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü ýëåìåíòà ìàòðèöû ìîæåò âûðàñòè ñàìîå áîëüøåå
â äâà ðàçà (ñì. (4.17)). Òàê êàê ìàëîâåðîÿòíî, ÷òîáû âîçìóùåíèå ïðîèñõîäèëî íà
êàæäîì øàãå, òî îáû÷íî êîýôôèöèåíò ðîñòà g(A) íåâåëèê. Â ýòîì ñëó÷àå áëàãîäàðÿ
ìíîæèòåëþ p−t â ïðàâîé ÷àñòè (4.19) ìàòðèöó-âîçìóùåíèå δA ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëîé
ïî ñðàâíåíèþ ñ A.

Íà âîïðîñ î òîì, êàê ñêàçûâàåòñÿ âîçìóùåíèå (4.18) íà ðåøåíèè ñèñòåìû (4.1),
îòâå÷àåò
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Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ìàòðèöà A ñèñòåìû (4.1) èìååò îáðàòíóþ è äëÿ åå âîçìó-
ùåíèÿ δA ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖δA‖ < ‖A−1‖−1. (4.20)
Òîãäà äëÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖δx‖
‖x‖ 6 condA

1− condA
‖δA‖
‖A‖

(‖δA‖
‖A‖ +

‖δb‖
‖b‖

)
, (4.21)

ãäå
(A + δA)(x + δx) = b + δb (4.22)

� âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4.22)

Ax + δAx + Aδx + δAδx = b + δb.

Âû÷èòàÿ îòñþäà (4.1), ïîëó÷èì

Aδx = δb− δAx− δAδx,

èëè
δx = A−1[δb− δAx− δAδx].

Îòñþäà
‖δx‖ 6 ‖A−1‖(‖δb‖+ ‖δA‖ ‖x‖+ ‖δA‖ ‖δx‖).

Ðàçðåøèì ýòî íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ‖δx‖

(1− ‖A−1‖ ‖δA‖)‖δx‖ 6 ‖A−1‖(‖δb‖+ ‖δA‖ ‖x‖).

Ñ ó÷åòîì (4.20)
‖δx‖ 6 ‖A−1‖(‖δb‖+ ‖δA‖ ‖x‖)

1− ‖A−1‖ ‖δA‖ . (4.23)

Íî
1− ‖A−1‖ ‖δA‖ = 1− condA

‖δA‖
‖A‖ .

Ó÷èòûâàÿ ýòî è äåëÿ (4.23) íà ‖x‖, áóäåì èìåòü

‖δx‖
‖x‖ 6

‖A−1‖ ‖A‖
( ‖δb‖
‖A‖ ‖x‖ +

‖δA‖
‖A‖

)

1− condA
‖δA‖
‖A‖

. (4.24)

Ïîñêîëüêó ‖A‖ ‖x‖ > ‖b‖, òî èç (4.24) âûòåêàåò (4.21). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèâåäåì ïðèìåðû ìàòðèö, ïðåîáðàçîâàíèå êîòîðûõ ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ãàóññà ñ
âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà ïðèâîäèò ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó óâåëè÷åíèþ êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö ïðÿìîãî õîäà.

Ïðèìåð 4.3. Âûáîð ïî ñòîëáöó

A =




1 0 0 1
−1 1 0 1
−1 −1 1 1
−1 −1 −1 1


 , A1 =




1 0 0 1
0 1 0 2
0 −1 1 2
0 −1 −1 2


 , A2 =




1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 4
0 0 −1 4


 ,

A3 = U =




1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 4
0 0 0 8


 , L =




1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 1 0
−1 −1 −1 1


 .

Óïðàæíåíèå 4.3. Ïîêàçàòü, ÷òî âûáîð âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå äëÿ ìàòðèöû

A =




1 −1 −1 −1
0 1 −1 −1
0 0 1 −1
1 1 1 1




ïðèâîäèò ê ìàêñèìàëüíîìó ðîñòó ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö.

Çàìå÷àíèå 4.1. Âîçìîæíà åùå îäíà ñõåìà âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà: âûáîð ïî âñåé
ìàòðèöå. Â ýòîì ñëó÷àå ãàðàíòèðóåòñÿ ïîëíàÿ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà Ãàóññà, îäíàêî
ñàìà ïðîöåäóðà âûáîðà òàêîãî âåäóùåãî ýëåìåíòà î÷åíü òðóäîåìêà � äëÿ åå ðåà-
ëèçàöèè òðåáóåòñÿ O(n3) äåéñòâèé, ÷òî ñðàâíèìî ñ òðóäîåìêîñòüþ ñàìîãî ìåòîäà è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâåííî óäîðîæàåò ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå âåäóùåãî
ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó èëè ïî ñòðîêå òðåáóåòñÿ ëèøü O(n2) äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàöèé.
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� 5

Ìåòîäû âðàùåíèé è îòðàæåíèé

5.1 Ìåòîä âðàùåíèé
Âíîâü îáðàòèìñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

Ax = b (5.1)

ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé. Ðàññìîòðèì ìåòîä âðàùåíèé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.1),
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îðòî-
ãîíàëüíîé ìàòðèöû Q è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû R.

Êàê è â ìåòîäå Ãàóññà, â ìåòîäå âðàùåíèé íà ïåðâîì øàãå íåèçâåñòíîå x1 èñêëþ-
÷àåòñÿ èç âñåõ óðàâíåíèé êðîìå ïåðâîãî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü x1 èç âòîðîãî
óðàâíåíèÿ, óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà íåêîòîðîå ÷èñëî c12, à âòîðîå � íà s12

è çàìåíèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñóììîé âíîâü ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé. Çàòåì óìíîæèì
ïåðâîå óðàâíåíèå íà s12, âòîðîå � íà c12 è âû÷òåì ïåðâîå èç âòîðîãî:

(c12a11 + s12a21)x1 + (c12a12 + s12a22)x2 + . . . = c12b1 + s12b2,

(−s12a11 + c12a21)x1 + (−s12a12 + c12a22)x2 + . . . = −s12b1 + c12b2.

×èñëà c12 è s12 âûáåðåì èç óñëîâèé

c2
12 + s2

12 = 1, −s12a11 + c12a21 = 0. (5.2)

Ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû (5.2) ïðè a2
11 + a2

21 6= 0 äàþò, íàïðèìåð, ôîðìóëû

c12 =
a11√

a2
11 + a2

21

, s12 =
a21√

a2
11 + a2

21

. (5.3)

Åñëè æå a2
11+a2

21 = 0, òî ðåøåíèå (5.2) äàþò ÷èñëà c12 = 1, s12 = 0. Âòîðîå èç óðàâíåíèé
(5.2) êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî â íîâîì âòîðîì óðàâíåíèè íåèçâåñòíîãî x1 íå áóäåò.

47



48 � 5. ÌÅÒÎÄÛ ÂÐÀÙÅÍÈÉ È ÎÒÐÀÆÅÍÈÉ

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (5.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

a
(1)
11 x1 + a

(1)
12 x2 + a

(1)
13 x2 + . . . + a

(1)
1n xn = b

(1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . . + a

(1)
2n xn = b

(1),
2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + . . . + a3nxn = b3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + an3x3 + . . . + annxn = bn,

(5.4)

â êîòîðîì
a

(1)
1j = c12a1j + s12a2j, a

(1)
2j = −s12a1j + c12a2j,

j = 1, 2, . . . , n,

b
(1)
1 = c12b1 + s12b2, b

(1)
2 = −s12b1 + c12b2.

(5.5)

Êàê ëåãêî âèäåòü, ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (5.1) ê âèäó (5.4) ýêâèâàëåíò-
íî óìíîæåíèþ ìàòðèöû ñèñòåìû A è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè b ñëåâà íà ìàòðèöó T12,
èìåþùóþ âèä

T12 =




c12 s12

−s12 c12
0

0

1
. . .

1




.

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî x1 èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5.4) íîâîå ïåðâîå
óðàâíåíèå è òðåòüå óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîêà íå áûëî çàòðîíóòî ïðåîáðàçîâàíèÿìè,
çàìåíÿþòñÿ èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñ êîýôôèöèåíòàìè c13, s13 è −s13, c13, ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû c13 è s13 íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû

c2
13 + s2

13 = 1, −s13a
(1)
11 + c13a31 = 0 (5.6)

è ñóòü

c13 =
a

(1)
11√(

a
(1)
11

)2

+ a2
31

, s13 =
a31√(

a
(1)
11

)2

+ a2
31

,

à êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàííûõ ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé íàõîäÿòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì

a
(2)
1j = c13a

(1)
1j + s13a3j, a

(1)
3j = −s13a

(1)
1j + c13a3j,

j = 2, 3, . . . , n,

b
(2)
1 = c13b

(1)
1 + s13b3, b

(1)
3 = −s13b

(1)
1 + c13b3.
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Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ ñëåâà ìàòðèöû ñèñòåìû (5.4) è åå âåê-
òîðà ïðàâîé ÷àñòè íà ìàòðèöó

T13 =




c13 0 s13

0 1 0
−s13 0 c13

0

0

1
. . .

1




è ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè x1 â ïðåîáðàçîâàííîì òðåòüåì óðàâíåíèè
îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû èñêëþ÷èì x1 èç âñåõ îñòàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïåðâîå óðàâíåíèå èçìåíÿåòñÿ íà êàæäîì òàêîì "ìàëîì"øàãå, êîòîðûõ áóäåò n − 1.
Ïîýòîìó, ïî çàâåðøåíèè ïåðâîãî øàãà ñèñòåìà (5.1) ïðèìåò âèä

a
(n−1)
11 x1 + a

(n−1)
12 x2 + a

(n−1)
13 x3 + . . . + a

(n−1)
1n xn = b

(n−1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . . + a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
n2 x2 + a

(1)
n3 x3 + . . . + a

(1)
nnxn = b

(1)
n .

Óïðàæíåíèå 5.1. Âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ a
(l−1)
1j , a

(1)
lj , b

(l−1)
1 , b

(1)
l è ïðåîáðàçóþùèõ

êîýôôèöèåíòîâ c1l è s1l, l = 2, . . . , n; j = 1, . . . , n.

Îòâåò.

a
(l−1)
1j = c1la

(l−2)
1j + s1lalj, a

(1)
lj = −s1la

(l−2)
1j + c1lalj,

j = 1, 2, . . . , n,

b
(l−1)
1 = c1lb

(l−2)
1 + s1lbl, b

(1)
l = −s1lb

(l−2)
1 + c1lbl,

l = 2, 3, . . . , n,

c1l =
a

(l−2)
11√(

a
(l−2)
11

)2

+ a2
l1

, s1l =
al1√(

a
(l−2)
11

)2

+ a2
l1

,

l = 2, 3, . . . , n, a
(0)
11 = a11.

Çàìå÷àíèå 5.1. Ïîñêîëüêó â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A ïî êðàéíåé ìåðå
îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ai1 6= 0, òî a

(n−1)
11 6= 0.

Â ìàòðè÷íîé çàïèñè ýòà ñèñòåìà èìååò âèä

A(1)x = b(1),
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ãäå
A(1) = T1A, b(1) = T1b, T1 = T1nT1 n−1 . . . T13T12.

Íà âòîðîì øàãå ìåòîäà âðàùåíèé èç òðåòüåãî, ÷åòâåðòîãî è ò.ä. óðàâíåíèé ïîëó-
÷åííîé ñèñòåìû èñêëþ÷àåòñÿ íåèçâåñòíîå x2. Øàã ñîñòîèò èç (n − 2) "ìàëûõ"øàãîâ,
è â êàæäîì èç íèõ âòîðîå óðàâíåíèå êîìáèíèðóåòñÿ ñ îäíèì èç íèæåëåæàùèõ. Ïîñëå
âûïîëíåíèÿ âòîðîãî øàãà ñèñòåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

a
(n−1)
11 x1 + a

(n−1)
12 x2 + a

(n−1)
13 x3 + . . . + a

(n−1)
1n xn = b

(n−1)
1 ,

a
(n−1)
22 x2 + a

(n−2)
23 x3 + . . . + a

(n−2)
2n xn = b

(n−1)
2 ,

a
(2)
33 x3 + . . . + a

(2)
3n xn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(2)
n3 x3 + . . . + a

(2)
nnxn = b

(2)
n .

Óïðàæíåíèå 5.2. Âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ a
(l−1)
2j , a

(2)
lj , b

(l−1)
2 , b

(2)
l , c2l è s2l.

Îòâåò.

a
(l−1)
2j = c2la

(l−2)
2j + s2la

(1)
lj , a

(2)
lj = −s2la

(l−2)
2j + c2la

(1)
2j ,

j = 2, 3, . . . , n,

b
(l−1)
2 = c2lb

(l−2)
2 + s2lb

(1)
l , b

(2)
l = −s2lb

(l−2)
2 + c2lb

(1)
l ,

l = 3, 4, . . . , n,

c2l =
a

(l−2)
22√(

a
(l−2)
22

)2

+
(
a

(1)
l2

)2
, s2l =

a
(1)
l2√(

a
(l−2)
22

)2

+
(
a

(1)
l2

)2
.

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ýòà ñèñòåìà èìååò âèä

A(2)x = b(2),

ãäå
A(2) = T2A

(1), b(2) = T2b
(1), T2 = T2nT2 (n−1) . . . T24T23.

Ïîñëå (n− 1) øàãîâ ïîëó÷èì ñèñòåìó

a
(n−1)
11 x1 + a

(n−1)
12 x2 + a

(n−1)
13 x3 + . . . + a

(n−1)
1n xn = b

(n−1)
1 ,

a
(n−1)
22 x2 + a

(n−2)
23 x3 + . . . + a

(n−2)
2n xn = b

(n−1)
2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ,

(5.7)



5.1. ÌÅÒÎÄ ÂÐÀÙÅÍÈÉ 51

ãäå
a

(l−1)
kj = ckla

(l−2)
kj + skla

(k−1)
lj , a

(k)
lj = −skla

(l−2)
kj + ckla

(k−1)
lj ,

j = k, k + 1, . . . , n,

b
(l−1)
k = cklb

(l−2)
k + sklb

(k−1)
l , b

(k)
l = −sklb

(l−2)
k + cklb

(k−1)
l ,

k = 1, . . . , n, l = k + 1, . . . , n,

(5.8)

à

ckl =
a

(l−2)
kk√(

a
(l−2)
kk

)2

+
(
a

(k−1)
lk

)2
, skl =

a
(k−1)
lk√(

a
(l−2)
kk

)2

+
(
a

(k−1)
lk

)2
. (5.9)

Â ìàòðè÷íîé çàïèñè ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

A(n−1)x = b(n−1),

ãäå
A(n−1) = Tn−1A

(n−2), b(n−1) = Tn−1b
(n−2), Tn−1 = Tn−1n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ïîëó÷åííóþ âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó A(n−1). Îíà ñâÿ-
çàíà ñ èñõîäíîé ìàòðèöåé A ðàâåíñòâîì

R = TA, (5.10)

ãäå T = Tn−1 Tn−2 . . . T1.

Çàìå÷àíèå 5.2. Äåéñòâèå ìàòðèöû Tkl íà âåêòîð x ýêâèâàëåíòíî åãî ïîâîðîòó ïðîòèâ
õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxkxl íà óãîë ϕkl òàêîé, ÷òî

cos ϕkl = ckl, sin ϕkl = skl.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî óãëà ãàðàíòèðóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5.9). Ýòà ãåîìåòðè÷åñêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ è äàëà íàçâàíèå ìåòîäó.

Ñ ó÷åòîì (5.2), (5.6) è ò.ä. ëåãêî âèäåòü, ÷òî

TklT
T
kl = I,

ò.å. ìàòðèöû Tkl îðòîãîíàëüíûå. Ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö åñòü ìàòðèöà
îðòîãîíàëüíàÿ, è ïîýòîìó T åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ðàâíî êàê è T T = T−1 = Q.
Îòñþäà è èç (5.10) íàõîäèì, ÷òî

A = QR. (5.11)

Óïðàæíåíèå 5.3. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëîæåíèÿ (5.11) ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ôîðìóë (5.8), (5.9), òðåáóåòñÿ ≈ 4n3/3 äåéñòâèé óìíîæåíèÿ.
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Çàìå÷àíèå 5.3. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé èç óïðàæíåíèÿ 5.3,
çàêëþ÷àåì, ÷òî ìåòîä âðàùåíèé ïðèìåðíî â ÷åòûðå ðàçà áîëåå òðóäîåìîê, ÷åì ìåòîä
Ãàóññà.

Âûÿñíèì, êàêèìè æå äîñòîèíñòâàìè îáëàäàåò ýòîò ìåòîä ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòî-
äîì Ãàóññà, áëàãîäàðÿ êîòîðûì îí çàñëóæèâàåò ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå íåñìîòðÿ íà
áîëüøóþ òðóäîåìêîñòü.

Ñ ó÷åòîì (5.2) èç (5.5) íàõîäèì, ÷òî

[a
(1)
1j ]2 + [a

(1)
2j ]2 = c2

12a
2
1j + s2

12a
2
2j + 2c12s12a1ja2j+

+ s2
12a

2
1j + c2

12a
2
2j − 2s12c12a1ja2j = a2

1j + a2
2j,

j = 1, 2, . . . , n,

ò.å. ñóììà êâàäðàòîâ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà íå èçìåíèëàñü. Åñëè ó÷åñòü,
÷òî íà ïåðâîì ìàëîì øàãå êîýôôèöèåíòû îñòàëüíûõ óðàâíåíèé íå èçìåíèëèñü, òî
ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò: äëèíà ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû íå èçìåíèëàñü. Òî÷íî
òàê æå èç ôîðìóë (5.6), (5.7) âûâîäèì, ÷òî

[a
(2)
1j ]2 + [a

(1)
3j ]2 = [a

(1)
1j ]2 + a2

3j, j = 1, . . . , n,

ò.å. äëèíû ñòîëáöîâ íåèçìåííû è íà 2-îì ìàëîì øàãå. Ýòî âåðíî è ïî îòíîøåíèþ ê
êàæäîìó èç ïîñëåäóþùèõ øàãîâ, è ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿìîìó õîäó â öåëîì. Òàêèì
îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ìåòîäà Ãàóññà ìåòîä âðàùåíèé çàñòðàõîâàí îò ðîñòà ýëåìåíòîâ
ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö: íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïðîöåññà èñêëþ÷åíèÿ àáñîëþòíàÿ âåëè-
÷èíà êîýôôèöèåíòà a

(k)
ij íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü äëèíó j-ãî ñòîëáöà èñõîäíîé ìàòðèöû

A. Êàê ñëåäñòâèå, ìàòðèöà δA � ìàòðèöà ýêâèâàëåíòíûõ âîçìóùåíèé, ó÷èòûâàþùàÿ
îøèáêè ïðîìåæóòî÷íûõ âîçìóùåíèé, äëÿ ìåòîäà âðàùåíèé áóäåò ìàëà, ò.å. ìåòîä
âñåãäà óñòîé÷èâ.

5.2 Ìåòîä îòðàæåíèé
Ðàññìîòðèì åùå îäèí ìåòîä, êîòîðûé äàåò ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ îðòîãîíàëüíîé è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèö. Ýòî áóäåò ìåòîä îòðàæåíèé.

Ïóñòü w � íåêîòîðûé âåêòîð (ñòîëáåö) åäèíè÷íîé äëèíû

‖w‖2
2 = (w,w) = wT w = 1. (5.12)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó

U = I − 2wwT , (5.13)

êîòîðóþ íàçîâåì ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ è èçó÷èì åå ñâîéñòâà.
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1◦. Ìàòðèöà U ñèììåòðè÷íà, ò.å.

U = UT . (5.14)

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê
(wwT )T = (wT )T wT = wwT ,

òî wwT åñòü ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, à â ñèëó (5.13) âìåñòå ñ íåé ñèììåòðè÷íîé
ÿâëÿåòñÿ è ìàòðèöà U .

2◦. Ìàòðèöà U åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ò.å.

U−1 = UT . (5.15)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (5.14), (5.13) è (5.12), èìååì

UUT = UU = (I − 2wwT )(I − 2wwT ) =

= I − 4wwT + 4w wT w︸︷︷︸
‖
1

wT = I,

÷òî è îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (5.15).
3◦. ×èñëî λ = −1 ÿâëÿåòñÿ îäíîêðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû U , êîòî-

ðîìó îòâå÷àåò ñîáñòâåííûé âåêòîð w èç (5.13). ×èñëî λ = 1 ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-êðàòíûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû U , êîòîðîìó îòâå÷àåò (n − 1)-ìåðíîå ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ v, îðòîãîíàëüíûõ w.

Â ñèëó (5.14), (5.15) èìååì U2 = UUT = I. Òàê êàê âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû I ðàâíû 1, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû U óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
λ2

U = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû ëèáî +1, ëèáî −1.
Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (5.13), (5.12), íàõîäèì, ÷òî

Uw = (I − 2wwT )w = w − 2w wT w︸︷︷︸
‖
1

= −w. (5.16)

Íàêîíåö, ïóñòü
(v, w) = wT v = 0.

Òîãäà
Uv = (I − 2wwT )v = v − 2wwT v = v, (5.17)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
4◦. Âåêòîð Uy åñòü çåðêàëüíîå îòðàæåíèå âåêòîðà y îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, îð-

òîãîíàëüíîé âåêòîðó w.
Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

y = z + v, (5.18)
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ãäå z � ïðîåêöèÿ y íà w, ò.å. z = (w, y)w, à âåêòîð v îðòîãîíàëåí w: (w, v) = 0).
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (5.16), (5.17), íàõîäèì, ÷òî

Uy = U(z + v) = −z + v (5.19)

(ñì. ðèñ.1)

7

-

6
6

? w

w
z y

v

−z Uy

Ðèñ. 1

5◦. Âåêòîðû y − Uy è y + Uy îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Ïðè ýòîì, åñëè y = z + v,
êàê â (5.18), òî

y − Uy = 2z, z‖w, (5.20)

y + Uy = 2v, v ⊥ w. (5.21)

Óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç (5.18), (5.19).
6◦. Ïóñòü x è y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû åäèíè÷íîé äëèíû. Òîãäà, åñëè

w =
y + sign (x, y) x

‖y + sign (x, y) x‖2

, (5.22)

òî ìàòðèöà îòðàæåíèÿ U , ïîñòðîåííàÿ ïî âåêòîðó w, ïåðåâîäèò âåêòîð y â âåêòîð,
êîëëèíåàðíûé âåêòîðó x.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ìàòðèöà îòðàæåíèÿ U îáëàäàåò èñêîìûì ñâîéñòâîì, ò.å. Uy =
−σx. Íàéäåì âåêòîð w, îáðàçóþùèé ýòó ìàòðèöó. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 5◦ (ñì. (5.20))
èñêîìûé âåêòîð w êîëëèíåàðåí âåêòîðó y − Uy, à ïîñêîëüêó ‖w‖2 = 1, òî

w =
y + σx

‖y + σx‖2

. (5.23)

Â ñèëó 2◦ ìàòðèöà U îðòîãîíàëüíà è ïîýòîìó

‖Uy‖2 = ‖y‖2 = 1 = |σ| ‖x‖2 = |σ|,
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ò.å. σ = ±1. Åñëè y = ±x, òî çíàìåíàòåëü (5.23) áóäåò ðàâåí íóëþ ïðè σ = −sign (x, y) =
∓1. Ýòîãî íå ïðîèçîéäåò, åñëè σ = sign (x, y). Åñëè âåêòîð y áëèçîê ê x, òî ìû áóäåì
èçáàâëåíû îò íåïðèÿòíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ äåëåíèåì íà ìàëîå ÷èñëî, âûáðàâ è çäåñü
σ = sign (x, y). Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü σ
ñîãëàñíî (5.22), à åñëè (y, x) = 0, òî, íàïðèìåð, σ = 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ê òðå-
óãîëüíîìó âèäó. Íà ïåðâîì øàãå ïðèâåäåíèÿ ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå âåêòîðà y èç
ñâîéñòâà 6◦ íîðìèðîâàííûé ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A

y1 = [a11 a21 . . . an1]
T /

√√√√
n∑

i=1

a2
i1, (5.24)

à â êà÷åñòâå x � âåêòîð e1 = [1 0 . . . 0]T . Åñëè a21 = a31 = · · · = an1 = 0, òî ïåðåõîäèì
ê ñëåäóþùåìó øàãó, ïîëîæèâ A(1) = A, U1 = I è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a

(1)
ij = aij. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå óìíîæèì ìàòðèöó A ñëåâà íà ìàòðèöó îòðàæåíèÿ

U1 = I − 2w1 wT
1 = In − 2w1 wT

1 , (5.25)

ãäå âåêòîð w1 âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå (5.22)

w1 =
y1 + sign(e1, y1)e1

‖y1 + sign(e1, y1)e1‖2

. (5.26)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó
A(1) = U1A,

â ïåðâîì ñòîëáöå êîòîðîé ñòîÿò íóëè âî âñåõ ïîçèöèÿõ, êðîìå ïåðâîé. Ýòèì çàêàí÷è-
âàåòñÿ ïåðâûé ýòàï.

Ïóñòü ìû óæå îñóùåñòâèëè l−1 > 0 øàãîâ è ïðèøëè ê ìàòðèöå A(l−1) ñ ýëåìåíòàìè
a

(l−1)
ij òàêèìè, ÷òî a

(l−1)
ij = 0 ïðè i > j, j = 1, . . . , l− 1. Â ïðîñòðàíñòâå Rn−l+1 âåêòîðîâ

ðàçìåðíîñòè n− l + 1 ðàññìîòðèì âåêòîð

yl = [a
(l−1)
ll a

(l−1)
l+1,l . . . a

(l−1)
nl ]T /

√
(a

(l−1)
ll )2 + · · ·+ (a

(l−1)
nl )2.

Åñëè a
(l−1)
l+1,l = a

(l−1)
l+2,l = · · · = a

(l−1)
nl = 0, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó, ïîëîæèâ

A(l) = A(l−1), Ul = I.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòðîèì ìàòðèöó îòðàæåíèÿ

Vl = In−l+1 − 2wl w
T
l

(ðàçìåðû ìàòðèöû Vl è âåêòîðà wl ðàâíû (n− l+1)), ïåðåâîäÿùóþ âåêòîð yl â âåêòîð,
êîëëèíåàðíûé el = [1 0 . . . 0]T ∈ Rn−l+1, è ïåðåõîäèì ê ìàòðèöå

A(l) = UlA
(l−1), (5.27)
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ãäå
Ul =

[
Il−1 0
0 Vl.

]

Ïîñëå (n− 1) øàãîâ ìû ïðèõîäèì ê ìàòðèöå

A(n−1) = Un−1Un−2 . . . U1A,

èìåþùåé ïðàâóþ òðåóãîëüíóþ ôîðìó. Îáîçíà÷èì

Un−1 . . . U1 = U.

Òîãäà
A(n−1) = UA, A = UT A(n−1).

Åñëè íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó (5.1), òî ïîñëå îïèñàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê
ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå

A(n−1)x = Ub (5.28)
ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé.

Óïðàæíåíèå 5.4. Ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìåòîäà îòðàæåíèé, ïðè êîòîðîì äëÿ ðàçëî-
æåíèå ìàòðèöû â ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíîé è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèö äîñòà-
òî÷íî ≈ 2

3
n3 äåéñòâèé óìíîæåíèÿ.



� 6

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ

6.1 Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ
Ïóñòü y(n) = yn � ôóíêöèÿ öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà n ∈ Z. Áóäåì åå íàçûâàòü
ñåòî÷íîé ôóíêöèåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇ (íàáëà) îïåðàòîð ëåâîé êîíå÷íîé ðàçíîñòè
(ðàçíîñòè íàçàä), ò.å.

∇yn = yn − yn−1. (6.1)
Ñòåïåíü îïåðàòîðà ∇ îïðåäåëèì ðåêóððåíòíûì îáðàçîì

∇k = ∇(∇k−1). (6.2)

Ïóñòü a(n), b(n), c(n), d(n) è f(n) � çàäàííûå ñåòî÷íûå ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèå

a(n)∇3yn + b(n)∇2yn + c(n)∇yn + d(n)yn = f(n) (6.3)
îòíîñèòåëüíî ñåòî÷íîé ôóíêöèè yn. Óðàâíåíèå (6.3) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâ-
íåíèåì. Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîâòîðÿþò ñâîéñòâà ïîñëåäíèõ. Êàê è â ñëó÷àå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïîðÿäêà ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ.
Åñëè a(n) 6= 0, òî êàçàëîñü áû åñòåñòâåííûì îáúÿâèòü ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ (6.3)
÷èñëî òðè. Îäíàêî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íàñ æäóò
íåïðèÿòíîñòè. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïîëîæèì â (6.3) a(n) = 1, b(n) = 0, c(n) = −3,
d(n) = 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∇3yn − 3∇yn + 2yn = f(n). (6.4)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (6.1) è (6.2), íàõîäèì, ÷òî

∇yn = yn − yn−1, ∇3yn = yn − 3yn−1 + 3yn−2 − yn−3,

à, ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (6.4), áóäåì èìåòü

yn − 3yn−1 + 3yn−2 − yn−3 − 3yn + 3yn−1 + 2yn = f(n)

57
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èëè
3yn−2 − yn−3 = f(n). (6.5)

Ââîäÿ íîâûé èíäåêñ m = n− 2, óðàâíåíèå (6.5) ïðåîáðàçóåì ê âèäó

3ym − ym−1 = f(m + 2). (6.6)

Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (6.4), è íàçâàòü åãî ðàçíîñòíûì óðàâíåíè-
åì òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðîñòî íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ ÿçûê. È äåëî, êîíå÷íî, íå ïðîñòî â
íàçâàíèè. Îò óäà÷íî ââåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ çàâèñèò ïðîñòîòà ïîñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèé, èñïîëüçóþùèõ ýòî îïðåäåëåíèå. Ïîñêîëüêó çàïèñü (6.3) íå ñîäåðæèò ÿâíûì
îáðàçîì èíôîðìàöèè î ÷èñëå, êîòîðûì ñëåäîâàëî áû îïðåäåëèòü ïîðÿäîê ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, òî áóäåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå çàïèñûâàòü â âèäå

Φ(n, yn, yn−1, . . . , yn−k) = 0. (6.7)

Îïðåäåëåíèå 6.1. Óðàâíåíèå (6.7) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (6.7), åñëè îíî ÿâíî çàâèñèò îò yn è îò
yn−k, íàçûâåòñÿ óðàâíåíèåì k-ãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå k-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè
îíî ëèíåéíî çàâèñèò îò yn, yn−1, . . . , yn−k.

Ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå áóäåì çàïè-
ñûâàòü â âèäå

k∑
j=0

αj(n)yn−j = f(n), n ∈ Z. (6.8)

Ïîêà ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óðàâíåíèå (6.8) çàäàíî ïðè âñåõ n ∈ Z. Óðàâíåíèå (6.8)
áóäåò óðàâíåíèåì k-ãî ïîðÿäêà, åñëè êîýôôèöèåíòû α0(n) è αk(n) íå îáðàùàþòñÿ â
íóëü íè ïðè îäíîì n ∈ Z.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ yn, n ∈ Z íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(6.8), åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå åå â (6.8) ïîñëåäíåå ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ yn, n ∈ Z íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.8), åñëè â íåé ñîäåðæèòñÿ ëþáîå ðåøåíèå (6.8).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü êàêîå-ëèáî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.8) (÷àñòíîå ðåøåíèå)
äîñòàòî÷íî óêàçàòü åãî çíà÷åíèÿ â ëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî÷êàõ, íàïðèìåð,
n0, n0 + 1, . . . , n0 + k − 1.
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6.2 Ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà

Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

α0(n)yn + α1(n)yn−1 = f(n). (6.9)

Ïîñêîëüêó α0(n) 6= 0, òî íà ýòîò êîýôôèöèåíò óðàâíåíèå ìîæíî ïîäåëèòü. Ïóñòü
α1(n)/α0(n) = −qn, à f(n)/α0(n) ñíîâà îáîçíà÷èì ÷åðåç f(n) = fn. Òîãäà ðàçíîñòíîå
óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (6.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

yn = qnyn−1 + fn. (6.10)

Ðàçðåøèòü ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå � çíà÷èò âûðàçèòü yn ÷åðåç èçâåñòíûå âåëè÷èíû.
×òîáû ìîæíî áûëî ðåøèòü (6.10), íóæíî çàäàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå

y0 = a. (6.11)

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (6.10), ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäå-
ëèòü yn ïðè âñåõ ïîñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ n:

y1 = q1y0 + f1 = q1a + f1,

y2 = q2y1 + f2 = q2(q1a + f1) + f2 = q1q2a + q2f1 + f2

è ò.ä.
×àñòî áûâàåò ïîëåçíî èìåòü íå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ãî âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ, à íåêîòîðóþ ôîðìóëó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ðåøåíèå. Íàéäåì
ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.10). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îòâå÷àþùåå
åìó îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

yn = qnyn−1 (6.12)
è íàéäåì åãî ðåøåíèå. Èìååì

y1 = q1y0,
y2 = q2y1,
. . . . . . . . . . . . . .
yn = qnyn−1.

Ïåðåìíîæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà è ñîêðàùàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ
÷àñòè íà y1y2 . . . yn−1, ïîëó÷èì

yn = q1 . . . qny0 = y0

n∏
j=1

qj. (6.13)

Âåëè÷èíà y0 åñòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå yn è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Ðåøå-
íèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.12) íàéäåíî.
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Çàìå÷àíèå 6.1. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïèñàòü â âèäå y′ = P (x)y, òî åãî îáùåå ðåøåíèå ïðèìåò
âèä

y(x) = c exp





x∫

0

P (ξ)dξ



 .

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (6.10). Åãî ðåøåíèå áóäåì èñêàòü,
èñïîëüçóÿ ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.12), ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé. Ïóñòü

◦
yn =

n∏
j=1

qj. (6.14)

Ýòî � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.12), à c
◦
yn � åãî îáùåå ðåøåíèå. Çàñòàâèì êîýôôèöèåíò

c çàâèñåòü îò n è â òàêîì âèäå áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.10)

yn = cn
◦
yn. (6.15)

Ïîäñòàâëÿÿ (6.15) â (6.10), ïîëó÷èì

cn
◦
yn = qncn−1

◦
yn−1 + fn.

Èç (6.12) ◦
yn = qn

◦
yn−1 è ïîýòîìó

cn
◦
yn = cn−1

◦
yn + fn,

ò.å.
cn = cn−1 + fn/

◦
yn.

Îòñþäà
c1 = c0 + f1

/ ◦
y1,

c2 = c1 + f2

/ ◦
y2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cn = cn−1 + fn

/ ◦
yn,

Ñêëàäûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî

cn =
n∑

k=1

fk
◦
yk

+ c0,

à ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (6.14), áóäåì èìåòü

cn =
n∑

k=1

fk

k∏
j=1

q−1
j + c0.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (6.15), ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(6.10)

yn =
n∏

j=1

qj

(
c +

n∑

k=1

fk

k∏
j=1

q−1
j

)
. (6.16)

Çàìå÷àíèå 6.2. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïèñàòü â âèäå y′ = P (x)y+f(x), òî åãî îáùåå ðåøåíèå ïðèìåò
âèä

y(x) = exp





x∫

0

P (ξ)dξ






c +

x∫

0

f(η) exp



−

η∫

0

P (ξ)dξ



 dη


 .

Åñëè êîýôôèöèåíò qn = const = q, òî èç (6.16) íàõîäèì, ÷òî

yn = qn

(
c +

n∑

k=1

fkq
−k

)
, (6.17)

à åñëè è fn = const = f , òî ïðè q 6= 1

yn = qn

(
c + f

n∑

k=1

q−k

)
= qn

(
c + f

q−1 − q−n+1

1− q−1

)
= cqn + f

1− qn

1− q
. (6.18)

6.3 Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ k-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè

Åñëè êîýôôèöèåíòû αj(n) èç (6.8) íå çàâèñÿò îò n, òî ìû èìååì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

k∑
j=0

αjyn−j = f(n), n ∈ Z. (6.19)

Ðåøåíèå îòâå÷àþùåãî (6.19) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
k∑

j=0

αjyn−j = 0 (6.20)

ìîæíî èñêàòü â âèäå

yn = qn, q 6= 0
(
ñð. ñ y(x) = eλx

)
, (6.21)

ãäå q = const 6= 0. Ïîäñòàâëÿÿ (6.21) â (6.20), ïîëó÷èì

qn−k

k∑
j=0

αjq
k−j = 0.
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Íà qn−k ìîæíî ñîêðàòèòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äëÿ îòûñêàíèÿ q ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå
óðàâíåíèå ñòåïåíè k

α0q
k + α1q

k−1 + · · ·+ αk−1q + αk = 0, (6.22)

íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, îòâå÷àþùèì ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ
(6.20).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (6.22) èìååò ðîâíî k êîðíåé, âêëþ÷àÿ êðàòíûå è
êîìïëåêñíûå. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç

q1, q2, . . . , qk. (6.23)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñåòî÷íûå ôóíêöèè

qn
l , l = 1, . . . , k (6.24)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.20).
Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 6.1. Åñëè êîðíè (6.23) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.22) ïðîñòûå, òî
ðåøåíèÿ (6.24) ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.20) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à îáùåå ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yn =
k∑

l=1

clq
n
l .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè (6.20) ïðè
k = 2. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü

c1q
n
1 + c2q

n
2 ≡ 0, |c1|+ |c2| 6= 0.

Íî òîãäà è
c1q

n−1
1 + c2q

n−1
2 = 0.

Ðàññìîòðèì ýòè äâà òîæäåñòâà êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ c1 è c2. Íà-
õîäèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû

∆ =

∣∣∣∣
qn
1 qn

2

qn−1
1 qn−1

2

∣∣∣∣ = (q1q2)
n−1(q1 − q2) 6= 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå c1 = c2 = 0. Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå 6.3. Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî q = |q|eiϕ, ϕ 6= mπ, m ∈ Z ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
õàðàêòåðèñòè÷å÷êîãî óðàâíåíèÿ (6.22), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî äåéñòâèòåëüíû, òî
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÷èñëî q = |q|e−iϕ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ê q, òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.22), à íàðÿäó ñ êîìïëåêñíûìè ðåøåíèÿìè ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ (6.20)

qn è q n (6.25)
ðåøåíèÿìè óêàçàííîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ áóäóò è äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷à-
ñòè ðåøåíèé (6.25), ò.å.

|q|n cos nϕ, |q|n sin nϕ. (6.26)
Ðåøåíèÿ (6.26), êàê è (6.25), ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 6.1. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

yn − 2 chαyn−1 + yn−2 = 0, α 6= 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

q2 − 2 chαq + 1 = 0,

à åãî êîðíè ñóòü
q1,2 = chα±

√
ch 2α− 1 = e±α.

Ýòè êîðíè ðàçëè÷íûå, è ïîýòîìó

yn = c1e
αn + c2e

−αn.

Òåîðåìà 6.2. Åñëè q åñòü êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.22) êðàòíîñòè
s > 1, òî ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

Ps−1(n)qn,

ãäå Ps−1(n) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî íå âûøå s − 1, ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.20). Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ

nlqn, l = 0, . . . , s− 1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ s = k = 2. Ïîêàæåì
ñíà÷àëà, ÷òî nqn åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.20) ïðè k = 2. Èìååì

α0nqn + α1(n− 1)qn−1 + α2(n− 2)qn−2 =

= qn−2
[
(α0q

2 + α1q + α2)(n− 2) + q(2α0q + α1)
]

=

= qn−1(2α0q + α1) = 0,

èáî 2α0q+α1 = (α0q
2+α1q+α2)

′ è îáÿçàíî îáðàùàòüñÿ â íóëü íà êîðíå êðàòíîñòè äâà.
Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ðåøåíèé qn è nqn äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåé
òåîðåìå.
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Òåîðåìà 6.3. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f(n) íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (6.19)
èìååò âèä Pm(n)

◦
q

n
, ãäå Pm(n) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, à ◦

q ÿâëÿåòñÿ s-êðàòíûì,
s > 0, êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.22), òî óðàâíåíèå (6.19) èìååò
ðåøåíèå âèäà

y(n) = nsQm(n)
◦
q

n
. (6.27)

Äîêàçàòåëüñòâî ñìîòðè, íàïðèìåð, â [].

Óïðàæíåíèå 6.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

yn − 2yn−1 + yn−2 = n(1 + 2n).

Îòâåò.
yn = c1 + c2n +

1

6
(n + 3)n2 + (n− 2)2n+2.

6.4 Ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè

un = a11un−1 + a12vn−1,

vn = a12un−1 + a22vn−1,
n ∈ Z, (6.28)

ãäå aij, i, j = 1, 2 � ïîñòîÿííûå. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð-ôóíêöèþ

y(n) = [un vn]T

è ìàòðèöó
A =

[
a11 a12

a21 a22

]
,

êîòîðóþ áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåâûðîæäåííîé, det A 6= 0. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáî-
çíà÷åíèÿ, ñèñòåìó (6.28) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå

y(n) = Ay(n− 1), det A 6= 0, èëèA−1y(n) = y(n− 1). (6.29)

Â çàïèñè (6.29) ìîæíî çàáûòü, ÷òî y(n) áûë äâóìåðíûé âåêòîð, à A � ìàòðèöà âòîðîãî
ïîðÿäêà. Áóäåì ìûñëèòü ñèñòåìó (6.29) êàê ñèñòåìó m-ãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèå ýòîé
ñèñòåìû áóäåì èñêàòü â âèäå

y(n) = ξqn (6.30)
ãäå q = const 6= 0, à ξ � íåíóëåâîé m-ìåðíûé âåêòîð. Ïîäñòàâëÿÿ (6.30) â (6.29),
ïîëó÷èì

ξqn = Aξqn−1,
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à ñîêðàùàÿ íà qn−1 6= 0, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

ξq = Aξ.

Ýòà ñèñòåìà îäíîðîäíà, è, ÷òîáû ó íåå áûëè íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, îïðåäåëèòåëü
åå ìàòðèöû äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ

∣∣ A− qI
∣∣= 0. (6.31)

Óðàâíåíèå (6.31) � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (6.29) � ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì m-îé ñòåïåíè. Åñëè âñå åãî êîðíè qk � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû A � ðàçëè÷íû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ξk ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû, è îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.29) ïðèíèìàåò âèä

y(n) =
m∑

k=1

ckξkq
n
k . (6.32)

Ìàòðèöà A ìîæåò èìåòü ïîëíûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è
ïðè íàëè÷èè êðàòíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.31). È â ýòîì ñëó÷àå
îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.29) èìååò âèä (6.32). Åñëè æå ó êàíîíè÷åñêîé ôîðìû
ìàòðèöû A èìåþòñÿ æîðäàíîâû êëåòêè, òî äëÿ îòûñêàíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(6.29) íóæíî ïîñòóïàòü òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Íà ýòîì ìû îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

Óïðàæíåíèå 6.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.29) ñ ìàòðèöåé

A =

[−1 −1
1 −1

]

Îòâåò.

y(n) =





c1



− sin

3πn

4

cos
3πn

4


 + c2




cos
3πn

4

sin
3πn

4








qn/2.

6.5 Ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
Äî ñèõ ïîð ìû îáñóæäàëè âîïðîñû îòûñêàíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíå-
íèÿ, êîòîðîå çàâèñèò îò k ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, åñëè óðàâíåíèå èìååò ïîðÿäîê
k. ×òîáû âûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, êàê è â ñëó÷àå
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ k-ãî ïîðÿäêà, íóæíî çàäàòü k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
íà÷àëüíûõ èëè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Êàê è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
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Çàéìåìñÿ ýòîé çàäà÷åé, ðåøåíèå êîòîðîé ïîíàäîáèòñÿ íàì ïðè äàëüíåéøèõ èññëå-
äîâàíèÿõ. Ïóñòü

−yn+1 + 2yn − yn−1 = λyn, n = 1, . . . , N − 1, y0 = yN = 0. (6.33)

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ), ïðè êîòîðûõ
îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (6.33) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Åñëè èñêëþ÷èòü èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ (6.33) íåèçâåñòíîå y0, à èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ � íåèçâåñòíîå yN , òî ïîëó-
÷èì îáû÷íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ òðåõäèàãîíàëüíîé
ìàòðèöû

A =




2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 2




,

ïîðÿäîê êîòîðîé ðàâåí N − 1. Ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà, è ïîòîìó åå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíû, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(v, w) :=
N−1∑
i=1

viwi.

Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è (6.33).
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (6.33) â âèäå

−yn+1 + 2(1− λ/2)yn − yn−1 = 0, n = 1, . . . , N − 1

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
|1− λ/2| 6 1, ò.å. 0 6 λ 6 4. (6.34)

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî α ìîæíî ïîëîæèòü

1− λ/2 = cos α/N (6.35)

è ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå òàê

yn+1 − 2 cos
α

N
yn + yn−1 = 0. (6.36)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå óðàâíåíèþ (6.36), åñòü

q2 − 2 cos
α

N
q + 1 = 0,

à åãî êîðíè ñóòü

q1,2 = cos
α

N
±

√
cos2

α

N
− 1 = cos

α

N
± i sin

α

N
= e±αi/N .
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Òåì ñàìûì,
yn = c1 sin

αn

N
+ c2 cos

αn

N
(6.37)

åñòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.36). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (6.34). Áóäåì èìåòü

y0 = c2 = 0, yN = c1 sin α = 0. (6.38)

Ïîñêîëüêó c1 íå ìîæåò áûòü íóëåâûì, òî îòñþäà íàõîäèì, ÷òî sin α = 0 è, ñëåäîâà-
òåëüíî,

α = kπ, k ∈ Z. (6.39)
Èç (6.35) íàõîäèì

λ = λk = 2

(
1− cos

kπ

N

)
= 4 sin2 kπ

2N
, k ∈ Z, (6.40)

à èç (6.38) �
yn = y(k)

n = c1 sin
kπn

N
. (6.41)

Ïðè k = 0 ðåøåíèå y
(0)
n ≡ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî λ0 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì. Ïðè k = N ðåøåíèå y
(N)
n = c sin Nπ ≡ 0, è λN òîæå íå ìîæåò áûòü

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λk = 4 sin2 kπ

2N
, k = 1, . . . , N − 1 (6.42)

ðàçëè÷íû, èáî ôóíêöèÿ sin t ïðè 0 < t < π/2 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Ïîñêîëüêó
èçó÷àåìàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
ìàòðèöû (N − 1) ïîðÿäêà, òî ñîîòíîøåíèÿ (6.42) çàäàþò âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
çàäà÷è (6.33). Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

y(k)
n = c1 sin

kπn

N
, k = 1, . . . , N − 1 (6.43)

îðòîãîíàëüíû. Ïîäñ÷èòàåì èõ íîðìû

‖y(k)
n ‖2 =

(
y(k)

n , y(k)
n

)
= c2

1

N−1∑
n=1

sin2 kπn

N
=

= c2
1

N−1∑
n=1

1− cos
2kπn

N
2

= c2
1

[
N − 1

2
− 1

2

N−1∑
n=1

cos
2kπn

N

]
.

Äàëåå,
N−1∑
n=1

cos
2kπn

N
= Re

N−1∑
n=1

(
e

2ikπ
N

)n

= Re e2ikπ − e2ikπ/N

e2ikπ/N − 1
= −1.
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Òåì ñàìûì,
‖y(k)

n ‖2 = c2
1 N/2 = 1 ïðè c1 =

√
2/N, (6.44)

à îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñóòü

y(k)
n =

√
2/N sin

kπn

N
, k = 1, . . . , N − 1. (6.45)

Èç (6.42) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðåäïîëîæåíèå (6.34) âûïîëíå-
íî. Ïîýòîìó â ðàññìîòðåíèè ïðîòèâîïîëîæíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñìûñëà íåò.

Óïðàæíåíèå 6.3. Ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

− yn+1 + 2yn − yn−1, n = 1, . . . , N − 1,

− y1 + y0 +
λ

2
y0 = 0, yN − yN−1 +

λ

2
yN = 0.

Îòâåò.
λk = 4 sin2 kπ

2N
, k = 0, . . . , N, y

(k)
n =

√
2/N cos

kπn

N
.
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Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

7.1 Îáùèå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû
Ôóíêöèþ ρ(x) 6≡ 0 áóäåì íàçûâàòü âåñîâîé ôóíêöèåé íà èíòåðâàëå (−1, 1), åñëè íà
ýòîì èíòåðâàëå îíà íåîòðèöàòåëüíà è èíòåãðèðóåìà.

Ïóñòü íà (−1, 1) çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

P0(x), P1(x), . . . , Pn(x), . . . , (7.1)

â êîòîðîé êàæäûé ìíîãî÷ëåí Pn(x) èìååò ñòåïåíü n. Åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîãî÷ëå-
íîâ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

( Pm , Pn ) :=

1∫

−1

ρ(x)Pm(x)Pn(x)dx = 0, m 6= n,

òî ìíîãî÷ëåíû (7.1) íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè íà (−1, 1) ñ âåñîì ρ(x).

Ëåììà 7.1. Åñëè â ñèñòåìå èç (n + 1) îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

P0(x), P1(x), . . . , Pn(x)

êàæäûé ìíîãî÷ëåí Pk(x) èìååò ñòåïåíü k, òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí Qn(x) ñòåïåíè n
ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå

Qn(x) = a0P0(x) + a1P1(x) + · · ·+ anPn(x). (7.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Pk(x) èìåþò âèä

Pk(x) = c
(k)
0 + c

(k)
1 x + · · ·+ c

(k)
k xk, c

(k)
k 6= 0,

à ìíîãî÷ëåí
Qn(x) = c0 + c1x + · · ·+ cnxn.

69
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â (7.2) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ xk, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ak

c
(0)
0 a0 + c

(1)
0 a1 + c

(2)
0 a2 + . . . + c

(n)
0 an = c0,

c
(1)
1 a1 + c

(2)
1 a2 + . . . + c

(n)
1 an = c1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c
(n)
n an = cn.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû êîýôôèöèåíòû c
(k)
k ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ îò-

ëè÷íû îò íóëÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 7.1. Óìíîæàÿ ñîîòíîøåíèå (7.2) íà ρ(x)Pk(x) è èíòåãðèðóÿ ðåçóëüòàò ïî
èíòåðâàëó (−1, 1), ëåãêî íàõîäèì, ÷òî

ak =
( Pk , Qn )

‖Pk‖2
, ‖Pk‖2 = ( Pk , Pk ).

Ëåììà 7.2. Äëÿ âñÿêîé âåñîâîé ôóíêöèè ρ(x) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ {Pn(x)}, èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíûé
êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè x ìíîãî÷ëåíà
Pn(x) ÷åðåç µn. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì ìåòîäîì ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè. Èìååì, P0(x) = µ0 > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

( P0 , P0 ) = µ2
0( 1 , 1 ) = 1.

Ïîýòîìó
µ0 = 1/

√
( 1 , 1 )

è ìíîãî÷ëåí P0(x) îïðåäåëåí.
Ïóñòü îïðåäåëåíû îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû

P0(x), P1(x), . . . , Pn−1(x).

Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí Pn(x). Áóäåì åãî èñêàòü â âèäå Pn(x) = µnxn + Qn−1(x). Â ñèëó
ëåììû 7.1 íàõîäèì, ÷òî

Pn(x) = µnx
n +

n−1∑

k=0

akPk(x),

ãäå ÷èñëà µn è ak ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Óìíîæàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñêàëÿðíî íà
Pm(x), m = 0, . . . , n− 1, íàõîäèì, ÷òî

0 = µn ( xn , Pm(x) ) + am, m = 0, . . . , n− 1,
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ò.å.
am = −µn ( xn , Pm(x) )

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Pn(x) = µn

[
xn −

n−1∑

k=0

( xn , Pk ) xk

]

åñòü ïðîèçâîëüíûé îðòîãîíàëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Óìíîæàÿ åãî ñêàëÿðíî íà
ñàìîãî ñåáÿ è òðåáóÿ íîðìèðîâàííîñòè, íàõîäèì

1 = µ2
n




(
xn −

n−1∑

k=1

( xn , Pk )xk

)2

, 1




︸ ︷︷ ︸
∨
0

.

Îòñþäà îïðåäåëÿåì µn > 0. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.3. Åñëè Pn(x) ïðèíàäëåæèò ñîâîêóïíîñòè îðòîãîíàëüíûõ ñ âåñîì ρ(x)
ìíîãî÷ëåíîâ, òî äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà Qm(x) ñòåïåíè m < n

( Qm , Pn(x) ) = 0, m < n. (7.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 7.1

Qm(x) = a0P0(x) + a1P1(x) + · · ·+ amPm(x).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (7.3), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 7.4. Åñëè âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) ÷åòíàÿ, òî êàæäûé îðòîãîíàëüíûé ìíîãî-
÷ëåí Pn(x) ñîäåðæèò òîëüêî òå ñòåïåíè x, êîòîðûå èìåþò îäèíàêîâóþ ñ íîìåðîì
n ÷åòíîñòü, ò.å.

Pn(−x) ≡ (−1)nPn(x). (7.4)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ρ(x) = ρ(−x) è

1∫

−1

ρ(x)Pn(x)Pm(x)dx = 0, m = 0, . . . , n− 1.

Çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x = −t ýòè óñëîâèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

1∫

−1

ρ(t)Pn(−t)Pm(−t)dt = 0, m = 0, . . . , n− 1,
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ò.å. Pm(−t) òîæå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Íî â ñèëó ëåììû 7.2 ëþáîé îðòîãîíàëü-
íûé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, è ïîýòîìó

Pn(−x) = cnPn(x).

Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî
(−1)nanx

n = cnanxn,

ò.å. cn = (−1)n è ïîýòîìó
Pn(−x) = (−1)nPn(x).

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 7.1. Äëÿ ëþáûõ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñïðà-
âåäëèâà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà

αnPn+1(x) = (x− βn)Pn(x)− γnPn−1(x). (7.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì (7.5) â âèäå
xPn(x) = αnPn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x).

Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñòîèò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n + 1. Â ñèëó ëåììû 7.1 îí
ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî ìíîãî÷ëåíàì P0, . . . , Pn+1

xPn(x) =
n+1∑

k=0

c
(n+1)
k Pk(x), (7.6)

ãäå â ñèëó çàìå÷àíèÿ 7.1
c
(n+1)
k =

( xPn , Pk )

‖Pk‖2
. (7.7)

Íî òîãäà ñ ó÷åòîì (7.6)

c
(n+1)
k =

1

‖Pk‖2
( Pn , xPk ) =

1

‖Pk‖2

(
Pn ,

k+1∑
j=0

c
(k+1)
j Pj

)
=

=
1

‖Pk‖2

k+1∑
j=0

c
(k+1)
j ( Pn , Pj ) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè k + 1 < n, òî
c
(n+1)
k = 0, k + 1 < n

è ïîýòîìó
xPn(x) = c

(n+1)
n+1 Pn+1(x) + c(n+1)

n Pn(x) + c
(n+1)
n−1 Pn−1(x), (7.8)

ò.å.
αn = c

(n+1)
n+1 , βn = c(n+1)

n , γn = c
(n+1)
n−1 . (7.9)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 7.2. Âñå íóëè îðòîãîíàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà Pn(x) äåéñòâèòåëüíû, ðàçëè÷íû
è ðàñïîëîæåíû íà èíòåðâàëå (−1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn(x) íà (−1, 1) ìåíÿåò
çíàê n ðàç. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn(x) ìåíÿåò çíàê òîëüêî â òî÷êàõ
ξ1, ξ2, . . . , ξm, ãäå m < n. Òîãäà ìíîãî÷ëåí

Qm(x) = (x− ξ1)(x− ξ2) . . . (x− ξm)

òàêæå ìåíÿåò çíàê òî÷íî â ýòèõ æå ñàìûõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå
Pn(x)Qm(x) 6≡ 0 ñîõðàíÿåò çíàê íà (−1, 1) è ñëåäîâàòåëüíî

1∫

−1

ρ(x)Pn(x)Qm(x)dx 6= 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 7.3. Ïðîòèâîðå÷èå ñíèìàåòñÿ, åñëè n = m. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 7.2. Â ñèëó äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ íóëåé x
(n)
k îðòîãîíàëüíîãî ìíîãî-

÷ëåíà Pn(x) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

−1 < x
(n)
1 < x

(n)
2 < · · · < x

(n)
k < · · · < x(n)

n < 1. (7.10)

7.2 Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îäíîðîäíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè

yn − 2xyn−1 + yn−2 = 0. (7.11)
Çäåñü x � ïàðàìåòð. Ïîñòàâèì äëÿ (7.11) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

y0 = 1, y1 = x. (7.12)

Òîãäà
y2 = 2x · x− 1 = 2x2 − 1,

y3 = 2x(2x2 − 1)− x = 4x3 − 3x,

y4 = 8x4 − 8x2 + 1, . . . .

(7.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.11), (7.12) â óçëå n åñòü ìíîãî÷ëåí îò x
ñòåïåíè n.

Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (7.11), (7.12) â ÿâíîì âèäå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (7.11) èìååò âèä

q2 − 2xq + 1 = 0,
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à åãî êîðíè ñóòü
q1 = q = x +

√
x2 − 1 è q2 = 1/q. (7.14)

Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.11) åñòü

yn = c1q
n + c2q

−n.

Ïîëàãàÿ çäåñü n = 0 è n = 1 è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (7.12),
íàõîäèì, ÷òî

y0 = c1 + c2 = 1,

y1 = c1q + c2q
−1 = x.

(7.15)

Ïðåîáðàçåì âòîðîå èç óðàâíåíèé (7.15) ñ ó÷åòîì (7.14) è ïåðâîãî óðàâíåíèÿ,

y1 = c1(x +
√

x2 − 1) + c2(x−
√

x2 − 1) =

= (c1 + c2)x + (c1 − c2)
√

x2 − 1 = x + (c1 − c2)
√

x2 − 1 = x.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî c1 = c2, à ñ ó÷åòîì (7.15) íàõîäèì, ÷òî

c1 = c2 = 1/2,

è ïîýòîìó
yn =

qn + q−n

2
(7.16)

åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (7.11), (7.12).
Êàê áûëî çàìå÷åíî ðàíüøå, ýòî åñòü ìíîãî÷ëåí îò x ñòåïåíè n. Ïóñòü |x| < 1.

Òîãäà â ñèëó (7.14)
q = x + i

√
1− x2

è, ñëåäîâàòåëüíî, |q| = 1. Ïóñòü q = eiϕ. Òîãäà

x = cos ϕ, ϕ = arccos x, (7.17)

yn =
einϕ + e−inϕ

2
= cos nϕ = cos[n arccos x].

Îïðåäåëåíèå 7.1. Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Tn(x) = cos[n arccos x], |x| < 1, n = 0, 1, . . . (7.18)

íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.

Îíè ïðèíàäëåæàò ê ñåìåéñòâó îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îïðåäåëèì âåñîâóþ
ôóíêöèþ ρ(x), ïðè êîòîðîé ìíîãî÷ëåíû Tn(x) áóäóò îðòîãîíàëüíûìè. Èç (7.17) ñëå-
äóåò, ÷òî

dϕ = − dx√
1− x2

, x = 1 ïðè ϕ = 0 è x = −1 ïðè ϕ = π.



7.3. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ ×ÅÁÛØÅÂÀ 75

Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå (7.18), íàõîäèì, ÷òî ïðè m 6= n

0 =

π∫

0

cos mϕ cos nϕdϕ =

1∫

−1

1√
1− x2

Tm(x)Tn(x)dx.

Òåì ñàìûì
ρ(x) = (1− x2)−1/2. (7.19)

7.3 Ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà
1◦. Ïðè ÷åòíîì n ìíîãî÷ëåí Tn(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé x, à ïðè íå÷åòíîì n �
íå÷åòíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç (7.19) è ëåììû 7.4.
2◦. Êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Tn(x) äëÿ n > 1 ðàâåí 2n−1, ò.å.
µn = 2n−1, à

Tn(x) = 2n−1xn + . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó (7.11).
3◦. Íóëè ìíîãî÷ëåíà Tn(x) ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ

xk = − cos
(2k − 1)π

2n
, k = 1, 2, . . . , n. (7.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (7.18) íàõîäèì, ÷òî

n arccos xk = −π

2
+ kπ =

(2k − 1)π

2

èëè
arccos xk =

(2k − 1)π

2n
,

ò.å.
xk = cos

(2k − 1)π

2n
, k = 1, n.

Òàê êàê ôóíêöèè Tn(x) ÿâëÿþòñÿ ëèáî ÷åòíûìè, ëèáî íå÷åòíûìè, òî íóëè Tn(x)
ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò

xn+1−k = −xk = − cos
(2k − 1)π

2n
.

Ïåðåíóìåðîâûâàÿ íóëè â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïðèõîäèì ê (7.20).
4◦. max

[−1,1]
|Tn(x)| = 1, ïðè÷åì

Tn(xm) = (−1)m,
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ãäå
xm = − cos

mπ

n
, m = 0, . . . , n. (7.21)

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
5◦. Ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñ åäèíè÷íûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ñòàðøåé
ñòåïåíè ìíîãî÷ëåí

T n(x) =
1

2n−1
Tn(x), n > 1

íà [−1, 1] èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. äîïóñòèì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìíî-

ãî÷ëåíà P n(x) = xn + . . . , ÷òî

max
[−1,1]

|P n(x)| < max
[−1,1]

|T n(x)|. (7.22)

Òîãäà T n(x) − P n(x) 6≡ 0 è ýòî åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå (n − 1). Áîëåå
òîãî, â (n + 1) òî÷êå (7.21) ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèíèìàåò îòëè÷íûå îò íóëÿ çíà÷åíèÿ
ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè.

−1 Pn

T

xm−1

× × ×
xm xm+1xm

Ðèñ. 1

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí T n(x) − P n(x) ñòåïåíè ìåíüøåé n
îáðàùàåòñÿ â íóëü ïî êðàéíåé ìåðå â n òî÷êàõ, ÷òî íåâîçìîæíî.

Çàìå÷àíèå 7.3. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè P n(x) = xn + . . . , n > 1, è

max
[−1,1]

|P n(x)| = 2−n+1,

òî P n(x) ≡ T n(x) = 2−n−1Tn(x).
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Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 5◦ ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà Tn(x) íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè,
íàèìåíåå óêëîíÿþùèìèñÿ îò íóëÿ.

6◦. Åñëè x > 1, òî
Tn(x) = chnArch x,

ãäå
Arch x = ln(x +

√
x2 − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (7.16)

Tn(x) =
qn + q−n

2
=

en ln q + e−n ln q

2
= chn ln q = chn ln(x +

√
x2 − 1).

Çàìå÷àíèå 7.4. Arch x � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê ch x.

Óïðàæíåíèå 7.1. Äîêàçàòü, ÷òî

chArchx = x, Arch ch x = x.

7.4 Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà
Ìíîãî÷ëåíàìè Ëåæàíäðà íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó
íà [−1, 1] ñ âåñîì ρ ≡ 1. Îáîçíà÷àþòñÿ îíè ÷åðåç Pn(x)

1∫

−1

Pm(x)Pn(x)dx = 0, m 6= n.

Åñëè P0(x) ≡ 1, òî P1(x) ≡ x.
Òðåõòî÷å÷íîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà èìååò âèä

(n + 1)Pn+1(x)− (2n + 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0

è ñëåäîâàòåëüíî
P2(x) =

1

2
(3x2 − 1), P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x),

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3),

P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)

è ò.ä.
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� 8

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû

Â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ax = b (8.1)

ñ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé áûëè ðàññìîòðåíû ÷åòûðå ïðÿìûõ ìåòîäà
îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ:

à) ìåòîä Ãàóññà (LU -ðàçëîæåíèå, òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå) è åãî ìîäèôèêàöèÿ ñ
âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà,

á) ìåòîä Õîëåöêîãî, ïðèìåíÿåìûé â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé ìàòðèöû,

â) ìåòîä âðàùåíèé,

ã) ìåòîä îòðàæåíèé.

Âñå ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò â ïðèíöèïå (ïðè îòñóòñòâèè îøèáîê îêðóãëåíèÿ) íàéòè
òî÷íîå ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëî äåéñòâèé. Ýòî ÷èñëî äåéñòâèé áûëî îöåíåíî íàìè
âåëè÷èíîé O(n3), ãäå n � ïîðÿäîê ñèñòåìû. Åñëè ìàòðèöà A ñèñòåìû èìååò ëåíòî÷íóþ
ñòðóêòóðó ñ ïîëóøèðèíîé ëåíòû p ìíîãî ìåíüøåé n, òî ëåíòî÷íûå âàðèàíòû ïåðâûõ
äâóõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿþò íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå ñ ìåíüøåé, ÷åì O(n3), çàòðàòîé äåé-
ñòâèé.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì äðóãîé êëàññ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8.1) �
èòåðàöèîííûõ. Ýòè ìåòîäû, êàê ïðàâèëî, åñëè è ïîçâîëÿþò íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (8.1), òî òîëüêî êàê ïðåäåë ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà èòåðàöèé (à, ñëåäîâàòåëüíî,
è äåéñòâèé) ê áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷, âñòðå÷àþùèõñÿ â
ïðèëîæåíèÿõ, òå èëè èíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå
ñ òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçóåìûõ òðóäîçàòðàò, ÷åì îïèñàííûå ïðÿìûå.
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8.1 Îäíîøàãîâûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû
Èç êóðñà "Ââåäåíèå â ÷èñëåííûå ìåòîäû"èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå îäíîøàãîâûå èòåðà-
öèîííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òàê íàçûâàåìîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

B
xk+1 − xk

τ
+ Axk = b, k = 0, 1, . . . , (8.2)

ãäå B � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿþùàÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä, à τ � èòåðàöèîííûé
ïàðàìåòð. Â ÷àñòíîñòè, â âèäå (8.2) ìîãóò áûòü çàïèñàíû ìåòîä ßêîáè, ìåòîä Ãàóññà-
Çåéäåëÿ, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè, ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî

A = AT > 0, B = BT > 0. (8.3)

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â êóðñå "Ââåäåíèå â ÷èñëåííûå ìåòîäû"äîêàçàíî, ÷òî åñëè

B >
τ

2
A, (8.4)

ò.å. åñëè äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x ñïðàâåäëèâî
( Bx , x ) > τ

2
( Ax , x ), òî èòåðàöèîííûé ìåòîä (8.2) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

Äëÿ ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé, êîòîðûé èìååò âèä (8.2) ñ
B = I, êðîìå òîãî, äàíà è îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Èìåííî, åñëè

τ = 2/(λ1 + λn), (8.5)

ãäå λ1 è λn, ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
A, òî äëÿ ïîãðåøíîñòè èòåðàöèé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥∥ x− xk
∥∥6 q

∥∥ x− xk−1
∥∥, q =

λn − λ1

λn + λ1

=
1− λ1/λn

1 + λ1/λn

< 1, (8.6)

ãäå ‖ · ‖ � åâêëèäîâà äëèíà.
Èç (8.6) ñëåäóåò, ÷òî åñëè λn À λ1, òî ÷èñëî q î÷åíü áëèçêî ê åäèíèöå, à ñêîðîñòü

ñõîäèìîñòè èòåðàöèé î÷åíü íèçêàÿ. Íî ïðè óêàçàííîì âûáîðå íîðìû âåêòîðà

‖A‖ = max
i

λi(A) = λn, ‖A−1‖ = max
i

λi(A
−1) = λ−1

1

è
λn/λ1 = ‖A‖ ‖A−1‖ = condA := κ(A) := κ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìàòðèöà A ïëîõî îáóñëîâëåíà, à ýòî òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ, òî ìåòîä
ïðîñòûõ èòåðàöèé áóäåò ñõîäèòüñÿ î÷åíü ìåäëåííî.
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8.2 Íåÿâíûå ìåòîäû
Êàêèå åñòü ïóòè óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ? Èçó÷èì
âëèÿíèå ìàòðèöû B èç (8.2) íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Â ñèëó (8.3) ñóùåñòâóåò ìàòðèöà
B1/2 òàêàÿ, ÷òî

B1/2 =
(
B1/2

)T
> 0 è B1/2 B1/2 = B.

Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì èç ìàòðèöû B.
Íàïîìíèì ïîñòðîåíèå ìàòðèöû B1/2. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû B, à ξ

� îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð, ò.å. Bξ = λξ. Ïåðåíóìåðóåì âñå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ìàòðèöû B è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Λ = diag (λ1, λ2, . . . , λn),
îáðàçîâàííóþ ýòèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, è îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó Ξ = [ξ1ξ2 . . . ξn],
îáðàçîâàííóþ îðòîíîðìèðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ξi ìàòðèöû B, óïîðÿäî÷åííû-
ìè â ñîîòâåòñòâèè ñ íóìåðàöèåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîñêîëüêó ΞΛ = [λ1ξ1λ2ξ2 . . . λnξn],
òî BΞ = ΞΛ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B = ΞΛΞT .
Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà Λ1/2 = diag (

√
λ1,

√
λ2, . . . ,

√
λn). Ïîýòîìó B1/2 = ΞΛ1/2ΞT .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

B1/2xk = yk, xk =
(
B1/2

)−1
yk = B−1/2yk. (8.7)

Òîãäà (8.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

B1/2yk+1 − yk

τ
+ AB−1/2yk = b,

à ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ìàòðèöû B−1/2, ïîëó÷èì

yk+1 − yk

τ
+ B−1/2AB−1/2yk = B−1/2b =: f. (8.8)

Îáîçíà÷àÿ
B−1/2AB−1/2 = C, (8.9)

áóäåì èìåòü ñîîòíîøåíèÿ

yk+1 − yk

τ
+ Cyk = f, k = 0, 1, . . . , (8.10)

êîòîðûå ïî ôîðìå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ (8.2). Î÷åâèäíî, ÷òî C = CT > 0, è ïîýòîìó
äëÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (8.10) (à ýòî åñòü ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé) ïðè

τ =
2

λ1(C) + λn(C)
(8.11)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∥∥ yk+1 − y

∥∥6 q(C)
∥∥ yk − y

∥∥, q(C) =
λn(C)− λ1(C)

λn(C) + λ1(C)
< 1, (8.12)
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ãäå λ1(C) è λn(C) � ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ìàòðèöû C:

Cξ = λ(C)ξ. (8.13)
Çäåñü ξ � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû C. Ïîäñòàâëÿÿ â (8.13) ïðåäñòàâëåíèå C èç
(8.9), ïîëó÷èì

B−1/2AB−1/2ξ = λ(C)ξ,

à, îáîçíà÷àÿ
B−1/2ξ = η, ξ = B1/2η

è ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåé çàäà÷å ìàòðèöó B1/2, áóäåì èìåòü

Aη = λ(C)Bη. (8.14)

Òàêèì îáðàçîì, λ1(C) è λn(C) ñóòü ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (8.14).

Ïîäñòàâëÿÿ â (8.12) yk èç (8.7) è îáîçíà÷àÿ ( Bx , x ) = ‖x‖2
B, ïîëó÷èì

∥∥ xk − x
∥∥

B
6 q(C)

∥∥ xk−1 − x
∥∥

B
.

Èòàê, åñëè B = BT > 0 òàêîâà, ÷òî

λn/λ1 > λn(C)/λ1(C),

òî èòåðàöèîííûé ìåòîä (8.2), (8.11) ñ ýòîé ìàòðèöåé B áóäåò ñõîäèòüñÿ áûñòðåå (â
ñìûñëå B-íîðìû), ÷åì ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé. Íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
ìû ïîëó÷èì, âûáèðàÿ B = A. Òîãäà

C = I, λ1(C) = λn(C) = 1, τ = 1

è (8.2) ïðèíèìàåò âèä
Axk = b,

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ (8.1). Ìåòîä ñõîäèòñÿ çà îäíó èòåðàöèþ.
Ëó÷øåãî áûòü íå ìîæåò. Íî ìû ïðèøëè ê òîìó, îò ÷åãî õîòåëè óéòè: íàì ñíîâà íóæíî
ðåøàòü ñèñòåìó (8.1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà âûáîð ìàòðèöû B íóæíî íàëîæèòü
âåñüìà ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ � ìàòðèöà B äîëæíà áûòü îòíîñèòåëüíî ëåãêî îáðà-
òèìà. Òàêîâûìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå è òðåóãîëüíûå ìàòðèöû. Õîòÿ
ïîñëåäíèå è íå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè, ýòî íåóäîáñòâî ëåãêî óñòðàíèòü, âûáè-
ðàÿ â êà÷åñòâå B ïîäõîäÿùåå ïðîèçâåäåíèå òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Îäíàêî ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè ìåòîäà (8.2) ïðè òàêîì âûáîðå B èç î÷åâèäíûõ ñîîáðàæåíèé îñòàåòñÿ
ñðàâíèòåëüíî íèçêîé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî ðåãóëÿðíûõ ñïîñîáîâ õîðîøåãî âûáîðà ìàòðèöû
B äëÿ ïðîèçâîëüíîé A. Âñå óäà÷íûå íàõîäêè òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíû ñî ñïåöèôèêîé
ìàòðèöû A.
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8.3 Íåñòàöèîíàðíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû
Äðóãîé ïóòü óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (8.2) ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû âìåñòî îäíîãî èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà τ èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî �
ñâîé èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð íà êàæäîé èòåðàöèè. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû òàêîãî òèïà
íàçûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè è èìåþò âèä

B
xk+1 − xk

τk+1

+ Axk = b, k = 0, 1, . . . (8.15)

èëè ñ ó÷åòîì (8.7), (8.10)

yk+1 − yk

τk+1

+ Cyk = f, k = 0, 1, . . . . (8.16)

Óêàæåì îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âûáîðà èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ τk. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèå

zk = yk − y,

ãäå
Cy = f, (8.17)

è âû÷òåì (8.17) èç (8.16). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ zk:

zk+1 − zk

τk+1

+ Czk = 0, k = 0, 1, . . . , z0 = y0 − y. (8.18)

Îòñþäà
zk+1 = (I − τk+1C)zk,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

zk =
k∏

j=1

(I − τjC)z0, (8.19)

ò.å.
zk = Pk(C)z0,

ãäå

Pk(t) =
k∏

j=1

(1− τjt) = 1 + a
(k)
1 t + · · ·+ a

(k)
k tk. (8.20)

Èç (8.19) íàõîäèì, ÷òî

‖zk‖ = ‖yk − y‖ =

∥∥∥∥
k∏

j=1

(I − τjC)z0

∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥

k∏
j=1

(I − τjC)

∥∥∥∥ ‖z0‖. (8.21)
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Íî ∥∥∥∥
k∏

j=1

(I − τjC)

∥∥∥∥ = max
l

∣∣λl

(
Pk(C)

)∣∣ = max
l

∣∣Pk

(
λl(C)

)∣∣. (8.22)

Ïîñêîëüêó ìû õîòèì, ÷òîáû èòåðàöèè ñõîäèëèñü êàê ìîæíî áûñòðåå, òî ìîæíî ïîñòà-
âèòü çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ‖Pk(C)‖ â çàâèñèìîñòè îò èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ τj,
j = 1, k. Â ñèëó (8.20), (8.22) ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
Pk(t) ñòåïåíè k ñ åäèíè÷íûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, êîòîðûé â òî÷êàõ ñïåêòðà ìàòðèöû C
íàèáîëåå áëèçîê ê íóëþ. Íî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ïðàêòè÷åñêè íå ðàçðåøèìà. Îäíàêî
âìåñòî íåå ìîæíî ïîñòàâèòü áëèçêóþ çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè Pk(t), íàèìåíåå îòêëîíÿþ-
ùåãîñÿ îò íóëÿ íå íà ñïåêòðå, à íà îòðåçêå [λ1, λn], ãäå ýòîò ñïåêòð ðàñïîëîæåí. Ýòà
çàäà÷à ìíîãî ïðîùå, è ðåøåíèå åå èçâåñòíî. Íàéäåì ýòî ðåøåíèå.

Èòàê, ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k òàêèõ, ÷òî Qk(0) = 1 (ñì. (8.20)), òðåáóåòñÿ
íàéòè ìíîãî÷ëåí Pk(t), ìàêñèìóì ìîäóëÿ êîòîðîãî íà [λ1, λn] ìèíèìàëåí.

Ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé t = ax + b ïåðåâåäåì îòðåçîê [λ1, λn] â îòðåçîê
[1,−1]. Èìååì

λ1 = a + b
λn = −a + b

}
, b =

λ1 + λn

2
, a =

λ1 − λn

2
,

ò.å.
t =

λn + λ1

2
− λn − λ1

2
x =

λ1 + λn

2

[
1− λn − λ1

λn + λ1

x

]
=

1

τ0

[1− ρ0x], (8.23)

ãäå
τ0 =

2

λ1 + λn

, ρ0 =
λn − λ1

λn + λ1

< 1. (8.24)

Çàìåòèì, ÷òî τ0 ñîâïàäàåò ñ τ èç (8.5), (8.11) äëÿ ñòàöèîíàðíîãî èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà, à ρ0 ñîâïàäàåò ñ q èç (8.6), (8.12) è õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî
ïðîöåññà.

Ïóñòü
Pk(t) = P̂k(x). (8.25)

Ïîñêîëüêó t = 0 îòâå÷àåò òî÷êà x = ρ−1
0 (ñì. (8.23)), òî äîëæíî áûòü

Pk(0) = P̂k

(
1

ρ0

)
= 1. (8.26)

Íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê îòûñêàíèþ ìíîãî÷ëåíà P̂k(x), íàèìåíåå îòêëîíÿþùåãîñÿ îò
íóëÿ íà [−1, 1] è óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (8.26). Ñ ïîõîæåé çàäà÷åé ìû óæå ñòàë-
êèâàëèñü íà ïðîøëîé ëåêöèè. Ìû çíàåì, ÷òî ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k âèäà xk+. . .
íàèìåíåå îòêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ íà [−1, 1] ìíîãî÷ëåí

T k(x) =
1

2k−1
Tk(x),
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ãäå Tk(x) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Ðàçóìååòñÿ, ñàì ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà
Tk(x) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíåå îòêëîíÿþùèìñÿ îò íóëÿ íà [−1, 1] ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ âèäà
Pk(x) = 2k−1xk + . . . .

Ïóñòü Tk

(
1
ρ0

)
= 1

qk
. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå äàåò ìíîãî÷ëåí

P̂k(x) = qkTk(x). (8.27)

Èç ñâîéñòâà 6◦ ìíîãî÷ëåíîâ Tk

qk =

[
ch kArch 1

ρ0

]−1

< 1. (8.28)

Ïîëó÷èì åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ qk. Èç (8.28)

ch kArch 1

ρ0

=
1

qk

.

Îòñþäà

kArch 1

ρ0

≡ k ln
1 +

√
1− ρ2

0

ρ0

= Arch 1

qk

≡ ln
1 +

√
1− q2

k

qk

.

Ïóñòü

ρ1 =
ρ0

1 +
√

1− ρ2
0

=
λn−λ1

λn+λ1

1 +

√
1−

(
λn−λ1

λn+λ1

)2
=

λn − λ1

λn + λ1 + 2
√

λ1λn

=

=

√
λn −

√
λ1√

λn +
√

λ1

=
1−

√
λ1/λn

1 +
√

λ1/λn

.

(8.29)

Òîãäà

ln
1 +

√
1− q2

k

qk

= k ln
1

ρ1

= ln ρ−k
1

è
1 +

√
1− q2

k

qk

= ρ−k
1 .

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî q2
k, íàõîäèì, ÷òî

qk =
2ρ−k

1

1 + ρ−2k
1

=
2ρk

1

1 + ρ2k
1

. (8.30)

Èòàê, ìû íàøëè òàêîé ìíîãî÷ëåí

P̂k(x) = qkTk(x),
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÷òî
max
[−1,1]

∣∣P̂k(x)
∣∣ = qk

è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (8.21), (8.7) èìååì îöåíêó ñõîäèìîñòè

‖zk‖ = ‖x− xk‖B 6 qk ‖x− x0‖B. (8.31)

Ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ τj. Èç (8.25), (8.27) è (8.23)
ñëåäóåò, ÷òî íóëè ïîëèíîìîâ Pk(t) è Tk

(
1−τ0t

ρ0

)
ñîâïàäàþò. Òàê êàê ïîëèíîì Pk(t)

èìååò íóëè â òî÷êàõ t = 1/τj, j = 1, k, à íóëÿìè ïîëèíîìà ×åáûøåâà Tk(x) ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà (7.21)

xj = − cos
(2j − 1)π

2k
, j = 1, k,

òî ñ ó÷åòîì (8.23) íàõîäèì, ÷òî

τj =
τ0

1 + ρ0µj

, j = 1, k, (8.32)

ãäå
µj ∈ Mk =

{
− cos

2i− 1

2k
π, i = 1, k

}
. (8.33)

Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû äëÿ èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ τj âèäíî, ÷òî äëÿ èõ âû-
÷èñëåíèÿ òðåáóåòñÿ çàäàòü ÷èñëî èòåðàöèé k. Êàê ýòî ñäåëàòü? Îáû÷íî â êà÷åñòâå
óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà áåðåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖zk‖B 6 ε‖z0‖B

è ÷èñëîì èòåðàöèé íàçûâåòñÿ íàèìåíüøåå èç ÷èñåë k, äëÿ êîòîðûõ ýòî íåðàâåíñòâî
âûïîëíÿåòñÿ. Èç (8.31) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà
÷èñëî èòåðàöèé íàõîäèòñÿ èç íåðàâåíñòâà qk 6 ε. Ðåøèì ýòî íåðàâåíñòâî, èñïîëüçóÿ
(8.30):

2ρk
1

1 + ρ2k
1

6 ε.

Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó
(

ρk
1 −

1 +
√

1− ε2

ε

)(
ρk

1 −
1−√1− ε2

ε

)
> 0.

Ïîñêîëüêó ρ1 < 1, òî ïåðâûé ñîìíîæèòåëü îòðèöàòåëåí, è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå

ρk
1 6 1−√1− ε2

ε
=

ε

1 +
√

1− ε2
.
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Îòñþäà

k >
ln

1 +
√

1− ε2

ε
ln 1/ρ1

.

Ïîñêîëüêó ε îáû÷íî ìàëî, òî ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

k > ln 2/ε

ln 1/ρ1

.

Ñðàâíèì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííîãî íåñòàöèîíàðíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòî-
äà ñ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé. Èç (8.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé

‖x− xk‖ 6 q‖x− xk−1‖,
ãäå

q =
1− λ1/λn

1 + λ1/λn

= ρ0

è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖x− xk‖ 6 qk‖x− x0‖.

Åñëè ìû è çäåñü ïîòðåáóåì, ÷òîáû
‖x− xk‖ 6 ε‖x− x0‖,

òî äëÿ ÷èñëà èòåðàöèé k áóäåì èìåòü

k ln
1

ρ0

> ln
1

ε
,

ò.å.
k > ln 1/ε

ln 1/ρ0

. (8.34)

Äëÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöû A

λ1/λn = [condA]−1 ¿ 1,

è ïîýòîìó
1

ρ0

= 1 + 2(condA)−1 + O((condA)−2).

Îòñþäà è èç (8.34)
k ≈ 1

2
condA ln 1/ε. (8.35)

Äëÿ îïòèìàëüíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà áóäåì èìåòü

ρ−1
1 =

1 +
√

(condA)−1

1−
√

(condA)−1
= 1 + 2

√
(condA)−1 + O((condA)−1)

è
k ≈ 1

2
(condA)1/2 ln 2/ε. ,

÷òî ìíîãî ëó÷øå, ÷åì (8.35).
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8.4 Îá óñòîé÷èâîñòè
Ê ñîæàëåíèþ, âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (8.15) ïðè ïðîèçâîëüíîì èñïîëüçîâàíèè èòå-
ðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ íå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè.

M0 = 10−p � ìàøèííûé íóëü.
M∞ = 10p � áåñêîíå÷íîñòü.

103p/4, 10p/2, 10p/4, 10−p/2, 10−3p/4

∏
= 10p/4 ∈ [M0,M∞]

103p/4 · 10p/2︸ ︷︷ ︸ ·10p/4 · 10−p/2 · 10−3p/4︸ ︷︷ ︸ = M∞

10−p/2 · 10−3p/4︸ ︷︷ ︸ ·10p/4 · 103p/4 · 10p/2︸ ︷︷ ︸ = M0

10−3p/4 10p/2 103p/4 10−p/2 10p/4
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Èòåðàöèîííûå ìåòîäû âàðèàöèîííîãî
òèïà

9.1 Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà
Âíîâü îáðàòèìñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

Ax = b, A = AT > 0. (9.1)

Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû èñïîëüçîâàòü ÿâíûé íåñòàöèîíàðíûé ìåòîä
xk+1 − xk

τk+1

+ Axk = b, k = 0, 1, . . . . (9.2)

Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûë óêàçàí ñïîñîá âûáîðà èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ τk, èñ-
ïîëüçóþùèé àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïîëîæåíèè ñïåêòðà ìàòðèöû A. Ñåé÷àñ
ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá âûáîðà ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, zk = xk − x. Òîãäà

zk+1 = zk − τk+1Azk. (9.3)

Âû÷èñëèì A-íîðìó ïîãðåøíîñòè zk+1 è âûðàçèì åå ÷åðåç zk. Èñïîëüçóÿ (9.3), íàõîäèì,
÷òî

‖zk+1‖2
A :=

(
Azk+1, zk+1

)
=

(
A(zk − τk+1Azk), zk − τk+1Azk

)
=

= ‖zk‖2
A − 2τk+1

(
Azk, Azk

)
+ τ 2

k+1

(
A2zk, Azk

)
.

Âûáåðåì τk+1 èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ‖zk+1‖2
A. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî τk+1 è ïðèðàâíèâàÿ

ïðîèçâîäíóþ íóëþ, íàéäåì, ÷òî

−2
(
Azk, Azk

)
+ 2τk+1

(
A2zk, Azk

)
= 0,

ò.å.
τk+1 =

(Azk, Azk)

(A2zk, Azk)
. (9.4)

89
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Êàçàëîñü áû, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå íå ïîçâîëÿåò íàéòè èíòåðåñóþùèé íàñ ïàðàìåòð
τk+1, ïîñêîëüêó zk+1 = xk − x íå èçâåñòíà. Íî íàì îíà è íå íóæíà. Íàì íóæíà

Azk = Axk − Ax = Axk − b = −rk.

Âåëè÷èíà rk íàçûâàåòñÿ íåâÿçêîé. Òåì ñàìûì,

τk+1 =
(rk, rk)

(Ark, rk)
, rk = b− Axk. (9.5)

Ìåòîä (9.2), (9.5) íàçûâåòñÿ ìåòîäîì ñêîðåéøåãî ñïóñêà.
Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî ìåòîäà, êîòîðàÿ è îáúÿñíèò åãî íà-

çâàíèå. Ïóñòü
J(x) =

1

2
(Ax, x)− (b, x) (9.6)

� êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn. Ïîñòàâèì çàäà÷ó îá îòûñêà-
íèè òî÷êè ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íóæíî íàéòè ïåðâûå
ïðîèçâîäíûå (9.6) ïî x1, x2, . . . , xn è ïðèðàâíÿòü èõ íóëþ. Ýòî è áóäóò óðàâíåíèÿ äëÿ
íàõîæäåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà. Ïåðåïèøåì (9.6) â êîîðäèíàòíîì âèäå

J(x) =
1

2

n∑

k,j=1

akjxkxj −
n∑

k=1

bkxk

è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî xi

∂J(x)

∂xi

=
1

2

n∑
j=1

aijxj +
1

2

n∑

k=1

akixk − bi =
n∑

j=1

aijxj − bi, i = 1, . . . , n.

Çàìå÷àíèå 9.1. grad J = Ax− b.

Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ íàèáîëåå áûñòðî óáûâàåò â
íàïðàâëåíèè àíòèãðàäèåíòà.

Èòàê, çàäà÷à îòûñêàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè (9.6) ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ
ñèñòåìû (9.1) ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé. Åñëè ìû íàéäåì ñïîñîá ïðèáëèæåííîãî
íàõîæäåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè (9.6), òî ìû áóäåì èìåòü ìåòîä ïðèáëèæåííîãî
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9.1).

Ïîñòðîèì ìåòîä ìèíèìèçàöèè (9.6). Ïðèìåíèòåëüíî ê (9.6)

∇J(x) = Ax− b,

è ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè ïðèíèìàåò âèä

xk+1 = xk − α∇J(xk) = xk − α(Axk − b) = xk + αrk (9.7)
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èëè
xk+1 − xk

α
+ Axk = b,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (9.2) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ α ðàññìîòðèì

J(xk+1) = J(xk − α∇J(xk)) (9.8)

êàê ôóíêöèþ α è íàéäåì òàêîå çíà÷åíèå α, ïðè êîòîðîì J ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå. Â íàøåì ñëó÷àå

J(xk − α∇J(xk)) =
1

2

(
A(xk − α(Axk − b)), xk − α(Axk − b)

)− (b, xk − α(Axk − b)) =

=
1

2

(
A(xk + αrk), xk + αrk

)− (b, xk + αrk).

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî α è ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, íàõîäèì, ÷òî
(
A(xk + αrk), rk

)− (b, rk) = 0,

îòêóäà
α = αk+1 =

(rk, rk)

(Ark, rk)
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ïîëó÷åííûì çíà÷åíèåì (9.5) èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà. Òåì
ñàìûì, îáà ìåòîäà ñîâïàäàþò, à âòîðîé ìåòîä äàåò èì íàçâàíèå.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 9.1. Èòåðàöèè ïî ìåòîäó ñêîðåéøåãî ñïóñêà (9.2), (9.5) ñõîäÿòñÿ íå
ìåäëåííåå, ÷åì â îïòèìàëüíîì ìåòîäå ïðîñòûõ èòåðàöèé. Èìåííî

‖xk − x‖A 6
(

1− λ1/λn

1 + λ1/λn

)k

‖x0 − x‖A,

ãäå λ1 è λn ñóòü ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (9.3)

‖zk+1‖A = ‖(I − τk+1A)zk‖A,

ïðè÷åì ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èìåííî ïðè τk+1 èç (9.5).
Òåì ñàìûì, ïðè ëþáîì äðóãîì çíà÷åíèè τk+1 ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò òîëüêî áîëüøå, è,
ñëåäîâàòåëüíî,

‖zk+1‖2
A 6 ‖(I − τA)zk‖2

A

äëÿ ëþáîãî τ è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ

τ =
2

λ1 + λn
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� èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé.
Íî

‖(I − τA)zk‖2
A =

(
(I − τA)zk, (I − τA)Azk

)
=

=
(
(I − τA)A1/2zk, (I − τA)A1/2zk

)
=

= ‖(I − τA)A1/2zk‖2 6 ‖I − τA‖ ‖zk‖2
A,

à â ñèëó (8.22), (8.27), (8.28), ïðè k = 1

‖I − τA‖ 6 max
λ∈[λ1,λn]

|1− τλ| = q1 = ρ0 =
1− λ1/λn

1 + λ1/λn

.

Ñîáèðàÿ îöåíêè äëÿ âñåõ k, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Èç òåîðåìû 9.1 ñëåäóåò, ÷òî íåñòàöèîíàðíûé ìåòîä (9.2), (9.5) ñðàâíèì ïî ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè ñ ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé, è, êàçàëîñü áû, ìû ñ ýòèì ìåòîäîì íå
ïðîäâèíóëèñü âïåðåä. Îäíàêî, ó ýòèõ ìåòîäîâ èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå. Äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé òðåáóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ãðàíèöàõ ñïåêòðà
ìàòðèöû A. Â ñëó÷àå æå ìåòîäà (9.2), (9.5) òàêàÿ èíôîðìàöèÿ íå òðåáóåòñÿ.

9.2 Íåóëó÷øàåìîñòü îöåíêè

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñõîäèìîñòè äîñòèãàåòñÿ, åñëè íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå çàäàíî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Äîïóñòèì, ÷òî x0 òàêîâî, ÷òî

x0 − x = z0 = c

(√
λn

λ1

ξ1 +

√
λ1

λn

ξn

)
,

ãäå λ1 è λn ñóòü ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A èç
(9.1), à ξ1 è ξn � îòâå÷àþùèå èì îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Òîãäà

Az0 = c
√

λ1λn(ξ1 + ξn),

A2z0 = c
√

λ1λn(λ1ξ1 + λnξn),

(Az0, Az0) = c2 λ1λn2,

(A2z0, Az0) = c2 λ1λn(λ1 + λn).

Â ñèëó (9.4)

τ1 =
(Az0, Az0)

(A2z0, A2z0)
=

2

λ1 + λn

,
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à â ñèëó (9.3)

z1 = c

√
λn

λ1

ξ1 + c

√
λ1

λn

ξn − 2

λ1 + λn

c
√

λ1λn(ξ1 + ξn) =

= c

[√
λn

λ1

ξ1

(
1− 2λ1

λ1 + λn

)
+

√
λ1

λn

ξn

(
1− 2λn

λ1 + λn

)]
=

= c
λn − λ1

λn + λ1

[√
λn

λ1

ξ1 −
√

λ1

λn

ξn

]
= c ρ

[√
λn

λ1

ξ1 −
√

λ1

λn

ξn

]
.

Ïîñêîëüêó

‖z0‖2
A = (Az0, z0) = c2

√
λ1λn

(√
λn

λ1

+

√
λ1

λn

)
= c2 (λ1 + λn),

à
Az1 = c ρ

(√
λ1λnξ1 −

√
λ1λnξn

)
,

‖z1‖2
A = c2 ρ2(λn + λ1) = ρ2‖z0‖2

A,

òî
‖z1‖A = ρ‖z0‖.

Äåëàÿ ñëåäóþùóþ èòåðàöèþ, íàéäåì, ÷òî

z2 = ρ2z0

è ò.ä. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
‖zk‖A = ρk‖z0‖A,

ò.å. ïîëó÷åííàÿ îöåíêà òî÷íàÿ.
Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî òàêèå ïëîõèå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ â ðåàëü-

íûõ çàäà÷àõ ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àþòñÿ, è èòåðàöèè, îñîáåííî íà íà÷àëüíîì ýòàïå,
ñõîäÿòñÿ ìíîãî áûñòðåå. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà èòåðàöèé ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
óìåíüøàåòñÿ è âûõîäèò íà òó, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåòñÿ îöåíêîé. Èìåÿ õîðîøåå íà÷àëü-
íîå ïðèáëèæåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïðè
ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ òðóäîçàòðàòàõ.
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� 10

Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

Ïîñòðîèì äðóãîé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

J(x) =
1

2
(Ax, x)− (b, x), (10.1)

òî÷êà ìèíèìóìà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû
Ax = b, A = AT > 0. (10.2)

Â ìåòîäå ñêîðåéøåãî ñïóñêà íà êàæäîì øàãå ïðîèñõîäèëà îäíîìåðíàÿ ìèíèìèçàöèÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìîãî àíòèãðàäèåíòîì, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ íåâÿçêîé rk =
b−Axk. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíóþ ìèíèìèçàöèþ J(x) âäîëü ñîâîêóïíîñòè
íàïðàâëåíèé {p1, p2, . . . }, êîòîðûå íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü ñ íàïðàâëåíèÿìè íåâÿçîê
{r0, r1, . . . }.

Ïóñòü íàïðàâëåíèÿ p1, p2, . . . çàäàíû, è (ñð. ñ (9.7))
xk+1 = xk + αk+1p

k+1, k = 0, 1, . . . . (10.3)
Ïîñêîëüêó

J(xk+1) = J(xk + αpk+1) =

=
1

2

(
A(xk + αpk+1), xk + αpk+1

)− (b, xk + αpk+1) =

=
1

2
A(xk, xk) + α(Axk, pk+1) +

α2

2
(Apk+1, pk+1)− (b, xk)− α(b, pk+1) =

= J(xk) + α
[
(Axk, pk+1)− (b, pk+1)

]
+

α2

2
(Apk+1, pk+1) =

= J(xk)− α(rk, pk+1) +
α2

2
(Apk+1, pk+1),

(10.4)

òî, äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî α è ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, íàõîäèì
èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð

αk+1 =
(rk, pk+1)

(pk+1, Apk+1)
. (10.5)
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Ïîäñòàâëÿÿ (10.5) â (10.4), íàéäåì, ÷òî
J(xk+1) = J(xk)−

− (rk, pk+1)

(pk+1, Apk+1)
(rk, pk+1) +

1

2

(rk, pk+1)2

(pk+1, Apk+1)2
(Apk+1, pk+1) =

= J(xk)− 1

2

(rk, pk+1)2

(pk+1, Apk+1)
,

(10.6)

ò.å. íà (k + 1) èòåðàöèè äåéñòâèòåëüíî áóäåò ïðîèñõîäèòü óìåíüøåíèå ôóíêöèè J(x),
åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

(rk, pk+1) 6= 0. (10.7)
Çàìå÷àíèå 10.1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

x0 = 0. (10.8)
Åñëè áû íàì áûëî èçâåñòíî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå x̃, òî, äåëàÿ çàìåíó x = x̃+z, ìû áû
íàøëè, ÷òî Az + Ax̃ = b è Az = b− Ax̃. Òåì ñàìûì, äëÿ z íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì
áûëî áû z0 = 0.

Èç (10.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè (10.8) âåêòîðû xk ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ p1, p2, . . . , pk, ò.å.

xk ∈ span{p1, p2, . . . , pk}. (10.9)

Ïðè âûáîðå íàïðàâëåíèé pi íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü
ñõîäèìîñòü è äîáèòüñÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè á�îëüøåé, ÷åì ó ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà.
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî íàèëó÷øèì ñïîñîáîì âûáîðà pi áûë áû òàêîé, ïðè êîòîðîì xk+1

ìèíèìèçèðîâàë áû ôóíêöèþ J(x) íå òîëüêî ïî íàïðàâëåíèþ pk+1, íî è ïî âñåìó
ïîäïðîñòðàíñòâó
span{p1, p2, . . . , pk+1} ⊂ Rn, ò.å.

J(xk+1) = min
x∈span{p1,p2,...,pk+1}

J(x). (10.10)

Åñëè áû òàêîé âûáîð pi óäàëîñü îñóùåñòâèòü, òî ýòî íå òîëüêî ãàðàíòèðîâàëî áû
ñõîäèìîñòü, íî ïðèâåëî áû ê êîíå÷íîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, èáî ïðè k +1 = n è
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ pi çàäà÷à (10.10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñõîäíóþ çàäà÷ó ãëîáàëü-
íîé ìèíèìèçàöèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, Axn = b.

Ïîïûòàåìñÿ ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ïóñòü
Pk =

[
p1p2 . . . pk

]

åñòü (n× k)-ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èñêîìûå íàïðàâëåíèÿ. Ïóñòü x =
Pky + αpk+1 ∈ imPk+1,1 y ∈ Rk, α ∈ R. Òîãäà (ñì. (10.4))

J(x) = J(Pky) + α(APky, pk+1) +
α2

2
(Apk+1, pk+1)− α(b, pk+1). (10.11)

1Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ x, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå x = By, íàçûâàåòñÿ îáðàçîì
ìàòðèöû B è îáîçíà÷àåòñÿ imB.



97

Åñëè áû â (10.11) îòñóòñòâîâàë "ïåðåêðåñòíûé"÷ëåí

α(Pky,Apk+1),

òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè J(x) íà span {p1, p2, . . . , pk+1} = imPk+1, ò.å. çàäà÷à (10.10),
ðàñïàëàñü áû íà ìèíèìèçàöèþ ïî imPk, ãäå ðåøåíèå xk ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì, è
ïðîñòóþ ìèíèìèçàöèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû α.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(pi, Apj) = 0, i 6= j. (10.12)

(Âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (10.12), íàçûâàþòñÿ
A-ñîïðÿæåííûìè èëè A-îðòîãîíàëüíûìè.) Îïðåäåëèì âåêòîð xk ∈ imPk è αk+1 ∈ R
ñëåäóþùèì îáðàçîì

J(xk) = min
y

J(Pky), αk+1 =
(b, pk+1)

(pk+1, Apk+1)
. (10.13)

Òîãäà (ñì. (10.11))

min
y,α

J(Pky + αpk+1) = min
y

J(Pky) + min
α

{
α2

2
(Apk+1, pk+1)− α(b, pk+1)

}

íàõîäèòñÿ ïðè Pky = xk è α = αk+1 èç (10.13). Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå αk+1 èç
(10.13) ñîâïàäàåò ñ (10.5). Â ñèëó (10.9) è (10.12)

(Apk+1, xk) = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(pk+1, b) = (pk+1, b− Axk + Axk) = (pk+1, rk), (10.14)

÷òî âìåñòå ñ (10.13) ïðèâîäèò ê (10.5).
Èòàê, äëÿ ðåàëèçàöèè çàäóìàííîãî ìåòîäà íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü A-

ñîïðÿæåííûå âåêòîðû p1, p2, . . . , pk+1, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå (10.7), è ïðî-
âîäèòü âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (10.3) ñ ïàðàìåòðîì αk+1 èç (10.5).

Îáðàòèìñÿ ê íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíîìó âûáîðó âåêòîðîâ pk+1. Ïðè âûáîðå pk+1

íàøà öåëü ñîñòîèò â áûñòðåéøåé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè J(x), è â ñèëó (10.6) ìû
äîëæíû ìàêñèìèçèðîâàòü

(rk, pk+1)2

(pk+1, Apk+1)
.

Çàìå÷àíèå 10.2. Ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò äëèíû âåêòîðà pk+1, à çàâèñèò òîëüêî îò
åãî íàïðàâëåíèÿ. Ïîýòîìó ïðè îòûñêàíèè pk+1 äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íàõîæäåíèåì
åãî íàïðàâëåíèÿ.
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Ïîñêîëüêó pk+1 äîëæåí åùå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì A-ñîïðÿ-æåííîñòè (10.12),
ò.å. áûòü îðòîãîíàëüíûì ê {Ap1, Ap2, . . . , Apk}, òî èñêîìûé âåêòîð

pk+1 ∈ (
span {Ap1, Ap2, . . . , Apk})⊥ = (imAPk)

⊥.

Ïóñòü rk = rk
‖ + rk

⊥, ãäå rk
‖ ∈ im (APk), à rk

⊥ ∈ (im (APk))
⊥. Òîãäà

(rk, pk+1) = (rk
‖ + rk

⊥, pk+1) = (rk
⊥, pk+1) = ‖rk

⊥‖ ‖pk+1‖ cos(rk
⊥, pk+1)

è èñêîìûé ìàêñèìóì áóäåò äîñòèãàòüñÿ ïðè | cos(rk
⊥, pk+1)| = 1, ò.å., íàïðèìåð, ïðè

pk+1 = rk
⊥ ∈ (im (APk))

⊥ (10.15)

� îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè rk íà (im (APk))
⊥. Îòìåòèì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíî-

øåíèå
p1 = r0. (10.16)

Ïîñòðîåíèå ïðîöåññà ìèíèìèçàöèè J(x) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè áóäåò çàêîí÷åíî, åñëè
ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 10.1. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ
ãðàäèåíòîâ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

pk+1 = rk + βk+1p
k. (10.17)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû îòëîæèì íà ïîòîì, à ñåé÷àñ çàìåòèì, ÷òî ïî-
ñêîëüêó âåêòîðû pk è pk+1 äîëæíû áûòü A-ñîïðÿæåíû, òî äëÿ ïàðàìåòðà βk+1 èç
(10.17) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

βk+1 = −(rk, Apk)

(pk, Apk)
. (10.18)

Èòàê, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñîñòîèò â âû÷èñëåíèÿõ ïî ñëåäóþùèì ôîð-
ìóëàì

rk = b− Axk, k = 0, 1, . . . ,

pk+1 = rk + βk+1p
k, k = 1, 2, . . . , p1 = r0,

xk+1 = xk + αk+1p
k+1, k = 0, 1, . . . , x0 = 0,

αk+1 = (rk, pk+1)/(pk+1, Apk+1), k = 0, 1, . . . ,

βk+1 = −(Apk, rk)/(Apk, pk), k = 1, 2, . . . ,

(10.19)

Äàäèì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 10.2. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (10.19)ñõîäèòñÿ íå õóæå, ÷åì

÷åáûøåâñêèé èòåðàöèîííûé ìåòîä, ò.å.

‖xk − x‖A 6 2
[
(1−

√
λ1/λn)

/
(1 +

√
λ1/λn)

]k

‖x‖A,

ãäå λ1 è λn � ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ J(xk) âåäåò ê ìèíèìèçàöèè
‖xk − x‖A. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

zk = xk − x.

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ xk = x + zk â J(xk) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (10.4) ñ çàìåíîé xk íà
x, αk+1p

k+1 íà zk, à xk+1 íà xk, áóäåì èìåòü

J(xk) =
1

2
‖zk‖2

A + J(x). (10.20)

Óñòàíîâèì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó zk íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ. Èç òðåòüåãî
ñîîòíîøåíèÿ (10.19) íàõîäèì, ÷òî

pk+1 = (xk+1 − xk)/αk+1.

Ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå pk+1 âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (10.19)

xk+1 − xk

αk+1

− βk+1
xk − xk−1

αk

= b− Axk.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

zk+1 − zk

αk+1

− βk+1
zk − zk−1

αk

+ Azk = 0.

Äàëåå,
z1 = z0 + α1p

1 = z0 + α1r
0 = z0 + α1b = z0 + α1Ax = z0 − α1Az0.

Òåì ñàìûì,
zk = pk(A)z0, pk(0) = 1

è
‖zk‖A = ‖pk(A)z0‖A.

Íî ïî ïîñòðîåíèþ xk è ñ ó÷åòîì (10.20)

‖zk‖A = min
qk

‖qk(A)z0‖A, q(0) = 1

è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖zk‖A 6 ‖qk(A)z0‖A = ‖qk(A) A1/2z0‖2 6 ‖qk(A)‖ ‖z0‖A 6 max
λ16t6λn

|qk(t)|‖z0‖A =

= max
y∈[−1,1]

∣∣∣∣ qk

(
λn + λ1

2
− λn − λ1

2
y

) ∣∣∣∣ ‖z0‖A = max
y∈[−1,1]

∣∣ q̂k(y)
∣∣ ‖z0‖A.

Åñëè ïîëîæèòü Q̂k(y) = qkTk(y) (ñì. ëåêöèþ 8), òî

‖zk‖A 6 qk‖z0‖A =
2ρk

1

1 + 2ρ2k
1

‖z0‖A 6 2

(
1−

√
λ1/λn

1 +
√

λ1/λn

)k

‖z0‖A.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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×òîáû îïèñàíèå ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (10.19) áûëî êîððåêòíûì, íóæ-
íî äîêàçàòü òåîðåìó 10.1 (î ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè
ñïóñêà). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 10.1. Ïóñòü p1, p2, . . . , pk ñóòü íåíóëåâûå A-ñîïðÿæåííûå âåêòîðû. Òîãäà,
ëèáî ñóùåñòâóåò A-ñîïðÿæåííûé ê íèì âåêòîð pk+1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
(10.7), ëèáî rk = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íå ñóùåñòâóåò òàêîãî A-ñîïðÿæåííîãî ñ p1, p2, . . . , pk âåê-
òîðà pk+1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (10.7), ò.å. äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

p ⊥ {Ap1, Ap2, . . . , Apk} = imAPk (10.21)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
( rk, p ) = 0. (10.22)

Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó (10.14) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà p, óäîâëåòâîðÿþùåãî (10.21),

( p , rk ) = ( p , b )

è, ñëåäîâàòåëüíî, (ñì. (10.22)),
( p , Ax ) = 0.

Òåì ñàìûì, ðåøåíèå x ∈ imPk. Íî xk ìèíèìèçèðóåò J(x) íà imPk è, ñëåäîâàòåëüíî,
xk = x, ò.å. rk = 0. Îòñþäà æå âûòåêàåò, ÷òî, åñëè rk 6= 0, òî ñóùåñòâóåò pk+1 èç (10.21),
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (10.7). Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 10.3. Ëåììà 10.1 óòâåðæäàåò, ÷òî ëèáî ìû íà k-îé èòåðàöèè çàêîí÷èëè
âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èâ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (10.2), ëèáî èìååì âîçìîæíîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðîäîëæèòü.

Òåîðåìà 10.3. Ïîñëå k èòåðàöèé ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè êàæäîì j
îò 1 äî k

span {p1, p2, . . . , pj} = span {r0, r1, . . . , rj−1} =

=span {b, Ab, . . . , Aj−1b} =: Kj(A, b).
(10.23)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè j = 1
ñîîòíîøåíèÿ (10.23) èìåþò ìåñòî, èáî â ñèëó âûáîðà (10.8) íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
r0 = b, à èç (10.16) p1 = r0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (10.23) ñïðàâåäëèâû ïðè íåêîòîðîì j,
óäîâëåòâîðÿþùåì íåðàâåíñòâó 1 6 j < k. Äîêàæåì èõ ñïðàâåäëèâîñòü ïðè j + 1.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ïîêàæåì, ÷òî

span {p1, p2, . . . , pj+1} ⊂ span {r0, r1, . . . , rj}. (10.24)

Â ñèëó (10.15)
pj+1 = rj

⊥ = rj − rj
q , rj

q ∈ im [APj]
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è, ñëåäîâàòåëüíî,
pj+1 = rj − APjyj, yj ∈ Rj. (10.25)

Èç (10.3) âûòåêàåò, ÷òî
Axj = Axj−1 + αjApj.

Âû÷èòàÿ èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà ïî b, áóäåì èìåòü

rj = rj−1 − αjApj (10.26)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
Apj = −(rj − rj−1)/αj.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (10.25), íàõîäèì, ÷òî

pj+1 = rj +

[
r1 − r0

α1

r2 − r1

α2

. . .
rj − rj−1

αj

]
yj.

Îòñþäà è èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò âêëþ÷åíèå (10.24).
Òåïåðü óñòàíîâèì âêëþ÷åíèå

span {r0, r1, . . . , rj} ⊂ span {b, Ab, . . . , Ajb}. (10.27)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âåêòîðû pj ∈ span {b, Ab, . . . , Aj−1b}. Ïîýòîìó

Apj ∈ span {b, Ab, . . . , Ajb}.

Åñëè òåïåðü ïðèíÿòü âî âíèìàíèå âêëþ÷åíèå
rj−1 ∈ span {b, Ab, . . . , Aj−1b}, òî èç (10.26) íàéäåì, ÷òî

rj ∈ span {b, Ab, . . . , Ajb}.

Âíîâü ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, áóäåì èìåòü æåëàåìîå âêëþ-
÷åíèå (10.27).

Èòàê, âìåñòî ðàâåíñòâà (10.23) ìû ïîêà èìååì òîëüêî âêëþ÷åíèÿ (10.24), (10.27)
ïðîñòðàíñòâ, ðàçìåðíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò j+1. Ïîñêîëüêó âåêòîðû
p1, p2, . . . , pj+1 íåíóëåâûå è A-ñîïðÿæåííûå, òî

dim span {p1, p2, . . . , pj+1} = j + 1.

Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèé (10.24), (10.27) ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî (10.23).

Ëåììà 10.2. Ïîñëå k èòåðàöèé ïî ìåòîäó ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ íåâÿçêà rj

îðòîãîíàëüíà âñåì âåêòîðàì ñïóñêà p1, . . . , pj, ò.å.

P T
j rj = 0, j = 1, k. (10.28)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (10.9) ñóùåñòâóåò âåêòîð yj ∈ Rj òàêîé, ÷òî xj = Pjyj.
Ïîýòîìó

J(xj) = J(Pjyj) =
1

2
(APjyj, Pjyj)n − (b, Pjyj)n =

=
1

2
[Pjyj]

T [APjyj]− [Pjyj]
T b =

=
1

2
yT

j P T
j APjyj − yT

j P T
j b =

=
1

2
([P T

j APj]yj, yj)j − (P T
j b, yj)j,

ò.å. yj åñòü ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñ ìàòðèöåé P T
j APj è âåêòîðîì P T

j b, è,
ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð yj ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû

[P T
j APj]yj = P T

j b.

Îòñþäà
P T

j rj = P T
j (b− Axj) = P T

j (b− APjyj) = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 10.4. Ïîñëå k øàãîâ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ íåâÿçêè r0, r1, . . . , rk

âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 10.3

pj ∈ span {r0, r1, . . . , rj−1}.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p1 âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç r0, p2 � òîëüêî ÷åðåç r0 è r1 è ò.ä., ò.å.

Pj = [p1p2 . . . pj] = [r0r1 . . . rj−1]Uj =: RjUj, (10.29)

ãäå Uj � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ (j × j)-ìàòðèöà.
Ïîñêîëüêó âåêòîðû p1, p2, . . . , pj, à â ñèëó òåîðåìû 10.3 è âåêòîðû r0, r1, . . . , rj−1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî Uj � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå
(10.29) ìàòðèöû Pj â (10.28), áóäåì èìåòü

0 = UT
j RT

j rj = UT
j

[
(r0, rj) (r1, rj) . . . (rj−1, rj)

]T
.

Ðàññìàòðèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî (ri, rj) ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî (ri, rj) = 0
ïðè i 6= j. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ìû òåïåðü èìååì âñå íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 10.1, ò.å.

pk+1 = rk + βk+1p
k. (10.30)
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.1. Â ñèëó (10.15)

pk+1 = rk
⊥ = rk − rk

q , rk
q ∈ imAP k,

ò.å.

pk+1 = rk −
k∑

j=1

ck+1,jApj.

Ïîñêîëüêó â ñèëó òåîðåìû 10.3 pj ∈ Kj(A, b), òî

Apj ∈ Kj+1(A, b), (10.31)

à, ñíîâà èñïîëüçóÿ òåîðåìó 10.3 íàõîäèì, ÷òî Apj ∈ span {p1, p2, . . . , pj+1} è, ñëåäîâà-
òåëüíî,

pk+1 = rk −
k+1∑
j=1

dk+1,jp
j

èëè

(1 + dk+1,k+1)p
k+1 = γk −

k∑
j=1

dk+1,jp
j. (10.32)

Êîýôôèöèåíò (1 + dk+1,k+1) ïðè pk+1 íóëþ íå ðàâåí, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

rk =
k∑

j=1

dk+1,jp
j = Pk[dk+1,1dk+1,2 . . . dk+1,k]

T = Pkd
k

è ñ ó÷åòîì ëåììû 10.2

‖rk‖2 = rkT
rk = rkT

Pkd
k = (rkT

Pkd
k)T = dkT

(P T
k rk) = 0,

ò.å. rk = 0, ÷òî â ñèëó ëåììû 10.1 âîçìîæíî ëèøü ïî çàâåðøåíèè èòåðàöèé.
Òàê êàê âåêòîð pk+1 èç (10.32) äîëæåí áûòü A-îðòîãîíàëåí âåêòîðàì pj, j =

1, 2 . . . , k, òî
dk+1,j =

(rk, Apj)

(Apj, pj)
, j = 1, 2, . . . , k. (10.33)

Ñíîâà îáðàùàÿñü ê (10.31) è òåîðåìå 10.3, íàõîäèì, ÷òî

Apj ∈ span {r0, r1, . . . , rj},

à ïî òåîðåìå 10.4

(rk, Apj) =

j∑
i=0

lj,i(r
k, ri) = 0, j = 1, 2, . . . , k − 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî,
dk+1,j = 0, j = 1, 2, . . . , k − 1,

à (10.32) ïðèíèìàåò âèä

(1 + dk+1,k+1)p
k+1 = rk − dk+1,kp

k,

ãäå dk+1,k îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (10.33) (ñð. ñ (10.18)), ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî äëèíû
âåêòîðà pk+1 (ñì. Çàìå÷àíèå 10.2) ñîâïàäàåò ñ (10.17). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèÿ (10.19) ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Â ýòèõ ñîîò-
íîøåíèÿõ íàèáîëåå òðóäîåìêèìè ÿâëÿþòñÿ äâå îïåðàöèè: âû÷èñëåíèå âåêòîðîâ Axk

è Apk. Îäíàêî îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà Axk ìîæíî èñêëþ÷èòü. Ïîñêîëüêó ýòîò
âåêòîð èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè âû÷èñëåíèè íåâÿçêè rk, òî ìîæíî çàìåíèòü ïåðâóþ
èç ôîðìóë (10.19) íà (10.26)

rk = rk−1 − αkApk, k = 1, 2, . . . , r0 = b. (10.34)

Ïðåîáðàçóåì åùå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ αk+1 è βk+1. Ïîäñòàâëÿÿ âòî-
ðîå èç ñîîòíîøåíèé (10.19) â ÷åòâåðòîå è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 10.2, íàéäåì,
÷òî

αk+1 = (rk, rk)/(pk+1, apk+1), k = 0, 1, . . . . (10.35)
Äàëåå, çàìåíÿÿ çäåñü k + 1 íà k è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ (pk, Apk) â
ïîñëåäíåå èç ñîîòíîøåíèé (10.19), áóäåì èìåòü

βk+1 = −αk
(Apk, rk)

(rk−1, rk−1)
.

Òåïåðü ïîäñòàâèì ñþäà âìåñòî Apk åãî âûðàæåíèå èç (10.34). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
òåîðåìó 10.4, íàéäåì, ÷òî

βk+1 =
(rk, rk)

(rk−1, rk−1)
, k = 1, 2, . . . . (10.36)

Ñ ó÷åòîì (10.34)-(10.36) ôîðìóëû ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (10.19) ïðåîáðà-
çóþòñÿ ê âèäó

rk = rk−1 − αkApk, k = 1, 2, . . . , r0 = b,

pk+1 = rk + βk+1p
k, k = 1, 2, . . . , p1 = r0,

xk+1 = xk + αk+1p
k+1, k = 0, 1, . . . , x0 = 0,

αk+1 = ‖rk‖2/(pk+1, Apk+1), k = 0, 1, . . . ,

βk+1 = ‖rk‖2/‖rk−1‖2, k = 1, 2, . . . .

(10.37)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå

r0 = b, p1 = r0, Ap1, α1, x1,

r1, β2, p2, Ap2, α2, x2, . . . .
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Ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

11.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü A- êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, è òðåáóåòñÿ íàéòè
ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû. Íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå 11.1. ×èñëî λ íàçûâåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A, åñëè
îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

Aξ = λξ (11.1)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ‖ξ‖ 6= 0. Ýòî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

det [A− λI] = 0,

ñòåïåíü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì ìàòðèöû è åñòü n. Òåì ñàìûì, ó êàæäîé
êâàäðàòíîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîì-
ïëåêñíûõ, ïðîñòûõ èëè êðàòíûõ. Ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ñèòóàöèÿ ñëîæíåå: èõ
÷èñëî ìîæåò áûòü îò 1 äî n.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà S (ìàòðèöà ïîäîáèÿ) òàêàÿ, ÷òî B = S−1AS.

Ïîäîáíûå ìàòðèöû èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ëþáàÿ ìàòðèöà A ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ S−1AS ñ ïîäõîäÿùåé ìàòðèöåé ïî-

äîáèÿ S ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê íîðìàëüíîé (Æîðäàíîâîé) ôîðìå. (Íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à íà íàääèàãîíàëè � íóëè è (èëè) åäèíèöû)

105
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λ1 σ1 0 0 . . . 0 0
0 λ2 σ2 0 . . . 0 0
0 0 λ3 σ3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . λn−1 σn−1

0 0 0 0 . . . 0 λn




Îïðåäåëåíèå 11.3. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïðîñòîé ñòðóêòóðû (èëè äèà-
ãîíàëèçóåìîé), åñëè åå æîðäàíîâîé ôîðìîé ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

• Ìàòðèöà ïðîñòîé ñòðóêòóðû èìååò ðîâíî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ. Ïðî òàêóþ ìàòðèöó åùå ãîâîðÿò, ÷òî îíà èìååò ïîëíûé íàáîð ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ.

• Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ðàçëè÷íû, òî îíà çàâåäîìî èìååò
ïðîñòóþ ñòðóêòóðó.

• Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, è ïîýòîìó ó íåå èìååòñÿ n
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Åå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷à-
þùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû â ñìûñëå îáû÷íîãî
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

yT x = (x, y) =
n∑

i=1

xiyi,

à ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå êðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ êðàòíîñòè m îòâå÷àåò m ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ), ìîãóò áûòü îðòîãîíàëèçèðîâàíû.

• Ìàòðèöà AT èìååò òå æå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ÷òî è ìàòðèöà A, à ñîáñòâåííûå
âåêòîðû ξi è ηj ìàòðèö A è AT , ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû (îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó).

• Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö A è A−1 ñîâïàäàþò, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèåì λi(A

−1) = λ−1
i (A).

• Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö A è B = A+αI ñîâïàäàþò, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè λi(B) = λi(A) + α.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ
ïîëíîé ïðîáëåìîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ýòà ïðîáëåìà â îáùåì ñëó÷àå äîâîëüíî
ñëîæíà.

Íàðÿäó ñ ïîëíîé ïðîáëåìîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñóùåñòâóþò ÷àñòè÷íûå ïðîáëå-
ìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòûñêàíèå ðåøåíèé êîòîðûõ ìíîãî ïðîùå.

Ê ïîñëåäíèì îòíîñÿòñÿ:
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1) Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî èëè ìèíèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ è, áûòü ìîæåò, îòâå÷àþùåãî åìó ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.

2) Çàäà÷à îòûñêàíèÿ äâóõ íàèáîëüøèõ ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

3) Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, íàèáîëåå áëèçêîãî ê çàäàííîìó ÷èñëó.

Ýòèìè çàäà÷àìè ìû è çàéìåìñÿ.

11.2 Ñòåïåííîé ìåòîä ðåøåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîáëåì
Èçëîæèì ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü íåêîòîðûå èç ÷àñòíûõ ïðîáëåì ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ïðè ïîìîùè âû÷èñëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé ïðîèçâîëüíîãî âåêòî-
ðà. Èçëàãàåìûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì èòåðàöèîííûì
ìåòîäîì.

11.2.1 Íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà-
÷åíèÿ

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, à åå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíû, ò.å.

Aξi = λiξi, Imλi = 0, i = 1, n, (11.2)
‖ξi‖ = ‖ξi‖2 = (ξi, ξi)

1/2 = 1, i = 1, n. (11.3)

Äîïóñòèì, ÷òî
|λ1| > |λ2| > |λ3| > · · · > |λn|. (11.4)

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x0. Åãî ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ξi ìàò-
ðèöû A èìååò âèä

x0 = c1ξ1 + c2ξ2 + · · ·+ cnξn. (11.5)
Çäåñü c1, c2, . . . , cn � êîîðäèíàòû âåêòîðà x0 â áàçèñå ξ1, ξ2, . . . , ξn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

c1 6= 0 (11.6)

è âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíî âåêòîðû

xk = Axk−1, k = 1, 2, . . . . (11.7)

Òîãäà ñîãëàñíî (11.5), (11.2)

x1 = Ax0 = A(c1ξ1 + c2ξ2 + · · ·+ cnξn) =

= c1λ1ξ1 + c2λ2ξ2 + · · ·+ cnλnξn



108 � 11. ÏÐÎÁËÅÌÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ

è âîîáùå
xk = c1λ

k
1ξ1 + c2λ

k
2ξ2 + · · ·+ cnλk

nξn = λk
1(c1ξ1 + ηk), (11.8)

ãäå
ηk = c2(λ2/λ1)

kξ2 + c3(λ3/λ1)
kξ3 + · · ·+ cn(λn/λ1)

kξn.

Âû÷èñëÿÿ íîðìó ηk, ñ ó÷åòîì (11.3), (11.4) íàõîäèì, ÷òî

‖ηk‖2 6
n∑

j=2

|cj| |λj/λ1|k|‖ξj‖2 6 |λ2/λ1|k
n∑

j=2

|cj| =

= O(|λ2/λ1|k) → 0 ïðè k →∞.

(11.9)

Ñ ó÷åòîì (11.8) âû÷èñëèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(xk, xk+1) = λ2k+1
1

(
c1ξ1 + ηk, c1ξ1 + ηk+1

)
=

= λ2k+1
1

[
c2
1(ξ1, ξ1) + c1(ξ1, η

k+1) + c1(η
k, ξ1) + (ηk, ηk+1)

]
.

Îöåíèâàÿ, íàõîäèì, ÷òî

|(ξ1, η
k+1)| 6 ‖ξ1‖ ‖ηk+1‖ = ‖ηk+1‖

|(ηk, ξ1)| 6 ‖ηk‖, |(ηk, ηk+1)| 6 ‖ηk‖ ‖ηk+1‖

è ñ ó÷åòîì (11.9)
(xk, xk+1) = λ2k+1

1 (c2
1 + O(|λ2/λ1|k)).

Àíàëîãè÷íî
(xk, xk) = λ2k

1 (c2
1 + O(|λ2/λ1|k)) (11.10)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

λ
(k)
1 :=

(xk+1, xk)

(xk, xk)
= λ1 + O(|λ2/λ1|k−1). (11.11)

Èç (11.10)
‖xk‖ = |λ1|k

(|c1|+ O(|λ2/λ1|k)
)
,

à ñ ó÷åòîì (11.8)

ξk :=
xk

‖xk‖ = ±ξ1 + rk, (11.12)

ãäå
‖rk‖ = O(|λ2/λ1|k).

Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (11.7), (11.11), (11.12) ïîçâîëÿåò íàéòè ñ
ëþáîé òî÷íîñòüþ îäíîêðàòíîå ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (11.11)
è îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð (11.12), åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (11.6).
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Çàìå÷àíèå 11.1. Åñëè |λ1| > 1, òî ‖xk‖ → ∞ ïðè k → ∞, à åñëè |λ1| < 1, òî
‖xk‖ → 0. È òî, è äðóãîå ÿâëåíèå íåæåëàòåëüíû ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà êîìïüþòåðå.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæåò ïðîèçîéòè ïåðåïîëíåíèå, à âî âòîðîì ñëó÷àå xk ìîæåò ñòàòü
ìàøèííûì íóëåì. Ïîýòîìó âìåñòî (11.7) èòåðàöèè íóæíî âåñòè ïî ôîðìóëàì

ξ0
1 = x0/‖x0‖, xk+1 = Aξk

1 ,

λ
(k)
1 = (xk+1, ξk

1 ) = (Aξk
1 , ξk

1 ), ξk+1
1 = xk+1/‖xk+1‖.

(11.13)

Çàìå÷àíèå 11.2. Åñëè óñëîâèå (11.6) íå âûïîëíåíî (àïðèîðè ïðîâåðèòü ýòî óñëî-
âèå íåëüçÿ), òî ýòî åùå íå çíà÷èò, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (11.7) (èëè (11.13)) ñ
íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì (11.5) íå ïðèâåäåò ê ðåçóëüòàòó. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
÷èñëå èòåðàöèé çà ñ÷åò îøèáîê îêðóãëåíèÿ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà
c1, è èòåðàöèîííûé ïðîöåññ âûéäåò â êîíöå êîíöîâ íà íóæíîå ðåøåíèå. Íî ïðè ýòîì
íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî åñëè |λ3| ¿ |λ2|, òî èòåðàöèè î÷åíü áûñòðî âûéäóò íà âòîðîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è âòîðîé ñîáñòâåííûé âåêòîð, è ìîæíî îáìàíóòüñÿ, ïðèíÿâ
èõ çà èñêîìûå âåëè÷èíû. Ýòî íå òàê âåðîÿòíî, åñëè |λ2| è |λ3| íå ñëèøêîì ñèëüíî
ðàçëè÷àþòñÿ, à òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà. Èòåðàöèè â ýòîì ñëó÷àå áóäóò
ñõîäèòüñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, è èõ ïîòðåáóåòñÿ ìíîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé
òî÷íîñòè. Çà ýòî âðåìÿ ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ íàêîïÿòñÿ, è ìîæåò ñôîðìèðîâàòüñÿ
íîâàÿ òî÷êà ïðèòÿæåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà � (λ1, ξ1). Åñëè íåò óâåðåííîñòè
â ïðàâèëüíîñòè íàéäåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ñëåäóåò ïðîâåñòè åùå îäèí èëè
íåñêîëüêî ðàñ÷åòîâ ñ äðóãèìè íà÷àëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè.

Çàìå÷àíèå 11.3. 1) Ïîäòâåðæäåíèåì òîãî, ÷òî λ1 íå ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì, è ÷òî íåò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ (−λ1), ñëóæèò ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà ê îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó âåêòîðó (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) ïðè
ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ.

2) Åñëè ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ âåêòîðàõ x0 çíà÷åíèÿ λ
(k)
1 ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó

è òîìó æå ÷èñëó, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ξ
(k)
1 ïðèâîäÿò ê íåêîëëèíåàðíûì

âåêòîðàì, òî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëóæèò ïîäòâåðæäåíèåì òîãî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïî
ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì. Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, èëè íóæíî îïðåäåëèòü êðàòíîñòü íàéäåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷å-
íèÿ, íóæíî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè äî òåõ
ïîð, ïîêà ïåðåñòàíóò ïîëó÷àòüñÿ âåêòîðû, ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ñ óæå íàéäåííûìè.

3) Åñëè çíà÷åíèÿ λ
(k)
1 íå ñõîäÿòñÿ ïðè k → ∞, îäíàêî λ

(2k+1)
1 è λ

(2k)
1 ñõîäÿòñÿ, íî

ê ðàçíûì ÷èñëàì, òî ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè äâóõ ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîäóëþ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ, çíàêè êîòîðûõ ðàçëè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî ïðî-
èçâåñòè "ñäâèã ñïåêòðà"ïóòåì ïðîâåäåíèÿ èòåðàöèé (11.7) ñ ìàòðèöåé A′ = A+cI, ãäå
c � çàäàííîå ÷èñëî.
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11.2.2 Íàõîæäåíèå âòîðîãî ïî âåëè÷èíå ìîäóëÿ ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ

Ïóñòü
|λ1| > |λ2| > |λ3| > · · · > |λn|.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ1, ξ1 è η1 (AT η1 = λ1η1) èçâåñòíû, ïðè÷åì ‖ξ1‖ = 1, (η1, ξ1) = 1.
Íàéòè λ1, ξ1 è η1 ìîæíî îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð,
òàêîé, ÷òî (x0, η2) 6= 0. Òîãäà

x0 = c1ξ1 + c2ξ2 + · · ·+ cnξn, c1 = (x0, η1), c2 6= 0.

Ïîñòðîèì âåêòîð

y0 = x0 − (x0, η1)ξ1 = c2ξ2 + c3ξ3 + · · ·+ cnξn

è âåêòîð
ξ0
2 = y0/‖y0‖.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïî ôîðìóëàì

xk+1 = Aξk
2 , λ

(k)
2 = (xk+1, ξk

2 ),

yk+1 = xk+1 − (xk+1, η1)ξ1, ξk+1
2 = yk+1/‖yk+1‖.

Òîãäà
λ

(k)
2 = λ2 + O(|λ3/λ2|k),

ξk
2 = ±ξ2 + O(|λ3/λ2|k).

11.2.3 Íàõîæäåíèå max
16i6n

λi(A) è min
16i6n

λi(A)

à) Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïî îïèñàííîé âûøå ìåòî-
äèêå. Ïóñòü ýòî λ̄(A)

|λ̄(A)| = max
i
|λi(A)|.

Åñëè λ̄(A) > 0, òî íàéäåííîå ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ̄(A)
áóäåò èñêîìûì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì

max
i

λi(A) = λ̄(A) (11.14)

á) Íàéäåì λ̄i(B): |λ̄(B)| = max
i
|λi(B)|, ãäå

B = A− λ̄(A)I.

Ïðè ýòîì
λi(B) = λi(A)− λ̄(A) 6 0.
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Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû B åñòü ìèíèìàëüíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîé ìàòðèöû

λ̄(B) = min
i

[λi(A)− λ̄(A)] = min
i

λi(A)− λ̄(A),

ò.å.
min

i
λi(A) = λ̄(A) + λ̄(B). (11.15)

Åñëè æå λ̄(A) < 0, òî âñå íàîáîðîò.

11.3 Ìåòîä îáðàòíûõ èòåðàöèé
Åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, òî óðàâíåíèå (11.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

A−1ξ =
1

λ
ξ (11.16)

è äëÿ îòûñêàíèÿ íàèìåíüøåãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A èñïîëüçî-
âàòü ïðèáëèæåíèå ê íàèáîëüøåìó ïî ìîäóëþ çíà÷åíèþ ìàòðèöû A−1. Èìåííî, ïóñòü

x0 = c1ξ1 + c2ξ2 + · · ·+ cnξn, cn 6= 0,

|λ1| > |λ2| > · · · > |λn−1| > |λn|.
Òîãäà

1

|λn| >
1

|λn−1| > · · · > 1

|λ1| ,

ξ0
n =

x0

‖x0‖ , xk+1 = A−1ξk
n,

1

λ(k+1)
=

(
xk+1, ξk

n

)
, ξk+1

n =
xk+1

‖xk+1‖ , (11.17)

Ðàçóìååòñÿ, âû÷èñëÿòü A−1 íåò íåîáõîäèìîñòè � äîñòàòî÷íî ðåøàòü ñèñòåìû

Axk+1 = ξk
n (11.18)

ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé è ðàçëè÷íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.
Ìåòîä îáðàòíûõ èòåðàöèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è â òîì ñëó÷àå, êîãäà óæå

èçâåñòíî ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ êàêîå-ëèáî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, è íóæíî åãî óòî÷-
íèòü, à òàêæå íàéòè îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð. Äëÿ ýòîãî íóæíî âìåñòî
ìàòðèöû A èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó

A− λ̃ I, (11.19)
ãäå λ̃ � èçâåñòíîå ïðèáëèæåíèå ê èñêîìîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Åñëè ïðèáëèæå-
íèå äîñòàòî÷íî õîðîøåå, òî ó ìàòðèöû A− λ̃ I åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ïî ìîäóëþ
çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå îñòàëüíûõ. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàòíûå èòåðàöèè áûñòðî ñõîäÿòñÿ
ê ýòîìó ìàëîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ò.å. ê ïîïðàâêå äëÿ λ̃, à çàîäíî íàõîäèòñÿ
(èëè óòî÷íÿåòñÿ) ïðèáëèæåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð.
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11.4 Ïðèìåð
Ïðèìåíèì ñòåïåíîé ìåòîä äëÿ îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû

A =

[
2 1
−1 0

]

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçüìåì âåêòîð x0 = [0, 1]T . Òîãäà

x′ =
[

2 1
−1 0

] [
0
1

]
=

[
1
0

]
, x2 =

[
2 1
−1 0

] [
1
0

]
=

[
2
−1

]
,

x3 =

[
2 1
−1 0

] [
2
−1

]
=

[
3
−2

]
, . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî xk = [k (−k+1)]T , xk+1 = [(k+1) (−k)]T . Òîãäà (xk, xk) = 2k2−2k+1,
(xk, xk+1) = 2k2, è, ñëåäîâàòåëüíî,

λ(k+1) =
2k2

2k2(1− 1/k + O(k−2))
= 1 +

1

k
+ O

(
1

k2

)
.

Ñõîäèìîñòü ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 1 î÷åíü ìåäëåííà è íå ïîõîæà íà òó,
êîòîðóþ ìû èìåëè â 2.2. Âûÿñíèì, ñ ÷åì ýòî ñâÿçàíî. Ðåøàÿ çàäà÷ó íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ, íàõîäèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòðèöà èìååò äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå λ = 1, êîòîðîìó îòâå÷àåò åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð [1,−1]T . Òåì
ñàìûì, ýòà ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïðîñòîé ñòðóêòóðû, êàê ýòî áûëî â 2.2, à åå
æîðäàíîâîé ôîðìîé ÿâëÿåòñÿ êëåòêà ïîðÿäêà äâà. Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò,
÷òî ñòåïåíîé ìåòîä íå îòêàçûâàåòñÿ ðàáîòàòü è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìàëüíîìó
ïî ìîäóëþ êðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îòâå÷àåò æîðäàíîâà êëåòêà, íî ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè ðåçêî ïàäàåò îò ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ê ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà.

11.5 QR - àëãîðèòì
Êðàòêî îïèøåì îäèí èç íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè ïîëíîé
ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ïóñòü ìàòðèöà A ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíîé Q ìàòðèöû è âåðõíåé
òðåóãîëüíîé ìàòðèöû R, ò.å.

A0 = A = QR = Q1R1.

Ñäåëàòü ýòî ìîæíî, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ìåòîäà âðàùåíèé èëè ìåòîäà îòðàæåíèé.
Ïîñòðîèì ìàòðèöó

A1 = R1Q1.
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Ïîñêîëüêó
A1 = Q−1

1 Q1R1Q1 = Q−1AQ, (11.20)
òî ìàòðèöû A è A1 ïîäîáíû è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

Äàëåå,
A2 = Q2R2, A3 = R3Q3 è ò.ä.

Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà A ìàòðèöû Ai ïî ôîðìå ñõîäÿòñÿ ê òðåóãîëüíîé
ìàòðèöå, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ïîíèìàòü ýòî íóæíî
òàê, ÷òî ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, äèàãîíàëüíûå ê ñîáñòâåííûì
÷èñëàì, à íàääèàãîíàëüíûå ìîãóò íèêóäà íå ñòðåìèòüñÿ.

Åñëè âñå |λi| ðàçëè÷íû, a
(k)
ij , i > j ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì (λi/λj).
Îäíà èòåðàöèÿ O(n3). Ìàòðèöà Õåññåíáåðãà � ïî÷òè òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà (ïåðâàÿ

ïîääèàãîíàëü îòëè÷íà îò íóëÿ). Îäíà èòåðàöèÿ O(n2).
Èòåðàöèè ñî ñäâèãîì

Ak − τkI = QkRk,

Ak+1 = RkQk + τkI = Q−1
k (Ak − τkI)Qk + τkI =

= Q−1
k AQk.

Èòåðàöèè î÷åíü òðóäîåìêèå. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íèçêàÿ.

Îïðåäåëåíèå 11.4. Ìàòðèöà A èìååò âåðõíþþ ôîðìó Õåññåíáåðãà, åñëè aij = 0
äëÿ ëþáûõ i > j + 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà èìååò ïî÷òè òðåóãîëüíóþ ôîðìó.



∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗




Òåîðåìà 11.1. Âñÿêàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïðè ïîìîùè îðòîãî-
íàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ôîðìå Õåéñåíáåðãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì òðåáóåìîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ýòîò àëãîðèòì î÷åíü ïî-
õîæ íà àëãîðèòì QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïðè ïîìîùè îòðàæåíèé. Ïðèâåäåíèå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ çà n−2 øàãà. Íà ïåðâîì øàãå íåîáõîäèìûìè íóëÿìè çàïîëíèòñÿ ïåðâûé
ñòîëáåö, íà âòîðîì øàãå � âòîðîé è ò.ä.

Âûïîëíèì ïåðâûé øàã. Çàïèøåì ìàòðèöó A â âèäå

A =

[
a11 cT

b Â

]
.
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Ïóñòü Û1 � ìàòðèöà îòðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ (n−1)-ìåðíûé âåêòîð â âåêòîð [t 0 . . . 0]T ,
è ïóñòü

U1 =

[
1 0

0 Û1

]
. (11.21)

Òîãäà

U1A =

[
1 0

0 Û1

] [
a11 cT

b Â

]
=

[
a11 cT

Û1b Û1Â

]
=




a11 cT

t1
0
... Û1Â1

0




.

Äàëåå, ïðè âû÷èñëåíèè U1AU−1
1 âñïîìíèì, ÷òî U−1

1 UT
1 = U1, è, ñëåäîâàòåëüíî,

U1AU1 =

[
a11 cT

b Â

] [
1 0

0 Û1

]
=




a11 cT Û1

t1
0
... Û1Â1Û1

0




=




a11 ∗ . . . ∗
t1
0
... Â1Û1

0




(11.22)

è ò.ä.

Çàìå÷àíèå 11.4. Åñëè áû ìû ïîïûòàëèñü âçÿòü òàêóþ ìàòðèöó îòðàæåíèé U1, êîòî-
ðàÿ îñòàâëÿåò â ïåðâîì ñòîëáöå òîëüêî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, òî ïðè óìíîæåíèè U1A
íà U1 ñïðàâà íàì íå óäàëîñü áû ñîõðàíèòü ñòðóêòóðó ïåðâîãî ñòîëáöà, ò.å. ïîëó÷åííûå
ïîñëå ïåðâîãî óìíîæåíèÿ A íà U1 ñëåâà íóëè. Èìåííî áëàãîäàðÿ ôîðìóëå (11.21) äëÿ
ìàòðèöû U1 îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà U1 ñïðàâà íå çàòðàãèâàåò íóëè â ïåðâîì ñòîëáöå
(11.22).

Çàìå÷àíèå 11.5. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A îðòîãîíàëüíî ïîäîáíàÿ åé ìàòðèöà
òîæå ñèììåòðè÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Õåññåíáåðãà áóäåò òðè-
äèàãîíàëüíîé.

Òåîðåìà 11.2. Ïóñòü Am � íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ õåññåíáåðãîâà ìàòðèöà è Am+1

ïîëó÷åíà èç Am ïîñðåäñòâîì îäíîé QR-èòåðàöèè (11.20). Òîãäà Am+1 òàêæå èìååò
âåðõíþþ õåññåíáåðãîâó ôîðìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Am+1 íàì íóæíî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü ðàçëîæå-
íèå Am = QmRm, êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå Qm = AmR−1

m . Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî
(óïðàæíåíèå 1.1), ÷òî îáðàòíàÿ ê íåâûðîæäåííîé âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå åñòü
âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âåðõíåé
òðåóãîëüíîé è âåðõíåé õåññåíáåðãîâîé ìàòðèöû â ëþáîì ïîðÿäêå åñòü âåðõíÿÿ õåñ-
ñåíáåðãîâà ìàòðèöà. Ïîýòîìó Qm åñòü âåðõíÿÿ õåññåíáåðãîâà ìàòðèöà. Íî è Am+1 =
RmQm äîëæíà áûòü âåðõíåé õåññåíáåðãîâîé. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïóñòü

Am =




a
(m)
11 am

12 · · · a
(m)
1,n−1 a

(m)
1,n

a
(m)
21 am

22 · · · a
(m)
2,n−1 a

(m)
2,n

am
32 · · · a

(m)
3,n−1 a

(m)
3,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(m)
n,n−1 a

(m)
n,n




Åñëè |λi| > |λi+1|, òî
a

(m)
i+1,i = O

(∣∣∣∣
λi+1

λi

∣∣∣∣
)m

.

Òåîðåìà 11.3 (ÒåîðåìàØóðà). Ïóñòü A ∈ Cn×Cn. Òîãäà ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ
ìàòðèöà U ∈ Cn × Cn è âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà T ∈ Cn × Cn òàêèå, ÷òî

T = U∗AU.

A = UTU∗� ðàçëîæåíèå Øóðà.

Çàìå÷àíèå 11.6. Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (11.18)(èëè ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé (11.19))
ñëåäóåò îïàñàòüñÿ òðóäíîñòåé, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â ñâÿçè ñ ïëîõîé îáóñëîâ-
ëåííîñòüþ ìàòðèöû A (èëè (A − λ̂I)). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷åì áëèæå ê ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ, òåì áûñòðåå ñõîäÿòñÿ èòåðàöèè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåì õóæå îáóñëîâëåí-
íîñòü ìàòðèöû, ïîäëåæàùåé îáðàùåíèþ.
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Ãëàâà II

Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

117





� 12

Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé x, è òðåáóåòñÿ
íàéòè åå íóëè, ò.å. êîðíè óðàâíåíèÿ

f(x) = 0. (12.1)

Ïðè òàêîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷à âåñüìà íåîïðåäåëåííà, èáî êîðíåé ìîæåò íå áûòü
âîâñå, èëè èõ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî. Îáû÷íî çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ áîëåå
êîíêðåòíî ñ äîïîëíèòåëüíûìè óêàçàíèÿìè. Íàïðèìåð, îòûñêàíèå êîðíåé íà çàäàííîì
èíòåðâàëå. Ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíûõ ìåòîäîâ îòûñêàíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé
êîðíåé óðàâíåíèÿ (12.1), òî ðå÷ü äîëæíà èäòè îá èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ íàõîæäåíèÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. (Òîëüêî åñëè f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí íå âûøå
4-îé ñòåïåíè, èìåþòñÿ ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ åãî íóëåé â âèäå ðàäèêàëîâ.)

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì èëè èíûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, íóæíî èìåòü íà-
÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê êîðíþ. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ïî êðàéíåé ìåðå, èçó÷èòü ðàñïî-
ëîæåíèå êîðíåé è âûäåëèòü îáëàñòè, ãäå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé êîðåíü. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìû äîëæíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òîãî èëè èíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà óòî÷íèòü
çíà÷åíèÿ êîðíåé èëè íàéòè èõ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.

Ñïîñîáû ëîêàëèçàöèè êîðíåé (âûäåëåíèå îáëàñòåé, ãäå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé êî-
ðåíü) ìíîãîîáðàçíû, è óêàçàòü óíèâåðñàëüíûé ìåòîä íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
Èíîãäà îòðåçêè ëîêàëèçàöèè èçâåñòíû çàðàíåå, à èíîãäà îïðåäåëÿþòñÿ èç ôèçè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé. Â ïðîñòûõ ñèòóàöèÿõ õîðîøèé ðåçóëüòàò ìîæåò äàòü ãðàôè÷åñêèé ìå-
òîä; øèðîêî ïðèìåíÿþò ïîñòðîåíèå òàáëèö ôóíêöèè f(x) âèäà yi = f(xi), i = 1, n äëÿ
îáíàðóæåíèÿ ïåðåìåí çíàêà.

119
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12.1 Ìåòîä áèñåêöèè (ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïî-
ëàì)

Ïóñòü f(x) ∈ C[a, b] è f(a)f(b) < 0. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íà [a, b] èìååòñÿ, ïî
êðàéíåé ìåðå, îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ (12.1). (Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.) Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå åäèíñòâåííîå, ò.å. x∗ ∈ (a, b) � åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
(12.1) íà [a, b]. Ïîëîæèì a0 = a, b0 = b, íàéäåì ñåðåäèíó îòðåçêà [a0, b0]

x0 =
a0 + b0

2

è ïðèìåì ýòó âåëè÷èíó çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå x∗. Òàê êàê ïîëîæåíèå êîðíÿ x∗

íà îòðåçêå [a0, b0] íåèçâåñòíî, òî ìîæíî ëèøü óòâåðæäàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü ýòîãî
ïðèáëèæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû äëèíû [a0, b0]:

|x0 − x∗| 6 b0 − a0

2
.

u
a0 b 0

x0

x∗

Ðèñ. 1

Âû÷èñëèì f(x0). Åñëè f(x0) = 0, òî x∗ = x0, è âû÷èñëåíèÿ íà ýòîì çàêàí÷èâàþòñÿ.
Åñëè f(x0) 6= 0, òî çíàê f(x0) ñîâïàäàåò ëèáî ñî çíàêîì f(a0), ëèáî ñî çíàêîì f(b0).
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f(a0) < 0, f(b0) > 0. Èç äâóõ îòðåçêîâ [a0, x0] è [x0, b0] âûáå-
ðåì òîò, íà êîíöàõ êîòîðîãî f(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè.
Îáîçíà÷èì ýòîò îòðåçîê ÷åðåç [a1, b1], ãäå

a1 = a0, b1 = x0 ïðè f(x0) > 0

è
a1 = x0, b1 = b0 ïðè f(x0) < 0.
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Îòðåçîê [a1, b1] èìååò âäâîå ìåíüøóþ äëèíó, ÷åì [a0, b0], f(a1)f(b1) < 0 è x∗ ∈ (a1, b1),
ïðè÷åì |x0 − x∗| 6 b0−a0

2
. Íàéäåì ñåðåäèíó îòðåçêà [a1, b1] è ò.ä. Ïóñòü

xk =
ak + bk

2
, k = 1, 2, . . . ,

è âñåãäà
|xk − x∗| 6 bk − ak

2
=

b− a

2k+1
.

Ïðîöåññ äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà äëèíà íîâîãî îò-
ðåçêà [ak, bk] íå ñòàíåò ìåíüøå 2ε, ãäå ε � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ïðèáëè-
æåííîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ. Òîãäà

xk = x̃, |x̃− x∗| 6 ε,

ò.å. èçëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ ãàðàíòèðîâàííîé
òî÷íîñòüþ. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà íå íèæå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íóëþ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì 1/2. Êàæäàÿ èòåðàöèÿ óìåíüøàåò ïîãðåøíîñòü
íå ìåíåå, ÷åì â äâà ðàçà.
Ïðèìåð 12.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåíüøèòü ïåðâîíà÷àëüíóþ ëîêàëèçàöèþ â 106 ðàç,
íóæíî ñäåëàòü 20 èòåðàöèé, èáî 220 = 1048576.

12.2 Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé
×òîáû ïðèìåíèòü ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (12.1),
íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü ýòî óðàâíåíèå ê ñëåäóþùåìó âèäó:

x = ϕ(x). (12.2)

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ áóäóò
èçëîæåíû ïîçæå. Ïóñòü, íàïðèìåð,

ϕ(x) = x + τ(x)f(x), (12.3)

ãäå τ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ çíàêîîïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ.
Âûáèðàÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0, ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xk+1 = ϕ(xk), k = 0, 1, . . . . (12.4)

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (12.4) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé.
Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü x∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ (12.2). Òîãäà, åñëè |ϕ′(x)| 6 q < 1
äëÿ x ∈ [x∗ − δ, x∗ + δ], òî ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè x0 ∈ [x∗ − δ, x∗ +
δ] ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñ÷êîé ïðîãðåññèè,
çíàìåíàòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî q. Ïðè ýòîì

|xk − x∗| 6 qk |x0 − x∗|.
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Ýòà òåîðåìà èëè åé àíàëîãè÷íàÿ áûëà äîêàçàíà â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (12.4). Èçîáðàçèì

íà ïëîñêîñòè Oxy ïðÿìóþ y = x è êðèâóþ y = ϕ(x). Ïóñòü ñíà÷àëà 0 < ϕ′(x) < 1.

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

XX»»

¤¤CC

x∗∗x∗ x0x1x2

Ðèñ. 2

Èç ðèñóíêà 2 âèäíî, ÷òî ïðè 0 < ϕ′(x) 6 q < 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ìîíîòîííî
ñõîäèòñÿ ê x∗, ïðè÷åì ñ òîé ñòîðîíû, ñ êîòîðîé ðàñïîëîæåíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Åñëè ϕ′(x∗∗) > 1, òî èòåðàöèè íå ñõîäÿòñÿ ê x∗∗.
Ïðè −1 < ϕ′(x) < 0 ïðèáëèæåíèÿ äâóñòîðîííèå (ñì. ðèñ. 3). Â ýòîì ñëó÷àå ïî

äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèáëèæåíèÿì ëåãêî ñóäèòü î äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè

|xk − x∗| < |xk − xk−1|.

Ìîæíî òàêæå óâèäåòü, ÷òî ñõîäèìîñòü òåì áûñòðåå, ÷åì ìåíüøå |ϕ′|. Åñëè ϕ′(x∗∗) ¿ 1,
òî ïðîöåññ ñõîäèìîñòè óñêîðÿåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê êîðíþ.
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12.3 Ìåòîä Íüþòîíà
Ïóñòü k-å ïðèáëèæåíèå xk ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (12.1) íàéäåíî. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ
f(x) â òî÷êå xk ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f(x) = f(xk) + (x− xk)f
′(xk) + O((x− xk)

2)

èëè
∆f = f(x)− f(xk) = df + O(d2f), df ≡ f ′dx.

Çàìåíèì ïðèáëèæåííî ïðèðàùåíèå ôóíêöèè åå äèôôåðåíöèàëîì

∆f ≈ df

èëè
f(x) ≈ f(xk) + (x− x)f ′(xk) =: P1(x).
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Ïðèðàâíÿåì òåïåðü ôóíêöèþ P1(x), ÿâëÿþùóþñÿ ïðèáëèæåíèåì ê f(x), íóëþ

P1(x) = 0 : f(xk) + (x− xk)f
′(xk) = 0

è íàéäåì êîðåíü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ

x− xk = − f(xk)

f ′(xk)
⇒ x = xk − f(xk)

f ′(xk)
.

Ýòîò êîðåíü è ïðèìåì çà íîâîå ïðèáëèæåíèå. Èòàê, àëãîðèòì ìåòîäà Íüþòîíà ñëå-
äóþùèé:

xk+1 = xk − f(xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, . . . , x0 � çàäàíî. (12.5)

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà Íüþòîíà òàêîâà. Êàê èçâåñòíî èç ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, f ′(xk) åñòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x)
â òî÷êå x = xk. Ïðÿìàÿ

y = P1(x) (12.6)

èìååò òîò æå íàêëîí, ÷òî è êàñàòåëüíàÿ ê f(x) â òî÷êå xk. Áîëåå òîãî, â òî÷êå x = xk

çíà÷åíèÿ P1(x) è f(x) ñîâïàäàþò, è, ñëåäîâàòåëüíî, (12.6) åñòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé
ê êðèâîé y = f(x) â òî÷êå x = xk.

¿
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¿
¿

¿
¿

¿
¿

¿
¿

´
´

´́
xkxk+1xk+2

Ðèñ. 4

Òåì ñàìûì, â ìåòîäå Íüþòîíà íà êàæäîé èòåðàöèè êðèâàÿ y = f(x) çàìåíÿåòñÿ
êàñàòåëüíîé â òî÷êå xk, è âìåñòî óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå P1(x) = 0.
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Ñâÿçü ìåòîäà Íüþòîíà ñ ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé. Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà
ïðîñòûõ èòåðàöèé ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (12.1) îíî ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâûâàëîñü ê âèäó
(12.2), ãäå ôóíêöèÿ ϕ(x) îïðåäåëÿëàñü ñîîòíîøåíèåì (12.3), à èòåðàöèè ïðîâîäèëèñü
ïî ôîðìóëå (12.4). Ñðàâíèâàÿ (12.4) è (12.5), íàõîäèì, ÷òî

ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)
, (12.7)

ò.å. τ(x) èç (12.3) åñòü [−f ′(x)]−1. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 12.1, äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà
ïðîñòûõ èòåðàöèé ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ϕ(x) â îêðåñòíîñòè êîðíÿ x∗ äîëæíà áûòü
ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Èç (12.7)

ϕ′(x) = 1− (f ′(x))2 − f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2
=

f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2
.

Åñëè x∗ � ïðîñòîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (12.1), òî f ′(x∗) 6= 0, à ϕ′(x∗) = 0, è ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü x∗, ãäå |ϕ′(x)| < 1. Ïîýòîìó ìåòîä Íüþòîíà âñåãäà ñõîäèòñÿ, åñëè íà÷àëü-
íîå óñëîâèå âûáðàíî óäà÷íî.

Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà. Åùå ðàç ðàçëîæèì f(x) â òî÷êå
xk

f(x) = f(xk) + (x− xk)f
′(xk) +

(x− xk)
2

2
f ′′(ξk), ξk ∈ (x, xk).

Ïîëàãàÿ çäåñü x = x∗, ïîëó÷èì

0 = f(xk) + (x∗ − xk)f
′(xk) +

(x∗ − xk)
2

2
f ′′(ξ∗k), ξ∗k ∈ (x∗, xk).

Â ñèëó (12.5)
0 = (xk+1 − xk)f

′(xk) + f(xk).

Âû÷èòàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå èç ïðåäûäóùåãî, ïîëó÷èì

0 = (x∗ − xk+1)f
′(xk) +

1

2
(x∗ − xk)f

′′(ξ∗k).

Îòñþäà
(xk+1 − x∗) =

1

2

f ′′(ξ∗k)
f ′(xk)

(xk − x∗)2. (12.8)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

|f ′(x)| > m1, |f ′′(x)| 6 M2. (12.9)

Òîãäà
|xk+1 − x∗| 6 M2

2m1

|xk − x∗|2.
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Äîìíîæàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà M2/(2m1), ïîëó÷èì, ÷òî

βk+1 =
M2

2m1

|xk+1 − x∗| 6
[

M2

2m1

(xk − x∗)
]2

= β2
k ,

ò.å.
βk+1 6 β2

k , (12.10)
ãäå

βk =
M2

2m1

|xk − x∗|. (12.11)

Èç (12.10) èìååì

β1 6 β2
0 , β2 6 β2

1 6 β4
0 = β22

0 , β3 6 β2
2 6 β23

0

è âîîáùå
β2

k 6 β2k

0 .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (12.11), íàõîäèì, ÷òî

|xk − x∗| 6 2m1

M2

[
M2

2m1

|x0 − x∗|
]2k

. (12.12)

Äëÿ ñõîäèìîñòè íóæíî, ÷òîáû
M2

2m1

|x0 − x∗| 6 q < 1. (12.13)

Èòàê, äîêàçàíà
Òåîðåìà 12.2. Ïóñòü f(x) ∈ C2[x∗ − δ, x∗ + δ], ãäå x∗ � ïðîñòîé êîðåíü óðàâíåíèÿ
(12.1), è ïðè x ∈ [x∗ − δ, x∗ + δ] ñïðàâåäëèâû îöåíêè (12.9). Òîãäà, åñëè íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå x0 ∈ [x∗−δ, x∗+δ] òàêîâî, ÷òî ñïðàâåäëèâî (12.13), òî ìåòîä Íüþòîíà
(12.5) ñõîäèòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà (12.12).
Ïðèìåð 12.2. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè êîðåíü ñòåïåíè p èç ÷èñëà a > 0. Òîãäà

f(x) := xp − a

xk+1 = xk − xp
k − a

pxp−1
k

=
p− 1

p
xk +

a

pxp−1
k

.
(12.14)

Ïðè p = 2 è a = 3

xk+1 =
xk

2
+

3

2xk

.

Ïóñòü x0 = 2. Òîãäà

x1 =
7

4
= 1.75, x2 =

97

56
≈ 1.7321, x3 ≈ 1.7320508,

à x∗ = 1.7320508 . . . . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â x0 îäèí âåðíûé çíàê, òî â x1 �
äâà, â x2 � ÷åòûðå è ò.ä. Ãðóáî ãîâîðÿ, ÷èñëî âåðíûõ çíàêîâ ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè
óäâàèâàåòñÿ.
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Çàìå÷àíèå 12.1. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà óñòàíîâëåíà ïðè óñëîâèè, ÷òî êîðåíü
x∗ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Íó, à ÷òî áóäåò, åñëè êîðåíü îêàæåòñÿ êðàòíûì? ×òîáû îòâåòèòü
íà ýòîò âîïðîñ, èññëåäóåì ff ′′/(f ′)2. Åñëè êîðåíü x∗ èìååò êðàòíîñòü p > 1, òî

f(x) = a(x− x∗)p + O
(
(x− x∗)p+1

)

f ′(x) = ap(x− x∗)p−1 + O
(
(x− x∗)p

)

f ′′(x) = ap(p− 1)(x− x∗)p−2 + O
(
(x− x∗)p−1

)
.

Îòñþäà

ϕ′(x) =
f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2
=

=
a2p(p− 1)(x− x∗)2p−2 + O

(
(x− x∗)2p−1

)

p2a2(x− x∗)2p−2 + O
(
(x− x∗)2p−1

) =
p− 1

p
+ O(x− x∗)

(12.15)

è â ìàëîé îêðåñòíîñòè x∗ |ϕ′(x)| < 1. Òåì ñàìûì, ìåòîä Íüþòîíà áóäåò ñõîäèòüñÿ
è ê êðàòíîìó êîðíþ, íî ýòà ñõîäèìîñòü íå áóäåò êâàäðàòè÷íîé; îíà áóäåò ñêîðîñòüþ
ñõîäèìîñòè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q = (p− 1)/p < 1.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, à íåëüçÿ ëè óâåëè÷èòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê êðàòíîìó êîð-
íþ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïóòåì ñëåäóþùåãî
îáîáùåíèÿ ìåòîäà Íüþòîíà. Èòåðàöèè áóäåì âåñòè ïî ôîðìóëå

xk+1 = xk − τ
f(xk)

f ′(xk)
,

ãäå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà τ îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíîñòüþ èñêîìîãî êîðíÿ. Íàéäåì ýòî çíà-
÷åíèå. Èìååì

ϕ(x) = x− τ
f(x)

f ′(x)
, ϕ′(x) = 1− τ

f ′2 − ff ′′

f ′2
= (1− τ) + τ

ff ′′

f ′2
.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (12.15)

ϕ′(x) = (1− τ) + τ

[
p− 1

p
+ O(x− x∗)

]
= 1− τ + τ

p− 1

p
+ O(x− x∗).

Âûáåðåì τ èç óñëîâèÿ, ÷òî ϕ′(x∗) = 0. Òîãäà τ = p, è îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà

xk+1 = xk − p
f(xk)

f ′(xk)
,

ãäå p � êðàòíîñòü èñêîìîãî êîðíÿ, îáëàäàåò ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà
ê ïðîñòîìó êîðíþ.
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Ïðèìåð 12.3. Ïóñòü f(x) = x2. Çäåñü x∗ = 0 åñòü äâóêðàòíûé êîðåíü. Ìåòîä
Íüþòîíà ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

xk+1 = xk − x2
k

2xk

=
1

2
xk.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìåíàòåëåì
q = 1/2.

Îáîáùåííûé ìåòîä äëÿ ýòîãî ïðèìåðà ñðàçó äàåò òî÷íîå ðåøåíèå.

Ïðèìåð 12.4. Ïóñòü f(x) = x2(x + 1) è x∗ = 0 � äâóêðàòíûé êîðåíü. Îáîáùåííûé
ìåòîä Íüþòîíà ïðèíèìàåò âèä

xk+1 =
x2

k

2 + 3xk

.

Åñëè x0 = 1, òî x1 =
1

5
= 0.2, x2 =

1

65
= 0.015, x3 = 0.0000115 è ò.ä.
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Ìåòîä ñåêóùèõ

.
Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ìåòîäà Íüþòîíà, êîòîðîå äåëàåò åãî î÷åíü ïðèâëåêàòåëü-

íûì, ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ê íåäîñòàòêàì ñëåäóåò îòíåñòè íåîá-
õîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ íà êàæäîì øàãå èòåðàöèé ïðîèçâîäíîé. Âòîðîé íåäîñòàòîê
� ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòèâíîñòè ìåòîäà îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ: åñëè
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå îêàçàëîñü íåóäà÷íûì (íåäîñòàòî÷íî áëèçêèì ê èñêîìîìó
ðåøåíèþ), ìåòîä ïðîñòî ðàñõîäèòñÿ. Ïåðâûé íåäîñòàòîê â êàêîé-òî ìåðå ìîæåò áûòü
ïðåîäîëåí ïóòåì çàìåíû ïðîèçâîäíîé ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì. Èìåííî, çàìåíèì â
(13.5) ïðîèçâîäíóþ f ′(xk) íà ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå

∆fk

∆xk

=
fk − fk−1

xk − xk−1

,

ãäå fk = f(xk). Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

xk+1 = xk − fk
xk − xk−1

fk − fk−1

, k = 1, 2, . . . . (13.1)

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ìåòîä äâóõøàãîâûé: ÷òîáû íàéòè xk+1, íóæíî çíàòü xk è xk−1. Â
÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî, ÷òîáû íà÷àòü èòåðàöèè, òàêæå òðåáóþòñÿ çíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ
ïðèáëèæåíèé x0 è x1.

Îáðàòèìñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ìåòîäà (13.1). Ïóñòü

L1(x) = fk−1
x− xk

xk−1 − xk

+ fk
x− xk−1

xk − xk−1

(13.2)

� èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ïåðâîé ñòåïåíè, ïîñòðîåííûé ïî çíà÷åíè-
ÿì ôóíêöèè f(x) â óçëàõ xk−1 è xk. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ

y = L1(x)

129
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è íàéäåì åå íóëü, ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L1(x) = 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (13.2),
íàõîäèì, ÷òî

fk−1(x− xk) = fk(x− xk−1) ≡ fk(x− xk) + fk(xk − xk−1).

Îòñþäà
x = xk − fk

xk − xk−1

fk − fk−1

,

÷òî ñîâïàäàåò ñ xk+1 èç (13.1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â ìåòîäå Íüþòîíà êðèâàÿ
y = f(x) âñÿêèé ðàç çàìåíÿåòñÿ êàñàòåëüíîé â òî÷êå xk, òî â ìåòîäå (13.1) êðèâàÿ
y = f(x) çàìåíÿåòñÿ ñåêóùåé, ïåðåñåêàþùåé y = f(x) ïðè x = xk−1 è x = xk. Ýòà
ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà (13.1) è äàåò åìó íàçâàíèå � ìåòîä ñåêóùèõ.

Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåêóùèõ. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî
â ñèëó (13.2) è ñ ó÷åòîì ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

L1(xk+1)− L1(x
∗) =

= fk−1
xk+1 − xk

xk−1 − xk

+ fk
xk+1 − xk−1

xk − xk−1

− fk−1
x∗ − xk

xk−1 − xk

− fk
x∗ − xk−1

xk − xk−1

=

= fk−1
xk+1 − x∗

xk−1 − xk

+ fk
xk+1 − x∗

xk − xk−1

=
fk − fk−1

xk − xk−1

(xk+1 − x∗) =

= f ′(ξk)(xk+1 − x∗), ξk ∈ (xk−1, xk)

è ïîýòîìó
xk+1 − x∗ =

L1(xk+1)− L1(x
∗)

f ′(ξk)
= −L1(x

∗)
f ′(ξk)

, (13.3)

èáî ïî ïîñòðîåíèþ L1(xk+1) = 0. Ïðè âû÷èñëåíèè L1(x
∗) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ

ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè

f(x)− L1(x) =
1

2
f ′′(ηk)(x− xk−1)(x− xk), ηk ∈ (x, xk−1, xk),

ãäå (x, xk−1, xk) � îòêðûòûé èíòåðâàë, êîíöàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êðàéíèå èç óêà-
çàííûõ òðåõ òî÷åê. Ïîëàãàÿ çäåñü x = x∗ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî f(x∗) = 0,
íàõîäèì èñêîìîå âûðàæåíèå, ïîäñòàâëÿÿ êîòîðîå â (13.3), ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî
áóäåì èìåòü

xk+1 − x∗ =
1

2

f ′′(ηk)

f ′(ξk)
(xk − x∗)(xk−1 − x∗). (13.4)

Êàê è ïðè èçó÷åíèè ìåòîäà Íüþòîíà, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

|f ′(x)| > m1, |f ′′(x)| 6 M2. (13.5)

Òîãäà èç (13.4) áóäåì èìåòü îöåíêó

|xk+1 − x∗| 6 M2

2m1

|xk − x∗| |xk−1 − x∗|.
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Äîìíîæàÿ òåïåðü îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà M2/(2m1) è îáîçíà÷àÿ
M2

2m1

|xk − x∗| = ∆k, (13.6)

íàéäåì, ÷òî
∆k+1 6 ∆k∆k−1. (13.7)

Îòìåòèì, ÷òî â ìåòîäå Íüþòîíà ∆k+1 6 ∆2
k, è ýòî ïîçâîëèëî íàì ãîâîðèòü î êâàäðà-

òè÷íîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà. Äëÿ ìåòîäà ñåêóùèõ àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî

∆k+1 6 ∆ν
k (13.8)

äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíî. Ìû íå áóäåì åãî äîêàçûâàòü, à ïîëó÷èì
îöåíêó òèïà (13.8) äëÿ ìàæîðàíòû ïîãðåøíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè

zk+1 = zkzk−1, z0 > ∆0, z1 > ∆1, (13.9)

òî
∆k+1 6 zk+1. (13.10)

Ïîïûòàåìñÿ ñâåñòè íåëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (13.9) ê âèäó

zk+1 = zν
k . (13.11)

Åñëè ýòî òàê, òî zk = zν
k−1, è, ñëåäîâàòåëüíî,

zk−1 = z
1/ν
k .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è (13.11) â (13.9), ïîëó÷èì

zν
k = z

1+1/ν
k .

Ïðèðàâíèâàÿ ñòåïåíè zk â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ, íàõîäèì, ÷òî

ν = 1 + 1/ν, ò.å. ν2 − ν − 1 = 0. (13.12)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

ν1,2 =
1±√5

2
.

Êîðíþ ν = (1−√5)/2 îòâå÷àåò íåóáûâàþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.11), êîòîðîå íå
ìîæåò îïèñûâàòü ñõîäÿùèéñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Ïîýòîìó ñëåäóåò âçÿòü

ν =
1 +

√
5

2
≈ 1.6180339. (13.13)

Èòàê, âìåñòî (13.8) èìååì (13.10), (13.11), (13.13), ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñõî-
äèìîñòè ìåòîäà ñåêóùèõ ñî ñêîðîñòüþ (13.13). Ýòà ñêîðîñòü ìåíüøå, ÷åì ó ìåòîäà
Íüþòîíà.
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Ïðèìåð 13.1. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè êîðåíü ôóíêöèè f(x) = x2−a. Ìåòîä ñåêóùèõ
ïðèìåíèòåëüíî ê ýòîé ôóíêöèè ïðèíèìàåò âèä

xk+1 = xk − x2
k − a

x2
k − x2

k−1

=
xkxk−1 + a

xk + xk−1

.

Åñëè a = 3 è ïîëîæèòü x0 = 3, à x1 = 2, òî

x2 = 1.8, x3 =
33

19
≈ 1.7368, x4 ≈ 1.7321428

ïðè x∗ = 1.732051 . . . .

Çàìå÷àíèå 13.1. Íåëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (13.11) èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå

zk = zνk

0 , (13.14)

äëÿ êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, z1 = zν
0 . Íî â èòåðàöèîííîì ìåòîäå (13.1) èñïîëüçóþòñÿ äâà

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ, è ïîýòîìó âåëè÷èíà z1 íå äîëæíà çàâèñåòü îò z0. Ìû âûíóæäåíû
êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå (13.14) íå ñîâñåì ïðàâèëüíî îïèñûâàåò ýòîò
ïðîöåññ. Òî, ÷òî ìû íå ïîëó÷èëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (13.9), óäîâëåòâîðÿþùåãî îáîèì
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, íå äîëæíî âûçûâàòü óäèâëåíèÿ: ìû âåäü íàøëè ðåøåíèå, îáùåå
äëÿ (13.9) è (13.11), à èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå ìîæåò (13.11) è íå óäîâëåòâîðÿòü.

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å (13.9) è íàéäåì åå ðåøåíèå. Ëîãàðèôìèðóÿ óðàâíåíèå (13.9),
áóäåì èìåòü

ln zk+1 = ln zk + ln zk−1.

Îáîçíà÷àÿ
ln zk = yk, (13.15)

äëÿ yk ïîëó÷èì ëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

yk+1 = yk + yk−1.

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü

q2 − q − 1 = 0

(ñðàâíè ñ (13.12)) ñ êîðíÿìè

q1 =
1 +

√
5

2
, q2 =

1−√5

2
, q1 + q2 = 1,

q2

q1

=
−3 +

√
5

2
≈ −0.38.

Ïîýòîìó
yk = c1q

k
1 + c2q

k
2 . (13.16)
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Óäîâëåòâîðÿÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (13.9), áóäåì èìåòü

c1 + c2 = y0 = ln z0,

q1c1 + q2c2 = y1 = ln z1.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî
c1 =

y1 − y0q2√
5

=
y1 − y0 + y0q1√

5
,

c2 = −y1 − y0q1√
5

= −y1 − y0 + y0q2√
5

è, ñëåäîâàòåëüíî,

yk =
y1 + (q1 − 1)y0√

5
qk
1 −

y1 + (q2 − 1)y0√
5

qk
2 =

=
ln(z1z

q1−1
0 )√
5

qk
1 −

ln(z1z
q2−1
0 )√
5

qk
2 ,

à ñ ó÷åòîì (13.15)

zk = exp

{
ln(z1z

q1−1
0 )

qk
1√
5
− ln(z1z

q2−1
0 )

qk
2√
5

}
=

=
(
z1z

q1−1
0

)qk
1/
√

5 / (
z1z

q2−1
0

)qk
2/
√

5
.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî, åñëè

z1 = zq1

0 ,

òî
z1z

q2−1
0 = zq1+q2−1

0 = 1, z1z
q1−1
0 = z2q1−1

0 = z
√

5
0

è, ñëåäîâàòåëüíî,
zk = z

qk
1

0 ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (13.14), èáî q1 = ν.
Â áîëåå æå ðåàëèñòè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà z1 = z0,

zk = z
(qk+1

1 −qk+1
2 )/

√
5

0 = z
qk+1
1 (1−(q2/q1)k+1)/

√
5

0 .

Ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè íà k-îé èòåðàöèè ÷åðåç ïîãðåøíî-
ñòè z0 è z1 = z0.

Íåáåçûíòåðåñåí âîïðîñ î ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ïîãðåøíîñòè íà äâóõ ñîñåäíèõ èòå-
ðàöèÿõ. Ïóñòü

zk+1 = zνk
k .

Îòñþäà
νk = (ln zk+1)/(ln zk) = yk+1/yk,
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à ñ ó÷åòîì (13.16)

νk =
yk+1

yk

=
c1q

k+1
1 + c2q

k+1
2

c1qk
1 + c2qk

2

=

= q1

1 + c2
c1

(q2/q1)
k+1

1 + c2
c1

(q2/q1)k
= q1

[
1− c2

c1

(
q2

q1

)k

+ O

(
q2

q1

)k+1
]

=

= q1 + O
(
(q2/q1)

k
)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ óáûâàíèå ïîãðåøíîñòè â
ìàëîé îêðåñòíîñòè êîðíÿ ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ ∼ q1.

Çàìå÷àíèå 13.2. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåêóùèõ íèæå,
÷åì ìåòîäà Íüþòîíà. È, òåì íå ìåíåå, ìåòîä ñåêóùèõ ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ïðåä-
ïî÷òèòåëüíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Íüþòîíà. Äëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé èòåðàöèè
â ìåòîäå Íüþòîíà íóæíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé â íîâîé
òî÷êå. Â ìåòîäå ñåêóùèõ íà êàæäîé èòåðàöèè íóæíî çíàòü òîëüêî îäíî íîâîå çíà÷åíèå
ôóíêöèè. Åñëè ýòè îïåðàöèè òðóäîåìêèå, òî äâå îïåðàöèè ïî ìåòîäó ñåêóùèõ ìîãóò
áûòü ñðàâíèìû ïî òðóäîåìêîñòè ñ îäíîé èòåðàöèåé ïî ìåòîäó Íüþòîíà, à ýòî ïðèâîäèò
ê á�îëüøåìó óìåíüøåíèþ íà÷àëüíîé ïîãðåøíîñòè.
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×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
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� 14

×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

14.1 Ââåäåíèå
×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà òàáëèöåé èëè åñëè
åå òðóäíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü àíàëèòè÷åñêè. Äîïóñòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè íåêîòî-
ðîé òî÷êè x ó ôóíêöèè f(x) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x + ∆x)− f(x)

∆x
.

Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, òî ìîæíî ïîëîæèòü

f ′(x) ≈ f(x + ∆x)− f(x)

∆x
. (14.1)

Ýòî è åñòü ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îöåíèì åå ïîãðåø-
íîñòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî, è îíà äâà-
æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, íàõîäèì, ÷òî

f(x + ∆x)− f(x)

∆x
=

f(x) + ∆xf ′(x) + (∆x)2

2
f ′′(ξ)− f(x)

∆x
=

= f ′(x) +
∆x

2
f ′′(ξ), ξ ∈ (x, x + ∆x).

(14.2)

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ôîðìóëà (14.1) äëÿ ôóíêöèè f(x) ∈ C2 èìååò ïîãðåøíîñòü
ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ∆x.

Ïóñòü xi = x0 + ih, ãäå i ∈ Z, à h > 0 � øàã ñåòêè. Òîãäà, ïîëàãàÿ â (14.2) x = xi,
à ∆x = h, ïîëó÷èì

f(xi+1)− f(xi)

h
= f ′(xi) +

h

2
f ′′(ξi). (14.3)

Åñëè æå â (14.2) ïîëîæèòü ∆x = −h è ñíîâà x = xi, òî
f(xi−1)− f(xi)

−h
= f ′(xi)− h

2
f ′′(ξ̃i). (14.4)

137
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Èç (14.3), (14.4) âûòåêàåò, ÷òî è ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà

f ′(xi) ≈ f(xi+1)− f(xi)

h
(14.5)

è ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà
f ′(xi) ≈ f(xi)− f(xi−1)

h
(14.6)

ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, îäíàêî èõ ïîãðåøíîñòè, âîîáùå ãî-
âîðÿ, èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ïîýòîìó åñòü íàäåæäà, ÷òî ó ïîëóñóììû ïðàâûõ ÷àñòåé
(14.5), (14.6) ïîãðåøíîñòü áóäåò èìåòü á�îëüøèé ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî h (ïðè
á�îëüøåé ãëàäêîñòè). Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, íàõîäèì, ÷òî

1

2

[
f(xi+1)− f(xi)

h
+

f(xi)− f(xi−1)

h

]
=

f(xi+1)− f(xi−1)

2h
=

=

[
fi + hf ′i +

h2

2
f ′′i +

h3

6
f ′′′(ξ̄i)−

(
fi − hf ′i +

h2

2
f ′′i −

h3

6
f ′′′( ¯̄ξi)

)]/
2h

= f ′i +
h2

6

f ′′′(ξ̄i) + f ′′′( ¯̄ξi)

2
= f ′i +

h2

6
f ′′′(ξi), ξi ∈ (ξ̄i,

¯̄ξi) ⊂ (xi−1, xi+1).

(14.7)

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ f(x) ∈ C3 ôîðìóëà

f ′(xi) ≈ f(xi+1)− f(xi−1)

2h
(14.8)

èìååò ïîãðåøíîñòü O(h2).
Òåïåðü âû÷òåì èç (14.3) ñîîòíîøåíèå (14.4)

f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

h
= h

f ′′(ξi) + f ′′(ξ̃i)

2
= f ′′( ˜̃ξi)h.

Ñëåäîâàòåëüíî,
fi+1 − 2fi + fi−1

h2
= f ′′( ˜̃ξi),

˜̃ξi ∈ (xi−1, xi+1), (14.9)

ò.å. ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ àïïðîêñèìèðóåò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè
f(x). Èññëåäóåì ïîãðåøíîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè â òî÷êå xi:

fi+1 − 2fi + fi−1

h2
=

1

h2

[
fi + hf ′i +

h2

2!
f ′′i +

h3

3!
f ′′′i +

h4

4!
f IV (ξ̄i)−

− 2fi + fi − hf ′i +
h2

2!
f ′′i −

h3

3!
f ′′′i +

h4

4!
f IV ( ¯̄ξi)

]
=

= f ′′i +
h2

12

f IV (ξ̄i) + f IV ( ¯̄ξi)

2
= f ′′(xi) +

h2

12
f IV (ξi).

(14.10)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (14.10) àïïðîêñèìèðóåò âòîðóþ ïðîèç-
âîäíóþ ôóíêöèè f(x) ∈ C4 ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2).
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Çàìå÷àíèå 14.1. Ìû óæå òðèæäû (â (14.7), (14.10) è â ôîðìóëå ïîñëå ñîîòíîøåíèÿ
(14.8)) âîñïîëüçîâàëèñü óòâåðæäåíèåì î òîì, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 0.5(f(x)+
f(y)) = f(z), ãäå
z ∈ (x, y). Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå â áîëåå îáùåì âèäå. Ïóñòü f(x) ∈ C[a, b], m =
min[a,b] f(x), M = max[a,b] f(x), x1, x2 ∈ [a, b], α > 0, β > 0. Òîãäà

η =
αf(x1) + βf(x2)

α + β
= f(x3), x3 ∈ [a, b].

Â ñàìîì äåëå,
m 6 αf(x1) + βf(x2)

α + β
= η 6 M.

è ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ η = f(x3).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

fx,i =
fi+1 − fi

h
, fx̄,i =

fi − fi−1

h
, f◦

x,i
=

1

2
(fx,i + fx̄,i).

Òîãäà
fx̄x,i =

fi+1 − 2fi + fi−1

h2
.

Îòñþäà è èç (14.3), (14.4), (14.7), (14.10) íàõîäèì, ÷òî

fx,i = f ′i + O(h),

fx̄,i = f ′i + O(h),

f◦
x,i

= f ′i + O(h2),

fx̄x,i = f ′′i + O(h2).

(14.11)

14.2 Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
Ðàññìîòðåííûå ïðîñòåéøèå ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ áûëè ïîñòðîå-
íû èç íåêèõ ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ñóùåñòâóþò è ðåãóëÿðíûå ñïîñîáû ïîñòðî-
åíèÿ ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îäèí èç íèõ � ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ.

Áóäåì èñêàòü ôîðìóëó ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé â ñëåäóþùåì
âèäå

f (k)(x) ≈
n∑

j=0

cjf(xj), k 6 n (14.12)

è âûáåðåì cj èç òåõ óñëîâèé, ÷òîáû ôîðìóëà áûëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ íåêîòîðîé
ñòåïåíè. Ðàññìîòðèì
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Ïðèìåð 14.1. Ïóñòü
f ′(h) ≈ c0f(0) + c1f(h) + c2f(2h). (14.13)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôîðìóëà áûëà òî÷íà íà ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ. Ïîäñòàâëÿÿ â (14.13)
f(x) ≡ 1 è f(x) ≡ x è òðåáóÿ âûïîëíåíèÿ òî÷íîãî ðàâåíñòâà, áóäåì èìåòü

0 = c0 + c1 + c2,

1 = c1h + c22h.

Ïðèíèìàÿ c0 çà ïàðàìåòð, äëÿ c1 è c2 ïîëó÷èì ñèñòåìó
c1 + c2 = −c0,

hc1 + 2hc2 = 1.
(14.14)

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí h è ïîýòîìó

c1 =

∣∣∣∣
−co 1
1 2h

∣∣∣∣
/

h = (−2hc0 − 1)/h,

c2 =

∣∣∣∣
1 −c0

h 1

∣∣∣∣
/

h = (1 + c0h)/h.

(14.15)

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðåõòî÷å÷íûõ ôîðìóë ÷èñëåí-
íîãî íàõîæäåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

f ′(h) ≈ c0f(0)− 1 + 2c0h

h
f(h) +

1 + c0h

h
f(2h).

Ïðè c0 = 0 èìååì
f ′(h) ≈ f(2h)− f(h)

h
= fx(h).

Ïðè c0 = −1/h

f ′(h) ≈ f(h)− f(0)

h
= fx̄(h).

Ýòî óæå èçâåñòíûå íàì ôîðìóëû.
Ïîòðåáóåì òåïåðü, ÷òîáû (14.13) áûëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ âòîðîé ñòåïåíè. Òîãäà

ê óðàâíåíèÿì (14.14) äîáàâèòñÿ åùå îäíî óðàâíåíèå
2h = c1h

2 + c24h
2.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà c1 è c2 èç (14.15), ïîëó÷èì
−(1 + 2c0h)h + 4(1 + c0h)h = 2h,

îòêóäà íàõîäèì c0 = −1/2h. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (14.15), áóäåì èìåòü c1 = 0,
c2 = 1/2h, è ïîýòîìó

f ′(h) ≈ f(2h)− f(0)

2h
≡ f◦

x
(h).

È ýòà ôîðìóëà íàì óæå èçâåñòíà.
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Ïîñòðîèì òåïåðü íîâóþ ôîðìóëó.
Ïðèìåð 14.2. Ïóñòü òåïåðü (ñð. ñ (14.13))

f ′(2h) ≈ c0f(0) + c1f(h) + c2f(2h). (14.16)

Áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû ôîðìóëà (14.16) áûëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ âòîðîé ñòåïåíè.
Ïîäñòàâëÿÿ â (14.16) ïîñëåäîâàòåëüíî f(x) ≡ 1, f(x) ≡ x è f(x) ≡ x2 è òðåáóÿ
âûïîëíåíèÿ òî÷íîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ñèñòåìó

c0 + c1 + c2 = 0,

hc1 + 2hc2 = 1,

h2c1 + 4h2c2 = 4h.

(14.17)

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (14.17) ñîâïàäàþò ñ (14.14). Ïîýòîìó c1 è c2 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
c0 ïðè ïîìîùè (14.15). Ïîäñòàâëÿÿ (14.15) â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (14.17), íàõîäèì,
÷òî

−(2hc0 + 1)h + 4h(1 + hc0) = 4h

è, ñëåäîâàòåëüíî, c0 = 1/2h, à ñ ó÷åòîì (14.15)

c1 = −2/h, c2 = 3/(2h).

Òåì ñàìûì,

f ′(2h) ≈ f0 − 4f1 + 3f2

2h
=

f2 − f1

h
+

f0 − 2f1 + f2

2h
= fx̄,2 +

h

2
fx̄x̄,2. (14.18)

Ýòà íîâàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.
Óïðàæíåíèå 14.1. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ f(x) ∈ C3 ôîðìóëà (14.18) èìååò ïîãðåø-
íîñòü O(h2).

14.3 Èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ôîðìóë
Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ôîðìóë.

Êàê èçâåñòíî,

f(x) = Ln(x) + Rn(x), Ln(x) ≡
n∑

i=0

fi

∏

k 6=i

x− xk

xi − xk

,

ãäå Ln(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ñòåïåíè n, à Rn(x) � îñòàòî÷íûé
÷ëåí. Ïîëàãàÿ

f (m)(x) ≈ L(m)
n (x), 0 6 m 6 n, (14.19)

ïîëó÷èì ôîðìóëó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
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Ïðèìåð 14.3. Ïóñòü n = 1, x1 = x0 + h. Òîãäà

L1(x) = f0
x− x1

−h
+ f1

x− x0

h
, L′1(x) =

f0

−h
+

f1

h
=

f1 − f0

h
.

Ïîëàãàÿ çäåñü x = 0, ïîëó÷èì ôîðìóëó (14.5), ïîëàãàÿ x = h � ôîðìóëó (14.6).

Ïðèìåð 14.4. Ïóñòü òåïåðü n = 2, x0 = 0, x1 = h, x2 = 2h. Òîãäà

L2(x) = f0
x− x1

x0 − x1

x− x2

x0 − x2

+ f1
x− x0

x1 − x0

x− x2

x1 − x2

+ f2
x− x0

x2 − x0

x− x1

x2 − x1

,

L′2(x) = f0
2x− (x2 + x1)

(−h)(−2h)
+ f1

2x− (x2 + x0)

h(−h)
+ f2

2x− (x0 + x1)

2h · h .

Îòñþäà
L′2(x2) = L′2(2h) =

f0 − 4f1 + 3f2

2h
(ñð. ñ (14.18))

L′2(x1) = L′2(h) =
f2 − f0

2h
(ñð. ñ (14.8))

L′2(x0) = L′2(0) =
−3f0 + 4f1 − f2

2h
.

Ýòî íîâàÿ ôîðìóëà; åå ïîãðåøíîñòü íà ôóíêöèÿõ èç C3 åñòü O(h2).

Ïðèìåð 14.5. Ïóñòü òåïåðü n = 2, à x0 = 0, x1 = h1, x2 = x1 + h2, m = 2. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî

L′′2(x) =
2

−h1(−h1 − h2)
f0 +

2

h1(−h2)
f1 +

2

(h1 + h2)h2

f2.

Åñëè h1 = h2 = h, òî
L′′2(x) =

f0 − 2f1 + f2

h2
= fx̄x(h).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

L′′2(x) =
1

h1(h1 + h2)/2
(f0 − f1) +

1

h2(h1 + h2)/2
(f2 − f1) =

=

(
f2 − f1

h2

− f1 − f0

h1

)
1

(h1 + h2)/2
=

2

h1 + h2

[fx(x1)− fx̄(x1)] .

(14.20)

Óïðàæíåíèå 14.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (14.20) ïðè h1 6= h2 àïïðîêñèìèðóåò
ïðîèçâîäíóþ f ′′(x1) ñ ïîãðåøíîñòüþ íå âûøå O(h1 + h2). Ïðè êàêîé ãëàäêîñòè f(x)
òàêàÿ ïîãðåøíîñòü äîñòèãàåòñÿ?

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå
òîëüêî èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà, íî è èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî-
÷ëåíû Ýðìèòà. Òàêèå ôîðìóëû ïîëåçíû, êîãäà â óçëàõ çàäàíû íå òîëüêî çíà÷åíèÿ
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ôóíêöèè, íî è çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ, à ïðîèçâîäíûå íóæíî çíàòü â äðóãèõ òî÷-
êàõ. Ôîðìóëà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî
(14.19). Åñëè

f(x) = Hm(x) + Rm(x),

ãäå Hm(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà, à Rm(x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí, òî
f (k)(x) ≈ H(k)

m (x), 1 6 k 6 m. (14.21)
Ïðèìåð 14.6. Ïóñòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà èìååò ñòåïåíü òðè è
íàïèñàí ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â äâóõ óçëàõ x0 = 0 è x1 = h,
ò.å.

H3(x) = p00(x)f0 + p01(x)f ′0 + p10(x)f1 + p11(x)f ′1,

ãäå

p00(x) =
(2x + h)(x− h)2

h3
, p01(x) =

x(x− h)2

h2
,

p10(x) =
x2(3h− 2x)

h3
, p11(x) =

x2(x− h)

h2
.

Òîãäà ôîðìóëà äëÿ ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x ïðèìåò
âèä

H ′
3(x) = p′00(x)f0 + p′01(x)f ′0 + p′10(x)f1 + p′11(x)f ′1.

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî

p′00(x) = 6x(x− h)/h3, p′01(x) =
3x2 − 4hx + h2

h2
,

p′10(x) = −6x(x− h)/h3, p′11(x) =
3x2 − 2hx

h2
,

òî, íàïðèìåð, H ′
3(0) = f ′0, à

H ′
3(h/2) =

3

2

f1 − f0

h
− f ′0 + f ′1

4
.

Äàëåå, äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x èìååì ôîðìóëó
H ′′

3 (x) = p′′00(x)f0 + p′′01(x)f ′0 + p′′10(x)f1 + p′′11(x)f ′1.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
p′′00(x) = 6(2x− h)/h3, p′′01(x) = 2(3x− 2h)/h2,

p′′10(x) = 6(−2x + h)/h3, p′′11(x) = 2(3x− h)/h2,

Íàõîäèì, íàïðèìåð,
H ′′

3 (0) =
6(f1 − f0)

h2
− 4

h
f ′0 −

2

h
f ′1.

Ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

6(f1 − f0)/h
2 − 4f ′0/h− 2f ′1/h = f ′′0 −

h2

12
f IV (ξ).
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14.4 Î êîððåêòíîñòè ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
Â ôîðìóëàõ ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé ôóíê-
öèè f(x) â óçëàõ xi äåëÿòñÿ íà hm, ãäå m � ïîðÿäîê âû÷èñëÿåìîé ïðîèçâîäíîé.
Ïîñêîëüêó ñàìè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, êàê ïðàâèëî, çàäàþòñÿ èëè âû÷èñëÿþòñÿ íå òî÷íî,
òî ïðè ìàëûõ h íåóñòðàíèìûå ïîãðåøíîñòè îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà
òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïóñòü δi � âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè, ñ êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x)
â óçëå xi, ò.å. âû÷èñëÿåìîå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå åñòü

f̃i = fi + δi.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî |δi| 6 δ.
Ïóñòü äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà

(14.8). Òîãäà, ñ ó÷åòîì (14.7),

f ′(xi) ≈ f̃i+1 − f̃i−1

2h
=

fi+1 + δi+1 − fi−1 − δi−1

2h
=

= f ′(xi) +
h2

6
f ′′′(ξi) + (δi+1 − δi−1)/(2h).

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî äëÿ ïîëíîé ïîãðåøíîñòè ýòîé ôîðìóëû ε1 = (f̃i+1− f̃i−1)/(2h)−
f ′(xi) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ε1| 6 h2

6
M3 + δ/h, (14.22)

ãäå M3 = max
x∈[xi+1,xi−1]

|f ′′′|. Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè h ïîëíàÿ
ïîãðåøíîñòü óáûâàåò òîëüêî äî îïðåäåëåííîãî ïðåäåëà, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåò ðàñòè.
Åñëè, íàïðèìåð, δ ñðàâíèìà ñ h, òî ìû íå ìîæåì íàéòè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
ïðîèçâîäíîé, èáî ïîãðåøíîñòü áóäåò O(1). ×òîáû âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå ìîæíî áûëî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé, íóæíî, ÷òîáû h áûëî ìíîãî
áîëüøå δ. Íàèâûñøóþ òî÷íîñòü ìû ïîëó÷èì ïðè òîì h, ïðè êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü
(14.22) äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïî h. Óêàçàííîå çíà÷åíèå

h = h1 = 3
√

3δ/M3.

Ïðè ýòîì

ε1 =
3

2

(
M3

3

)1/3

δ2/3.

Åñëè ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ î òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé fi âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ôîðìóëîé èç ëåâîé ÷àñòè (14.10), äàþùåå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå âòîðîé
ïðîèçâîäíîé, òî ïîëíàÿ ïîãðåøíîñòü ε2 = (f̃i+1−2f̃i + f̃i−1)/(h

2)−f ′′(xi) îöåíèòñÿ òàê

|ε2| 6 h2

12
M4 +

4δ

h2
,
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ãäå M4 = max
xi−16x6xi+1

|f IV |. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå h = h2 = 2(3δ/M4)
1/4, à

ε2 = 2
√

M4/3 δ1/2.
Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ òî÷íîñòü ïðè ïðèáëèæåííîì âû÷èñ-

ëåíèè ïðîèçâîäíûõ íå âñåãäà íèæå, ÷åì òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé çàäàíà ñàìà ôóíêöèÿ.
Ïóñòü, íàïðèìåð, f̃i = fi + δvi, ãäå vi � íåêîòîðàÿ "ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ", ò.å. òàêàÿ,
÷òî, íàïðèìåð, |vx,i| 6 M . Òîãäà äëÿ ôîðìóëû (14.8) ïîëíàÿ ïîãðåøíîñòü áóäåò
îöåíèâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|ε1| 6 h2

6
M3 + Mδ

è, åñëè h/
√

δ = O(1), òî |ε1| = O(δ).


