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1 Îáùèå òðåáîâàíèÿ

Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì ïî êóðñó � Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ� ïðåäíàçíà÷åí
äëÿ ðàçâèòèÿ ó ñòóäåíòîâ óãëóáëåííîãî ïîíèìàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
êîíöåïöèé òåîðèè îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè ïðè åå ïðàêòè÷åñêîì èñ-
ïîëüçîâàíèè â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ. Ïðàêòèêóì ðàññ÷èòàí íà îäèí ñåìåñòð
è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè îñîáåííîñòÿìè.

1) Îí ñîñòîèò èç ðÿäà çàðàíåå âûáðàííûõ çàäàíèé, âûïîëíÿåìûõ â
çàäàííîé ïðåïîäàâàòåëåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàæäîå çàäàíèå âûïîë-
íÿåòñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ (îòäåëüíàÿ) ðàáîòà ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðàê-
òè÷åñêîé ÷àñòÿìè. Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå ïðîáëåìû, êîòîðîå íåèçáåæíî ïðåäøåñòâóåò âû÷èñ-
ëèòåëüíîìó ýêñïåðèìåíòó. Çäåñü ïðîâîäèòñÿ âåñü àíàëèç, âêëþ÷àÿ ïî-
ñòðîåíèå ìîäåëè, çàïèñü óðàâíåíèé ôèëüòðàöèè, òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû,
îòâåòû íà êîíòðîëüíûå âîïðîñû è ïëàíèðîâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà. Håêîòîðûå âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîé ÷àñòè ðàáîòû, ìîãóò
ïðîðàáàòûâàòüñÿ íà ñåìèíàðñêèõ (ãðóïïîâûõ) çàíÿòèÿõ, íî, â îñíîâíîì,
ýòà ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ ñòóäåíòîì âî âíåàóäèòîðíîå âðåìÿ. Ïèñüìåííûé
îò÷åò ïî íåé ïðåäúÿâëÿåòñÿ ïðåïîäàâàòåëþ â äèñïëåéíîì êëàññå è ñëó-
æèò äîïóñêîì ê âûïîëíåíèþ ïðàêòè÷åñêîé (ýêñïåðèìåíòàëüíîé) ÷àñòè
ðàáîòû íà êîìïüþòåðå ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó çàäàíèþ.

2) Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü ðàáîòû äîëæíà äàâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûé
ìàòåðèàë äëÿ èëëþñòðàöèè è îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðåòè÷åñêîãî
àíàëèçà. Îíà âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì, ïðåèìóùåñòâåííî, ãîòî-
âûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ äëÿ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
Çà îãðàíè÷åííîå âðåìÿ ñòóäåíò äîëæåí ââåñòè ïîäãîòîâëåííûå èñõîä-
íûå äàííûå è çàôèêñèðîâàòü ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà, ÷òîáû äàëåå, âî
âíåàóäèòîðíîå âðåìÿ, âêëþ÷èòü îöåíêó ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â ïèñüìåííûé
îò÷åò. Çàâåðøåííûé òàêèì îáðàçîì îò÷åò ñäàåòñÿ íà ñëåäóþùåì çàíÿòèè
â äèñïëåéíîì êëàññå è òàêæå ñëóæèò äîïóñêîì ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùå-
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N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
O 1.7 2 2.3 2.7 3 3.3 3.7 4 4.3 4.7 5 5.3

íåóäîâë. óäîâë. õîðîøî îòëè÷íî

Òàáëèöà 1: Êðèòåðèè âûñòàâëåíèÿ îöåíîê.

ãî çàäàíèÿ. Ïðè íåñäà÷å îò÷åòà ñòóäåíò òåðÿåò äîïóñê ê âûïîëíåíèþ íà
êîìïüþòåðå ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè ñëåäóþùåãî çàäàíèÿ, íî ìîæåò èñïîëü-
çîâàòü äèñïëåéíîå âðåìÿ çàíÿòèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè
ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ.

3) Âñåãî íà 7 çàíÿòèé â òå÷åíèå 14 íåäåëü âûäàåòñÿ 12 çàäàíèé,
è âîñüìîå çàíÿòèå â ñåìåñòðå ÿâëÿåòñÿ èòîãîâûì (çà÷åòíûì). Êàæäûé
ñòóäåíò ïðîäâèãàåòñÿ ïî âûïîëíåíèþ ýòèõ çàäàíèé â ñâîåì ñîáñòâåííîì
òåìïå, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê îí ðàáîòàåò. Êðîìå òîãî, ñòóäåíò èìååò
âîçìîæíîñòü ïðîïóñòèòü íåêîòîðîå çàäàíèå, � èñêëþ÷èòü åãî èç ñâîåãî
ãðàôèêà ðàáîòû, � åñëè îí çàðàíåå ðåøèë äëÿ ñåáÿ, íà êàêîé óðîâåíü
îöåíêè îí ïðåòåíäóåò.

4) Èòîãîâàÿ îöåíêà çà ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì âûñòàâëÿåòñÿ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: Îöåíêà � 2� ñòàâèòñÿ, åñëè âûïîëíåíî ìåíåå ÷åòû-
ðåõ çàäàíèé èç 12-òè. ×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó � 3�, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü
4, 5 èëè 6 çàäàíèé èç 12-òè. ×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó � 4�, íåîáõîäèìî
âûïîëíèòü 7, 8 èëè 9 çàäàíèé èç 12-òè. ×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó � 5�,
íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 10, 11 èëè 12 çàäàíèé èç 12.

Êîëè÷åñòâåííûì îðèåíòèðîì äëÿ îöåíêè � O� â çàâèñèìîñòè îò
÷èñëà N âûïîëíåííûõ ðàáîò ìîæåò ñëóæèòü òàáëèöà 1.

Ñóùåñòâåííî èìåòü â âèäó, ÷òî ýòè êîëè÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè âû-
ïîëíåíèÿ çàäàíèé ÿâëÿþòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûìè, íî íåäîñòàòî÷íûìè
óñëîâèÿìè. ×òîáû îíè îêàçàëèñü è äîñòàòî÷íûìè, ïðåïîäàâàòåëü îöå-
íèâàåò òàêæå è êà÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè. Â èõ ÷èñëå: ïîëíîòà è ïðà-
âèëüíîñòü òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè; ñîãëàñîâàííîñòü òåîðåòè÷åñêîãî àíàëè-
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çà ñ ýêñïåðèìåíòîì; óìåíèå ïðåäñòàâèòü òåêñò îò÷åòà êàê çàâåðøåí-
íóþ ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêóþ ðàáîòó; îòâåòû íà âîïðîñû ïðåïîäàâà-
òåëÿ ïðè ïðèåìå îò÷åòà.

5) Håóäîâëåòâîðèòåëüíàÿ îöåíêà çà ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì âëå-
÷åò íåäîïóñê ê ýêçàìåíó. Óäîâëåòâîðèòåëüíûå îöåíêè (3, 4, 5) ó÷àñòâóþò
â âûñòàâëåíèè íà ýêçàìåíå èòîãîâîé îöåíêè çà âåñü èçó÷àåìûé êóðñ, â
ðàâíûõ äîëÿõ ñ îöåíêàìè çà îòâåòû íà ïåðâûé è âòîðîé âîïðîñû ýê-
çàìåíàöèîííîãî áèëåòà (âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûìè âîïðîñàìè âîêðóã
âîïðîñîâ áèëåòà).
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2 Âàðèàíòû çàäàíèé

Òàáëèöà 2 ñîäåðæèò âàðèàíòû ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà. Êàæäûé âà-
ðèàíò ñîñòîèò èç 12-òè çàäàíèé è äâóõ ÷àñòåé. Ýòî îçíà÷àåò òî, ÷òî â
òå÷åíèå ñåìåñòðà ïðåïîäàâàòåëü ïðîâîäèò äâà êîíòðîëüíûõ çàíÿòèÿ (ïî
êàæäîé ÷àñòè), íà êîòîðûõ íåîáõîäèìî ñäàòü îäíî èç çàäàíèé, îáîçíà-
÷åííûõ â òàáëèöå 2 ñèìâîëîì '∗' (ýòè çàäàíèÿ ÿâëÿþòñÿ � îáÿçàòåëüíûì
ìèíèìóìîì� èç 12-òè âîçìîæíûõ). Íåçà÷åò íà êîíòðîëüíîì çàíÿòèè âëå-
÷åò ñíèæåíèå èòîãîâîé îöåíêè ïî ëàáîðàòîðíîìó ïðàêòèêóìó íà ïîëáàë-
ëà. Íîìåð âàðèàíòà íàçíà÷àåòñÿ ïðåïîäàâàòåëåì.

Âàðèàíò Ïåðâàÿ ÷àñòü Âòîðàÿ ÷àñòü
A 1 2∗ 5 7∗ 9∗ 10 11∗ 15∗ 18 19 20∗ 23
B 1 3∗ 5 6∗ 8∗ 10 12∗ 16∗ 18 19 22∗ 23
C 1∗ 4∗ 5 9 10 13∗ 14∗ 17∗ 18 19 21∗ 23

Òàáëèöà 2: Âàðèàíòû çàäàíèé.

Çàäàíèÿ, íå ïîìå÷åííûå '∗', ñäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿ-
ìè, óêàçàííûìè â ïï. 2-5 ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.
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3 Çàäàíèÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Êàæäîå èç íèæåñëåäóþùèõ çàäàíèé âûïîëíÿåòñÿ â äâóõ ôîðìàõ: çà-
ïèñü íåîáõîäèìûõ óðàâíåíèé îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè è âû÷èñëèòåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò. Ýòîìó äîëæíî ïðåäøåñòâîâàòü ïîñòðîåíèå ëèíåéíîé
ìîäåëè ñèñòåìû ñ ÿâíûì (ïîýëåìåíòíûì) âèäîì âñåõ ìàòðèö è âåêòî-
ðîâ. Àíàëèç ìîäåëè èëè ôèëüòðà òàêæå ìîæåò âõîäèòü â àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå.

Çàäàíèå 1. Ïóñòü â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ïîëîæåíèå ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè âäîëü îñè OX , êîîðäèíàòà x(t), åñòü ñóììà íåèçâåñòíîé (ñëó-
÷àéíîé) ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû, ðàâíîé x(t0) = x0, è ïðîöåññà áðîóíîâ-
ñêîãî äâèæåíèÿ β(t) c ïîñòîÿííîé èçâåñòíîé âåëè÷èíîé äèôôóçèè σ2

w.
Èçìåðÿþò ïîëîæåíèå x(t) äèñêðåòíî âî âðåìåíè ñ àääèòèâíîé ñëó÷àé-
íîé îøèáêîé, êîòîðàÿ èìååò íóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå. Â ìîìåíò èçìåðå-
íèÿ ti, i = 1, 2, . . . îøèáêà èçìåðåíèÿ èìååò äèñïåðñèþ R(ti) è çíà÷åíèå,
ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñèìîå îò çíà÷åíèé â äðóãèå ìîìåíòû.

Â âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò âêëþ÷èòå èçó÷åíèå âëèÿíèÿ ñëå-
äóþùèõ ôàêòîðîâ íà êà÷åñòâî îöåíîê:

(a) äèñïåðñèÿ σ2
w;

(b) äèñïåðñèÿ R(ti);
(c) ñîîòíîøåíèå σ2

w/R(ti);
(d) ïîÿâëåíèå â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ôèëüòðàöèè â íåêîòîðûé

ìîìåíò t∗ îäèíî÷íîãî àíîìàëüíîãî èçìåðåíèÿ ñ R(t∗) →∞ èëè òî÷íîãî
èçìåðåíèÿ ñ R(t∗) = 0.

Ïîíÿòèå � êà÷åñòâî îöåíîê� âêëþ÷àåò â ñåáÿ: ñìåùåíèå, òî÷íîñòü è
âðåìÿ äîñòèæåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ (ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå)
ðåæèìà.
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Çàäàíèå 2. Âûïîëíèòå çàäàíèå, îòëè÷èå êîòîðîãî îò çàäàíèÿ 1 çà-
êëþ÷àåòñÿ òîëüêî â òîì, ÷òî êîîðäèíàòà x(t) åñòü ñóììà ëèíåéíîé ôóíê-
öèè ut, ãäå u � èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ òî÷êè è ïðîöåññà áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ β(t).

Çàäàíèå 3. Ïóñòü íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå x(t0) ñëó÷àéíî è â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè t ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü îñè OX , ñêîðîñòü
vx(t), åñòü ñóììà íåèçâåñòíîé (ñëó÷àéíîé) ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé x è
ïðîöåññà áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ βx(t) c ïîñòîÿííîé èçâåñòíîé âåëè÷è-
íîé äèôôóçèè qx = σ2

w. Èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿò òàê æå, êàê â çàäàíèè 1,
íî ñ ïîñòîÿííûì òåìïîì τ .

(a) Ïîñòðîéòå äèñêðåòíóþ ëèíåéíóþ ìîäåëü äëÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
x(t) â âèäå

x(ti+1) = Φx(ti) + Gdwd(t),

ãäå Gd � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè ïî äèàãîíàëè; wd(t)

� äèñêðåòíûé áåëûé øóì ñ íåêîððåëèðîâàííûìè êîìïîíåíòàìè.
(b) Ïåðåïèøèòå ìîäåëü òàê, ÷òî èñõîäíûìè äëÿ íåå ñëóæàò íåçà-

âèñèìûå äðóã îò äðóãà ñòàíäàðòèçîâàííûå ãàóññîâñêèå (òî åñòü êàæäûé
ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé) äèñêðåòíûå áåëûå øóìû. Îïðåäåëèòå ôèçè÷å-
ñêèå ðàçìåðíîñòè â ñèñòåìå åäèíèö SI äëÿ êàæäîé èç âåëè÷èí (ïîñòîÿí-
íûõ èëè ïåðåìåííûõ), âõîäÿùèõ â ìîäåëü.

(c) Hàéäèòå ÿâíîå ðåøåíèå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñî-
ñòîÿíèÿ èç äèñêðåòíîé ìîäåëè, îòäåëèâ â ðåøåíèè ÷àñòü, îïðåäåëÿåìóþ
òîëüêî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ñ÷èòàÿ èõ äåòåðìèíèðîâàííûìè, îïðå-
äåëèòå äèñïåðñèþ êîîðäèíàòû x(t) è äèñïåðñèþ ñêîðîñòè vx(t) â ëþáîé
ìîìåíò t.

(d) Â ÷èñëî èçó÷àåìûõ ôàêòîðîâ âêëþ÷èòå õàðàêòåðèñòèêè íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, âîçìóùåíèÿ è îøèáîê èçìåðåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñïëàíè-
ðóéòå è ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ ïðîöåññîì îïòèìàëü-
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íîé ôèëüòðàöèè. Ïîêàæèòå, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íåîãðàíè÷åííûé ðîñò äèñ-
ïåðñèè êîîðäèíàòû è äèñïåðñèè ñêîðîñòè, äèñïåðñèè èõ îöåíîê îãðàíè-
÷åíû. Îïðåäåëèòå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ äèñïåðñèé îöåíîê è âðåìÿ äîñòè-
æåíèÿ èìè óñòàíîâèâøèõñÿ çíà÷åíèé. Êàêîå äâèæåíèå ñîâåðøàåò òî÷êà
è ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îöåíèâàíèÿ?

Çàäàíèå 4. Âûïîëíèòå çàäàíèå, âñå îòëè÷èå êîòîðîãî îò çàäàíèÿ 3
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íå ñêîðîñòü vx(t), à óñêîðåíèå x(t) ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè ïðè åå äâèæåíèè âäîëü îñè OX åñòü ñóììà íåèçâåñòíîé (ñëó÷àé-
íîé) ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé a è ïðîöåññà áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ β(t)

c ïîñòîÿííîé èçâåñòíîé âåëè÷èíîé äèôôóçèè q = σ2
w.

Çàäàíèå 5. Âûïîëíèòå çàäàíèå 3, ïóíêòû (a) è (b), ïðè ýòîì îòëè-
÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

(à) ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñîâåðøàåò äâèæåíèå íà ïëîñêîñòè, ãäå ïî-
ëîæåíèå çàäàåòñÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x è y;

(á) óñëîâèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè âäîëü îñè OX òàêèå æå, êàê â çàäà-
íèè 3; íåçàâèñèìî è òàê æå çàäàíî äâèæåíèå âäîëü îñè OY , òî åñòü â
îïèñàíèè ýòîãî äâèæåíèÿ âñþäó â îáîçíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû âìåñòî x ïðè-
ñóòñòâóåò y, ïðè ýòîì qx = qy = σ2

w;
(â) âìåñòî èçìåðåíèé äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y) èçìåðÿ-

þò ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû D = (x2 + y2)1/2 è = arctg(y/x), òàê ÷òî
x = D cos , y = D sin . Â èçìåðåíèÿõ êîîðäèíàò D è ïðèñóòñòâóþò àä-
äèòèâíûå ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå îøèáêè ñ äèñïåðñèÿìè σ2

D è σ2.
Â ýòèõ óñëîâèÿõ:
(a) âûðàçèòå ìàëûå ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå îøèáêè ex è ey â ïñåâ-

äîèçìåðåíèÿõ zx = x + ex è zy = y + ey ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ïåðâîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè;

(b) ñ ó÷åòîì ýòîãî îïðåäåëèòå ïîýëåìåíòíî êîâàðèàöèþ îøèáîê
ïñåâäîèçìåðåíèé, ÷òîáû ñòðîèòü â äàëüíåéøåì îïòèìàëüíûé ôèëüòð
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äëÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò;
(c) ñïëàíèðóéòå è ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, êàê

óêàçàíî â çàäàíèè 3, ïóíêò (d); ïðè ýòîì âîçüìèòå Âàðèàíò 1 � ñ
íåó÷òåííîé âçàèìíîé êîâàðèàöèåé îøèáîê ïñåâäîèçìåðåíèé êîîðäèíàò
x è y, êîãäà âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû êîâàðèàöèè îøèáîê
ïñåâäîèçìåðåíèé èñêóññòâåííî ñ÷èòàþòñÿ íóëåâûìè;

(d) íàéäèòå LDLT � ðàçëîæåíèå ìàòðèöû êîâàðèàöèè îøèáîê
ïñåâäîèçìåðåíèé, ãäå L � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé äèà-
ãîíàëüþ, D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè;

(e) äåêîððåëèðóéòå ïñåâäîèçìåðåíèÿ, óìíîæàÿ èõ íà L−1, ÷òîáû
ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì íîâûå ïñåâäîèçìåðåíèÿ èìåëè äèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó êîâàðèàöèé äëÿ äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé â àëãî-
ðèòìå îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè (ðåçóëüòàò äîëæåí áûòü âûðàæåí ÷åðåç
ýëåìåíòû ìàòðèö L è D);

(f) ñïëàíèðóéòå è ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, êàê
óêàçàíî â çàäàíèè 3, ïóíêò (d); ïðè ýòîì âîçüìèòå Âàðèàíò 2 � ñ ó÷òåí-
íîé âçàèìíîé êîâàðèàöèåé îøèáîê ïñåâäîèçìåðåíèé êîîðäèíàò x è y,
êîãäà â ôèëüòð ââîäÿòñÿ íîâûå (äåêîððåëèðîâàííûå) ïñåâäîèçìåðåíèÿ
ýòèõ êîîðäèíàò;

(g) ñðàâíèòåëüíî ïðîàíàëèçèðóéòå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî
ïóíêòàì (c) è (f) äàííîãî çàäàíèÿ 5. Ñäåëàéòå âûâîäû ïî öåëåñîîáðàç-
íîñòè âàðèàíòà 2 (ñ äåêîððåëèðîâàííûìè ïñåâäîèçìåðåíèÿìè), îïðàâäû-
âàÿ èëè îòâåðãàÿ åãî ïî êðèòåðèÿì äîïîëíèòåëüíîé òî÷íîñòè îöåíèâà-
íèÿ òî÷íûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y) è ñîñòàâëÿþùèõ (vx, vy) âåêòîðà
ñêîðîñòè.

Çàäàíèå 6. Ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïèñûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì
ñîîòíîøåíèåì

x(ti+1) = (−1)2i+1x(ti)
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äëÿ i = 0, 1, . . ., ãäå x(t0) � ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé P0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò
â êàæäûé ìîìåíò îòñ÷åòà îäíó è òó æå àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó è ìåíÿþ-
ùèéñÿ çíàê, òî åñòü x(ti+1) = −x(ti).

Îíà íàáëþäàåòñÿ â ïðèñóòñòâèè àääèòèâíîé ãàóññîâñêîé áåëîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé
R(ti), i = 1, 2, . . ..

(a) Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî: åñëè P0 > 0 è 0 < R(ti) < ∞ äëÿ âñåõ i ≥ 1, òî

P (t+i ) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ i; åñëè R(ti) →∞ äëÿ íåêî-
òîðîãî i, òî òàêîå àíîìàëüíîå èçìåðåíèå àâòîìàòè÷åñêè âûáðàñûâàåòñÿ;
åñëè R(ti) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, òî äàëüíåéøàÿ ôèëüòðàöèÿ ñòàíîâèòñÿ
áåñïîëåçíîé è ìîæåò áûòü ïðåêðàùåíà.

(c) Âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì ïîäòâåðäèòå àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå.

Çàäàíèå 7. Ñîñòîÿíèå x îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñêàëÿð-
íûõ çíà÷åíèé

x(ti+1) = Φx(ti) + w(ti),

ãäå x(t0) � ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñ-
ïåðñèåé P0; Φ = const, à w(ti) � ãàóññîâñêàÿ áåëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ïîñòîÿííîé äèñïåðñèåé Q. Hàáëþäåíèÿ îáðàçóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêàëÿðíûõ çíà÷åíèé

z(ti) = x(ti) + v(ti),

ãäå v(ti) � ãàóññîâñêàÿ áåëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
ïîñòîÿííîé äèñïåðñèåé R. Îáå áåëûå ãàóññîâñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
x(t0) ìåæäó ñîáîé íåçàâèñèìû.

(a) Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè.
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(b) Äîêàæèòå, ÷òî: ïîãðåøíîñòü (êîâàðèàöèÿ îøèáêè) ïðåäñêàçà-
íèÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó âåëè÷èíîé Q; ïîãðåøíîñòü (êîâàðèàöèÿ îøèáêè)
ôèëüòðàöèè íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [0, R]; êîýôôèöèåíò îïòèìàëüíîé
ôèëüòðàöèè K íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [0, 1]; ïðè ëþáîì íåîïòèìàëüíîì
çíà÷åíèè K∗ ∈ [0, 1] êîýôôèöèåíòà ôèëüòðàöèè äëÿ óñòàíîâèâøåéñÿ ïî-
ãðåøíîñòè ôèëüòðàöèè P̄ ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

P̄

R
=

[(1−K∗)2λ + K2
∗ ]

[1− (1−K∗)2Φ2]

ãäå λ = Q/R � ñîîòíîøåíèå � ñèãíàë/øóì�.
(c) Èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà P̄ ïî K∗ íàéäèòå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ

óñòàíîâèâøåãîñÿ çíà÷åíèÿ K̄ îïòèìàëüíîãî êîýôôèöèåíòà K.
(d) Ïîëüçóÿñü ñâîåé ïðîãðàììîé èëè êàêèì-ëèáî ïàêåòîì, ïîñòðîé-

òå ñåìåéñòâî ãðàôèêîâ P̄ /R îò K∗ äëÿ ñëó÷àÿ Φ2 = 1/2 è ñëåäóþùåãî
ðÿäà çíà÷åíèé λ: 0.1; 0.2; 0.5; 1.0; 2.0; 3.0; 4.0; 5.0. Óáåäèòåñü, ÷òî òî÷êè
ìèíèìóìà ãðàôèêîâ ïîëó÷àþòñÿ ïðè K∗ = K̄, ðàññ÷èòàâ K̄ ïî ÿâíîìó
âûðàæåíèþ.

(e) Èññëåäóéòå óñòàíîâèâøóþñÿ ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîé ôèëü-
òðàöèè P̄ â ïðåäïîëîæåíèè Q = 0 îòäåëüíî äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: 0 ≤ Φ2 < 1

è Φ2 > 1. Äîêàæèòå, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå (óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà) ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîì âðåìåíè ôèëüòðàöèè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæíî îïðå-
äåëèòü òî÷íî, íî ïðè Φ2 > 1 (íåóñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà) îíî ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíî òîëüêî ñ îøèáêîé, èìåþùåé ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ äèñ-
ïåðñèþ P̄ = (Φ2 − 1)R/Φ2.

(f) Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó è ïîñòðîéòå íà ÝÂÌ ãðàôèê çíà÷åíèé ïî-
ãðåøíîñòåé ïðåäñêàçàíèÿ è ôèëüòðàöèè íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ è ïî õîäó
èçìåðåíèé, äëÿ ÷åòûðåõ èçìåðåíèé âêëþ÷èòåëüíî. Ïðîäåëàéòå ïîñòðîå-
íèå äëÿ øåñòè âàðèàíòîâ çíà÷åíèé (ñì. òàáëèöó 3).

Âûâåäèòå äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà òàáëèöó çíà÷åíèé ïîãðåøíîñòåé
è êîýôôèöèåíòà K îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè äëÿ ÷åòûðåõ-ïÿòè èçìåðå-
íèé.
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1 Φ = 0.78 Q = 0.39 R = 0.5 P0 = 1.0

2 Φ = 0.78 Q = 0.78 R = 0.5 P0 = 1.0

3 Φ = 0.78 Q = 0.39 R = 1.0 P0 = 1.0

4 Φ = 0.78 Q = 0.78 R = 1.0 P0 = 1.0

5 Φ = 0.78 Q = 0.39 R = 5.0 P0 = 1.0

6 Φ = 1.0 Q = 25.0 R = 32.0 P0 = 1.0

Òàáëèöà 3: Âàðèàíòû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äëÿ çàäàíèÿ 7.

(g) Âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì ïîäòâåðäèòå àíàëèòè÷åñêèå
(ðàñ÷åòíûå) ðåçóëüòàòû ïóíêòà (f). Íà ãðàôèê âûâåäèòå çíà÷åíèÿ îá-
íîâëÿþùåãî ïðîöåññà è îøèáîê ïðåäñêàçàíèÿ è ôèëüòðàöèè.

Çàäàíèå 8. Äàíà ñèñòåìà (ðèñ. 1) ñ âõîäíûì ñèãíàëîì y(t), êîòî-
ðûé ïðîõîäèò ÷åðåç áëîê ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé 1/(s + a), ãäå ïðî-
öåññ y(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ñòàöèîíàðíûé, ýêñïîíåíöèàëüíî-
êîððåëèðîâàííûé ãàóññîâñêèé øóì ñ íóëåâûì ñðåäíèì è âðåìåíåì êîð-
ðåëÿöèè T :

E{y(t)y(t + τ)} = 5e−|τ |/T .

- -y(t) x(t)1
s+a

Ðèñ. 1: Ñèñòåìà ê çàäàíèþ 8.

Äèñêðåòíûå âî âðåìåíè èçìåðåíèÿ äîñòóïíû â âèäå

z(ti) = x(ti) + v(ti),

ãäå v(ti) åñòü ãàóññîâñêèé øóì ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé

E{v(ti)
2} = 2.

Ñèñòåìà íà÷èíàåò ðàáîòó èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.

14



(a) Ïîñòðîéòå � èñòèííóþ� ìîäåëü â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé äëÿ
ýòîé ñèñòåìû, ÿâíî âûðàæàÿ âñå ìàòðèöû ìîäåëè.

(b) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ôèëüòðà Êàëìàíà ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü óïðîùåííóþ ìîäåëü ïóòåì çàìåíû êîððåëèðîâàííîãî âî âðå-
ìåíè øóìà y(t) áåëûì øóìîì ñ ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåíñèâíîñòüþ Q â
ìîäåëè, íà îñíîâå êîòîðîé ñòðîèòñÿ ôèëüòð. Êàêîâà ïî âåëè÷èíå ïîäõî-
äÿùàÿ èíòåíñèâíîñòü áåëîãî øóìà? Êàêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðèîäîì
âûáîðêè ∆t, âðåìåíåì êîððåëÿöèè T è ñèñòåìíûì ïàðàìåòðîì a îáåñïå-
÷àò óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî óïðîùåííàÿ ìîäåëü àäåêâàòíà?

(c) Ïðåäûäóùèé ïóíêò çàäàíèÿ âûïîëíèòå îòäåëüíî â äâóõ âàðè-
àíòàõ ïîíÿòèÿ àäåêâàòíîñòü (äîñòàòî÷íîå ñîîòâåòñòâèå) ìîäåëè.

Âàðèàíò 1. Èíòåíñèâíîñòü áåëîãî øóìà â ìîäåëè ïîíèæåííîãî ïî-
ðÿäêà âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâîâàòü âåëè÷èíå ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè èñõîäíîãî øóìà íà íèçêîé ÷àñòîòå. Ïî-
êàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Q = 10T .

Âàðèàíò 2. Âûáîð Q äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû çíà÷åíèÿ äèñïåð-
ñèè ïðîöåññà x(t) â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå äëÿ óïðîùåííîé ìîäåëè è
äëÿ èñõîäíîé ìîäåëè áûëè îäèíàêîâû. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî ïðèâîäèò ê

Q =
10T

1 + aT
.

(d) Âûïèøèòå â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèÿ ôèëüòðà Êàëìàíà, êîãäà
îíè áàçèðóþòñÿ: (1) íà óïðîùåííîé ìîäåëè, âàðèàíò 1; (2) íà óïðîùåííîé
ìîäåëè, âàðèàíò 2; (3) íà èñòèííîé ìîäåëè. Îáîñíóéòå âûáîð ýëåìåíòîâ
âñåõ ìàòðèö.

(e) Âûïèøèòå â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèÿ, ïî êîòîðûì ìîæíî âûïîë-
íèòü êîâàðèàöèîííûé àíàëèç êà÷åñòâà (àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè) ðå-
çóëüòèðóþùåãî óïðîùåííîãî ôèëüòðà (ïî âàðèàíòàì 1 è 2 óïðîùåííîé
ìîäåëè) â óñëîâèÿõ, êîãäà äàííûå íà âõîä ôèëüòðà ïîñòóïàþò îò � èñ-
òèííîé� ìîäåëè.

(f) Âûïîëíèòå íà ÝÂÌ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ àíàëèçà
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÷óâñòâèòåëüíîñòè óïðîùåííîãî ôèëüòðà (ïî âàðèàíòàì 1 è 2 óïðîùåííîé
ìîäåëè), êîãäà îí ôóíêöèîíèðóåò â ðåàëüíîé (� èñòèííîé�) îáñòàíîâêå.
Ñóùåñòâåííî ëè ðàçëè÷èå ìåæäó âàðèàíòàìè 1 è 2 óïðîùåííîãî ôèëü-
òðà? Ñóùåñòâåííî ëè ðàçëè÷èå ìåæäó óïðîùåííûì è íåóïðîùåííûì (�
òî÷íûì�) ôèëüòðàìè?

(g) Ïðåäûäóùèé ïóíêò çàäàíèÿ âûïîëíèòå îòäåëüíî äâóìÿ ñïîñî-
áàìè.

Ñïîñîá 1. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïî ïóíêòó (e), ïî ïðîãðàììå, ñäåëàí-
íîé ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñïîñîá 2. Ìîäåëèðîâàíèå äàííîé ñèñòåìû è âñåãî ïðîöåññà ôèëü-
òðàöèè ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðóþùåãî ïàêåòà ïðîãðàìì. Ïðè ýòîì ñïîñîáå
ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû è âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, äàâàåìûå ðàçëè÷íûìè
÷èñëåííûìè àëãîðèòìàìè ôèëüòðà. Äàéòå ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè
ïî çàäà÷å.

Çàäàíèå 9. Äàíà ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà (ñì. ðèñ. 2), êîòîðàÿ êîí-
ñòðóêòèâíî çàêëþ÷åíà â òàê íàçûâàåìûé � ÷åðíûé ÿùèê�. Êîíäåíñàòîð
1 èìååò íèçêîå ïðîáèâíîå íàïðÿæåíèå è ïîýòîìó æåëàòåëüíî ñëåäèòü çà
íàïðÿæåíèåì 1 íà 1, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êîãäà îíî äîñòèãàåò ïðåäåëüíî
äîïóñòèìîãî óðîâíÿ. Åäèíñòâåííî äîñòóïíûì äëÿ ýòîé öåëè ÿâëÿåòñÿ íà-
ïðÿæåíèå 0 íà âûõîäå ýòîãî áëîêà. Áëàãîäàðÿ èñêëþ÷èòåëüíî òî÷íîìó
âîëüòìåðó ìîæíî èçìåðÿòü 0 ïðàêòè÷åñêè òî÷íî â äèñêðåòíîì âðåìå-
íè. ×òîáû îöåíèòü 1, ïðåäïîëîæèòå, ÷òî âõîäíîå íàïðÿæåíèå u(t) ìîæåò
áûòü îïèñàíî êàê áåëûé øóì:

E{u(t)} = 0; E{u(t1)u(t2)} = Qδ(t2 − t1); Q = 2b2 .

(a) Çàïèøèòå âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîé îöåíêè íàïðÿæåíèÿ
1, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñèñòåìà ñòàðòóåò ñ ðàçðÿæåííûìè êîíäåíñàòîðà-
ìè. Ïîëüçóÿñü ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììîé, ïîñòðîéòå ãðàôèê äèñïåðñèè
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Ðèñ. 2: Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü äëÿ çàäàíèÿ 9. R1 = R2 = 1Ω; C1 = C2 = 1F .

îøèáêè îöåíêè îò âðåìåíè, áåðÿ èçìåðåíèÿ êàæäûå ïîëñåêóíäû â òå÷å-
íèå äâóõ ñåêóíä.

(b) Ïîâòîðèòå ðåøåíèå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èçìåðåíèÿ ñîäåðæàò òî÷-
íîå çíà÷åíèå 0 ïëþñ áåëûé äèñêðåòíûé ãàóññîâ øóì v(ti) ñ íóëåâûì ñðåä-
íèì çíà÷åíèåì è ñ {v(ti)v(tj)} = Rδij; R = 0.2b2.

Çàäàíèå 10. Ïóñòü ñêàëÿðíûé ïðîöåññ y(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ÿ(t) + y(t) = 0,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû y(0) è ẏ(0) èìåþò ñîâìåñòíîå ãàóññîâñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

E{y(0)} = 0, E{ẏ(0)} = 0,

E{y(0)2} = 4, E{ẏ(0)2} = 2, E{y(0)ẏ(0)} = 1.

Äèñêðåòíûå èçìåðåíèÿ z(ti) äîñòóïíû â âèäå

z(ti) = y(ti) + v(ti),

ãäå v(ti) åñòü áåëàÿ ãàóññîâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íåçàâèñèìàÿ îò y(0) è
ẏ(0), ñ

E{v(ti)} = 0, E{v(ti)
2} = 1.

(a) Îïðåäåëèòå óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíîé îöåíêè äëÿ ẏ(ti). Â ÷åì
çàêëþ÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ?
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(b) Èñïîëüçóéòå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàò-
ðèöû îøèáîê (èëè äëÿ èíâåðñèè îò ýòîé ìàòðèöû), ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
2π � íåóäà÷íûé âûáîð äëÿ ïåðèîäà äèñêðåòèçàöèè âðåìåíè. Ïîäòâåð-
äèòå ýòî àíàëèçîì ñâîéñòâà ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè. Êàêàÿ èç êîìïîíåíò
âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ íåíàáëþäàåìîé? Äàéòå ôèçè÷å-
ñêîå îáúÿñíåíèå òîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ýôôåêò îò òàêîãî âûáîðà
ïåðèîäà äèñêðåòèçàöèè ÷àñòî íàçûâàþò ñòåðåîñêîïè÷åñêèì. Êàêîâû áî-
ëåå îáùèå ôîðìóëèðîâêè ê îòâåòó íà âîïðîñ, íå âûðîæäàåòñÿ ëè ñèñòåìà
â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê äèñêðåòíîé âî âðåìåíè ìîäåëè?

(c) Ïðîâåäèòå ìîäåëèðîâàíèå íà ÝÂÌ, ïîäòâåðæäàþùåå âûâîäû
ïî ïóíêòàì (a) è (b).

Çàäàíèå 11. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå

x(ti+1) = x(ti) + wd(ti),

ãäå (·) � ñîñòîÿíèå è wd(·) � äèñêðåòíûé ãàóññîâ øóì ñ õàðàêòåðèñòè-
êàìè

E{wd(ti)} = 0, E{w2
d(ti)} =

1

2
, E{wd(ti)wd(tj)} = 0 (i 6= j).

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ìîäåëèðóåòñÿ êàê ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ñî ñòàòèñòèêàìè

E{x(t1)} = 1, E{x2(t1)} = 2.

Ñêàëÿðíûå èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â ìîìåíòû t1 è t2 â âèäå

z(ti) = x(ti) + v(ti) (i = 1, 2),

ãäå v(·) � ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

E{v(ti)} = 0, E{v2(ti)} =
1

4
, E{v(ti)v(tj)} = 0 (i 6= j).

(a) Ïîëàãàÿ, ÷òî z(t1) = z1 è z(t2) = z2, ïîëó÷èòå ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ îöåíîê x̂(t−i ) è x̂(t+i ) ÷åðåç èçìåðåíèÿ; îïðåäåëèòå äèñïåðñèè îöåíîê
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P (t−i ) è P (t+i ) è îïòèìàëüíîå óñèëåíèå K(ti) äëÿ ìîìåíòîâ t1 è t2. Êàêîâà
âåëè÷èíà � èíôîðìàöèè�, äîáàâëÿåìîé ê P−1(t−i ) áëàãîäàðÿ èçìåðåíèÿì
â ìîìåíòû t1 è t2?

(b) Îáîáùèòå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà èçìåðåíèé, à òàêæå íà ñëó÷àé, êîãäà x(·) è z(·) � âåêòîðû îäèíà-
êîâîé ðàçìåðíîñòè.

(c) Ñïëàíèðóéòå è ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà
ÝÂÌ, èëëþñòðèðóþùèé ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Çàäàíèå 12. Ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

x(ti) = 0.7x(ti−1) + wd(ti−1), i = 1, 2, . . . ,

íà÷èíàÿ îò íåêîòîðîãî èçâåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ x(t0 = 0) = x0, ãäå wd(·) �
áåëàÿ ãàóññîâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, õàðàêòåðèçóåìàÿ ñòàòèñòèêàìè:

E{wd(ti)} = b = 0.2, E{[wd(ti)− b]2} = 0.01.

Ïóñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ti äîñòóïíû äâà èçìåðåíèÿ:

z1(ti) = 2x(ti) + v1(ti), z2(ti) = sin x(ti) + v2(ti),

ãäå v1(·) è v2(·) � áåëûå ãàóññîâû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íåçàâèñèìûå è ñ
õàðàêòåðèñòèêàìè:

E{v1(ti)} = 0, E{v2
1(ti)} = 1,

E{v2(ti)} = 0, E{v2
2(ti)} = cos2 ti.

(a) Ïðåäïîëîæèì, âû èìååòå îöåíêó ñîñòîÿíèÿ äëÿ ìîìåíòà ti−1,
îñíîâàííóþ íà âðåìåííîé èñòîðèè èçìåðåíèé âïëîòü äî ìîìåíòà ti−1, è
ýòà îöåíêà x̂(t+i−1) õàðàêòåðèçóåòñÿ êîâàðèàöèåé îøèáêè P (t+i−1). Íàïè-
øèòå óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âî âðåìåíè îïòèìàëüíîé îöåíêè è åå
êîâàðèàöèè ê ìîìåíòó ñëåäóþùåãî èçìåðåíèÿ, ò.å. x̂(t−i ) è P (t−i ). Äàé-
òå ýòèì óðàâíåíèÿì ïîëíîå ëîãè÷åñêîå îáúÿñíåíèå. Åñëè x̂(t+i−1) = 4 è
P (t+i−1) = 1, êàêèìè áóäóò x̂(t−i−1) è P (t−i )?
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(b) Åñòü ëè èçáûòî÷íîñòü âî ôðàçå � íåçàâèñèìûå áåëûå� ãàóññîâû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïîñòàíîâêå çàäà÷è?

(c) Ïðåäïîëîæèì, èçìåðåíèÿ â ìîìåíò ti äàþò çíà÷åíèÿ

z1(ti) = z1i = 3; z2(ti) = z2i = 1.

Ïîêàæèòå â ÿâíîì âèäå, ÷òî îäíè è òå æå âåëè÷èíû äëÿ x̂(t+i ) è äëÿ
P (t+i ) ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì îáíîâëåíèåì îöåíîê è êîâàðèàöèè
ñíà÷àëà ñ èçìåðåíèåì z1i è çàòåì ñ z2i è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îäíîâðå-
ìåííûì îáíîâëåíèåì îöåíîê è êîâàðèàöèè çàñ÷åò îáðàáîòêè ñîñòàâíîãî
âåêòîðà

z(ti) =




z1(ti)

z2(ti)


 .

Ïîäóìàéòå, ïðåæäå ÷åì äåëàòü ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ, � ýòî ìîæåò
ñýêîíîìèòü âðåìÿ è àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå ðå-
çóëüòàòà äëÿ ñëó÷àÿ îáðàáîòêè ñîñòàâíîãî âåêòîðà èçìåðåíèé.

(d) Â ðàçä. (c) ïîÿâèëàñü ìàòðèöà R(ti) äëÿ âåêòîðà èçìåðåíèé. Êà-
êîå ñâîéñòâî ýòîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì (äîñòàòî÷íûì) äëÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ñïîñîáîâ îáðàáîòêè, óêàçàííûõ â ðàçä. (c), ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî (ñêàëÿðíîãî) èëè îäíîâðåìåííîãî (âåêòîðíîãî)? Ìîæåòå
ëè âû óòâåðæäàòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî íåîáõîäèìî äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
îöåíîê, ïîëó÷àåìûõ ýòèìè äâóìÿ ñïîñîáàìè?

(e) Ñïëàíèðóéòå è ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ÷òîáû
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî àíàëèçà.

Çàäàíèå 13. Êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîïèëîòà â ðåæèìå ñòà-
áèëèçàöèè âûñîòû õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

h(s)

hc(s)
=

0.3(s + 0.01)

s2 + 0.006s + 0.003
,

ãäå h ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûñîòó è hc � çàäàííóþ âûñîòó. Çàäàò÷èê âû-
ñîòû hc ìîäåëèðóåòñÿ êàê êîíñòàíòà hc0 ïëþñ áåëûé ãàóññîâ øóì δhc(t)
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â êàíàëå çàäàò÷èêà:
hc(t) = hc0 + δhc(t).

Êîíñòàíòà hc0 ìîäåëèðóåòñÿ êàê íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñòà-
òèñòèêàìè:

Ñðåäíåå çíà÷åíèå=3000 , Äèñïåðñèÿ=22500 2.
Øóì â êàíàëå çàäàò÷èêà èìååò ñëåäóþùèå ñòàòèñòèêè:

E{δhc(t)} = 0; E{δhc(t)δhc(t + τ)} = Ncδ(τ); Nc = 36 2,

è δhc(t) íåçàâèñèìî îò âñåõ äðóãèõ ïðîöåññîâ. Äîñòóïíû íåïðåðûâíûå èç-
ìåðåíèÿ âûñîòû, è íóæíî îáðàáàòûâàòü èõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè âûñî-
òû ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé. Èçìåðåíèÿ âûñîòû ñîäåðæàò áåëûé øóì,
òàê ÷òî èçìåðåííàÿ âûñîòà åñòü

hm(t) = h(t) + δm(t),

ãäå δm(t) � íåçàâèñèìûé áåëûé øóì ñ õàðàêòåðèñòèêàìè:

E{δm(t)} = 0; E{δm(t)δm(t + τ)} = Nmδ(t); Nm = 81 2.

(a) Îïðåäåëèòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå îï-
òèìàëüíóþ (ñ ìèíèìóìîì äèñïåðñèè îøèáêè) îöåíêó âûñîòû h(t). Âû-
ïèøèòå ýòè óðàâíåíèÿ â ñêàëÿðíîé ôîðìå. Îáúÿñíèòå, êàê áû âû îïðå-
äåëèëè êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé.

(b) Ïîâòîðèòå ïðåäûäóùèé ïóíêò, íî èñïîëüçóéòå äèñêðåòíûå âî
âðåìåíè èçìåðåíèÿ, ïîñòóïàþùèå ðàç â ñåêóíäó ñ îøèáêîé â âèäå ãàóñ-
ñîâà áåëîãî øóìà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è èíòåíñèâíîñòüþ 81 2.

(c) Äëÿ ðàçä. (a) è (b) ïðîâåäèòå ñðàâíèòåëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé
ýêñïåðèìåíò. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ðàçä. (a) èñïîëüçóéòå ïàêåò òè-
ïà MATLAB èëè ñîñòàâüòå ñâîþ ïðîãðàììó ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,
âêëþ÷àþùóþ èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëü-
íîé îöåíêè. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ðàçä. (b) èñïîëüçóéòå ïðåäëàãàåìûé
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ. Äàéòå îáúÿñíåíèÿ ðåçóëüòàòàì.
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Çàäàíèå 14. Ðàäèîìåòðè÷åñêèå êîððåëÿöèîííûå ñèñòåìû íàâèãà-
öèè ïî ìåñòíîñòè ïðîèçâîäÿò � èçìåðåíèå ïîëîæåíèÿ� ïóòåì ñêàíèðîâà-
íèÿ ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè íåïîñðåäñòâåííî ïîä äâèæóùèìñÿ àïïà-
ðàòîì è ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîé ðàäèîìåòðè÷åñêîé � êàðòèíêè� ñ çàðàíåå
çàíåñåííîé â ïàìÿòü êàðòîé ìåñòíîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îäíîìåðíîå óðàâíåíèå âðåìåííîé ýâîëþöèè ïîëîæåíèÿ èìååò âèä

x(ti+1) = x(ti) + u∆t + wd(ti),

ãäå u � íîìèíàëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ àïïàðàòà, ∆t = ti+1−ti = const;
wd(·) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåëîãî ãàóññîâà øóìà ñ íóëåâûì ñðåäíèì
çíà÷åíèåì è äèñïåðñèåé E{w2

d(ti)} = Qd = const; x(t0) � ãàóññîâà ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì x̂0 è äèñïåðñèåé P0. Ïðåäïîëî-
æèì, � èçìåðåíèå ïîëîæåíèÿ� â ìîìåíò ti äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ìîäåëüþ

z(ti) = x(ti) + v(ti),

ãäå v(·) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåëîãî ãàóññîâà øóìà ñ íóëåâûì ñðåäíèì
çíà÷åíèåì è äèñïåðñèåé E{v2(ti)} = R = const. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(t0),
wd(·) è v(·) íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà.

Ïóñòü ∆t = 1 , è öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó (ÑÊÎ) â îöåíêå ïîëîæåíèÿ â êîíöå 10-òè ìè-
íóòíîãî ïîëåòà. Èçìåðåíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòüñÿ â ìîìåíòû ti = 0, 1, . . . , 9

(íå ïðè ti = 10), íî, âñëåäñòâèå áîëüøèõ çàòðàò êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè
íà õðàíåíèå êàðò, òîëüêî äâà èçìåðåíèÿ ìîãóò áûòü â äåéñòâèòåëüíîñòè
âçÿòû äëÿ îáðàáîòêè. Òðåáóåòñÿ äàòü îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: ãäå âî
âðåìÿ ïîëåòà ýòè äâà èçìåðåíèÿ äîëæíû áûòü çàïëàíèðîâàíû?

(a) Ïîëîæèòå P0 = Qd = R = (30 )2 è íàéäèòå ðåøåíèå âîïðîñà äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé ÑÊÎ òåðìèíàëüíîé îöåíêè ïîëîæåíèÿ.

(b) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ÑÊÎ îöåíêè ïîëîæåíèÿ, îáíîâëåííàÿ
ïî èçìåðåíèþ, ïðåâûñèò 75 , òî ýòî îçíà÷àåò íåïðèåìëåìî áîëüøóþ âå-
ðîÿòíîñòü óõîäà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà çà ïðåäåëû õðàíèìîé â ïàìÿòè
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êàðòû, ÷òî âîîáùå ëèøèò âîçìîæíîñòè ïîëó÷àòü ñêîëü-íèáóäü îáîñíî-
âàííûå èçìåðåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ ýòî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, ðåøèòå
çàäà÷ó çàíîâî.

(c) Ðåøèòå çàäà÷ó â ÷àñòè (b) äëÿ P0 = (90)2, Qd = R = (30)2.
(d) Ðåøèòå çàäà÷ó â ÷àñòè (b) äëÿ Qd = (90)2, P0 = R = (30)2.
(e) Ðåøèòå çàäà÷ó â ÷àñòè (b) äëÿ R = (90)2, P0 = Qd = (30)2.
(f) Îðãàíèçóéòå è ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ äå-

ìîíñòðàöèè ðåøåíèé ïî ïðåäûäóùèì ïóíêòàì. Ñîñòàâüòå òàêæå ñâîþ
ïðîãðàììó, ðåøàþùóþ çàäà÷ó ìåòîäîì ïîëíîãî ïåðåáîðà âàðèàíòîâ âû-
áîðà äâóõ ìîìåíòîâ èçìåðåíèé (ñêîëüêî âàðèàíòîâ?).

Çàäàíèå 15. Ïîëåçíûé ñèãíàë s(t) ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì àïåðèîäè÷å-
ñêîãî (èíåðöèîííîãî) çâåíà ïåðâîãî ïîðÿäêà, âîçáóæäàåìîãî áåëûì ãàóñ-
ñîâûì øóìîì w1(t). Ñèãíàë èñêàæàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî-êîððåëèðîâàí-
íûì øóìîì n(t), êîòîðûé ìîäåëèðóòñÿ â âèäå âûõîäíîãî ñèãíàëà ôîð-
ìèðóþùåãî ôèëüòðà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîðîæäàþùèì áåëûì ãàóññîâûì
øóìîì w2(t) íà âõîäå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.

-

-

ôèëüòð

⊗ HHH -
Ñèãíàë s(t)

Øóì n(t)
Êâàíòîâàòåëü

z(ti)w1(t)

w2(t) Ôîðìèðóþùèé

Ñèñòåìà -

6

Ðèñ. 3: Ñõåìà ñèñòåìû äëÿ çàäàíèÿ 15

Ñèñòåìà (îáúåêò) îïèñûâàòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

F0(s) =
1

s + w0
,

è ôîðìèðóþùèé ôèëüòð îïèñûâàåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

Fn(s) =
1

s + wn
.
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Èçâåñòíû ñòàòèñòèêè:

E{w1(t)} = 0, E{w1(t)w1(t + τ)} = 2δ(t),

E{w2(t)} = 0, E{w2(t)w2(t + τ)} = 1δ(t).

Áåëûå øóìû w1(t) è w2(t) âçàèìíî íåçàâèñèìû, è çàäàíû õàðàêòåðèñòè-
êè íåçàâèñèìûõ îò íèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñèãíàëà è øóìà:

E{s(t0)} = 0, E{n(t0)} = 0, E{s2(t0)} = 1, E{n2(t0)} =
1

2
.

(a) Îïðåäåëèòå ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ äèñïåðñèè îøèáêè
îöåíèâàíèÿ ñèãíàëà, èñïîëüçóÿ äèñêðåòíûå èçìåðåíèÿ z(ti).

(b) Âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà, ðåêóððåíòíî âûðàçèòå îäèí
èç ýëåìåíòîâ ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû êîâàðèàöèé P ∗(t+i ) èñëþ÷èòåëü-
íî ÷åðåç çíà÷åíèå ýòîãî æå ýëåìåíòà â ìîìåíò ti−1. Çàïèøèòå ïîëíûå
óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîãî ïðè ýòîì ðåäóöèðîâàííîãî ôèëüòðà.

(c) Ïðîâåäèòå àíàëèç è çàòåì âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ïîç-
âîëÿþùèå îïðåäåëèòü ïî îòäåëüíîñòè, êàê âëèÿþò íà êà÷åñòâî ðàáîòû
ôèëüòðà ñëåäóþùèå ôàêòîðû: èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà w1(t) ñ 2
äî 1 (èëè äî 3); èçìåíåíèå äèñïåðñèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ øóìà n(t) ñ
1/2 äî 1 (èëè äî 2); ñîâïàäåíèå ÷àñòîò w0 = wn.

Çàäàíèå 16. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà, ìîäåëèðóåìóþ
óðàâíåíèåì

ẋ(t) = w(t),

ãäå w(t) � áåëûé ãàóññîâ øóì ñî ñòàòèñòèêàìè

E{w(t)} = 0, E{w(t)w(t + τ)} = 4δ(τ).

Ïóñòü â ìîìåíò t = 0 íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x(0) ìîäåëèðóåòñÿ êàê ãàóñ-
ñîâà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

E{x(0)} = 10, E{[x(0)− 10]2} = 25.
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Íàáëþäàåìûé ñèãíàë
z(t) = x(t) + v(t)

cîäåðæèò áåëûé ãàóññîâ øóì v(t), íåçàâèñèìûé îò w(t), ñ õàðàêòåðèñòè-
êàìè

E{v(t)} = 0, E{v(t)v(t + τ)} = 16δ(τ).

(a) Ñíà÷àëà îïðåäåëèòå óðàâíåíèÿ ôèëüòðà Êàëìàíà äëÿ íåïðå-
ðûâíîãî âðåìåíè t. Çàòåì èññëåäóéòå óñòàíîâèâøååñÿ ïîâåäåíèå ôèëü-
òðà ïðè t →∞. Ïîêàæèòå, ÷òî îíî èíâàðèàíòíî ïî âðåìåíè è îïðåäåëèòå
ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ôèëüòðà.

(b) Ïîñòðîéòå äèñêðåòíóþ ïî âðåìåíè ìîäåëü ñèñòåìû è çàòåì çà-
ïèøèòå óðàâíåíèÿ äèñêðåòíîãî ôèëüòðà. Ñäåëàéòå â íèõ ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä ê óñòàíîâèâøåìóñÿ ðåæèìó è íàéäèòå ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ
ôèëüòðà (â òåðìèíàõ z�ïðåîáðàçîâàíèÿ).

(c) Ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, îòâå÷àþùèå
ðàçä. (a) è (b) çàäàíèÿ, ÷òîáû, â ÷àñòíîñòè, îöåíèòü âðåìÿ äîñòè-
æåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ïî ðàçä. (a) ìîæåòå èñïîëüçîâàòü MATLAB èëè ÄÈÑÏÀÑ.

Çàäàíèå 17. Äàííàÿ ìîäåëü ëèíåéíîé ñèñòåìû ïîêàçàíà íà ñõåìå
(ðèñ. 4), ãäå w1(t), w2(t), v(t), x1(0) è x2(0) ñóòü âçàèìíî íåçàâèñèìûå
ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ãàóññîâñêèå ïðîöåññû è âåëè÷èíû ñ
õàðàêòåðèñòèêàìè

E{w1(t)w1(t + τ)} = δ(τ), E{w2(t)w2(t + τ)} = δ(τ),

E{v(t)v(t + τ)} = 2δ(τ), E{x2
1(0)} = 1, E{x2

2(0)} = 2.

(a) Îïðåäåëèòå àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ äëÿ x3(t), èñ-
ïîëüçóÿ íåïðåðûâíûå èçìåðåíèÿ z(t). (Ïåðâûé âîïðîñ: ñêîëüêî ïåðåìåí-
íûõ ñîñòîÿíèÿ òðåáóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû?) Hàéäèòå àëãîðèòì ïðè
t →∞.
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⊗?w1(t)

w2(t)

x1(t)

x2(t)

x3(t)

v(t)

z(t)

Ðèñ. 4: Ìîäåëü ñèñòåìû äëÿ çàäàíèÿ 17.

(b) Ïåðåéäèòå ê äèñêðåòíîé ìîäåëè èçìåðåíèé è ïîñòðîéòå äèñ-
êðåòíûé ôèëüòð. Ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Äîñòèãàåòñÿ
ëè â àëãîðèòìå ôèëüòðàöèè óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì?

Çàäàíèå 18. Ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ïëîñêîé îðáèòå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà ðàññìîòðåíèåì äâèæåíèÿ òî÷å÷íîé ìàññû â ïîëå öåí-
òðàëüíîé ñèëû. Ïóñòü r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñèëû (öåíòðà Çåìëè)
äî ñïóòíèêà è Θ � óãîë ìåæäó îïîðíîé êîîðäèíàòíîé îñüþ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ýòîò öåíòð, è ëèíèåé îò öåíòðà ñèëû äî öåíòðà ìàññû ñïóòíèêà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïóòíèê ìîæåò ñìåùàòüñÿ ñ íîìèíàëüíîé îðáèòû ðà-
äèàëüíî ïîä äåéñòâèåì óïðàâëåíèÿ ur è òàíãåíöèàëüíî ïîä äåéñòâèåì
óïðàâëåíèÿ uτ . Òàêàÿ ìîäåëü èìååò âèä íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

r̈(t) = r(t)Θ̇2(t)− G

r2(t)
+ ur(t),

Θ̈(t) = − 2

r(t)
Θ̇(t)ṙ(t) +

1

r(t)
uτ(t).

(à) Âûâåäèòå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íîìèíàëüíîé òðàåêòîðèè, áåðÿ âåêòîð ñî-
ñòîÿíèÿ â âèäå x = (r, ṙ, Θ, Θ̇).

(b) Îäíèì èç ðåøåíèé èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (íîìè-
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íàëüíîé òðàåêòîðèåé) ÿâëÿåòñÿ êðóãîâàÿ îðáèòà: r(t) = r0, ṙ(t) = 0,
Θ(t) = wt, Θ̇(t) = w, ur(t) = uτ(t) = 0, G = r3

0w
2 äëÿ ëþáûõ t. Êîíêðå-

òèçèðóéòå óðàâíåíèÿ ïî ðàçä. (à) äëÿ ýòîé èíâàðèàíòíîé âî âðåìåíè
ìîäåëè. Çàìåòüòå, ÷òî â íåé îòñóòñòâóåò ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå ñîñòîÿ-
íèÿ.

(ñ) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîñòîé è íåäîðîãîé òåëå-
ìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ïðåäëàãàþò ïðîèçâîäèòü èçìåðåíèÿ òîëüêî óãëà
Θ = x3. Ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèå ïðåäñòàâëÿþò êàê

z1(t) = x3(t) + v1(t),

ãäå
E{v1(t)} = 0, E{v1(t)v1(t + τ)} = R1δ(τ).

Äðóãîå ïðåäëîæåíèå � èçìåðÿòü òîëüêî ðàññòîÿíèå x1 = r. Â ýòîì ñëó-
÷àå

z2(t) = x1(t) + v2(t),

ãäå
E{v2(t)} = 0, E{v2(t)v2(t + τ)} = R2δ(τ).

Âàøà çàäà÷à � îïðåäåëèòü, êîòîðîå èç ýòèõ ïðåäëîæåíèé ëó÷øå. Hà-
áëþäàåìû ëè îáå ìîäåëè ñèñòåìû? Î ÷åì ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò? Ìîæíî
ëè ïîëó÷èòü êàêóþ-ëèáî ïîëüçó îò âêëþ÷åíèÿ â âåêòîð èçìåðåíèé îäíî-
âðåìåííî z1 è z2?

(d) Ðåøèâ çàäà÷ó â ÷àñòè (ñ), ñïëàíèðóéòå è ïðîâåäèòå âû÷èñëè-
òåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ äèñêðåòíîé ôèëüòðàöèè, ïîäîáðàâ ïðàâäîïî-
äîáíûå, ïî âàøåìó ìíåíèþ, ïàðàìåòðû íîìèíàëüíîé òðàåêòîðèè, îøè-
áîê èçìåðåíèé è òåìïà èçìåðåíèé. Â êà÷åñòâå îñîáîãî âîïðîñà, âûÿñíèòå,
êàê êàæäûé èç òðåõ âàðèàíòîâ ãåíåðàöèè èçìåðåíèé äëÿ ôèëüòðà ïðî-
ÿâëÿåò ñåáÿ â ïîêàçàòåëÿõ êà÷åñòâà îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ.

Çàäàíèå 19. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìååò ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ âû-
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õîä/âõîä âèäà
x(s)

w(s)
=

s + α

s + β

Èçâåñòíî, ÷òî âõîä w(t) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Hà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû ìîäåëèðóåòñÿ êàê ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ

E{x(0)} = 0, E{x2(0)} = 1.

Håïðåðûâíûå èçìåðåíèÿ âèäà

z(t) = x(t) + v(t)

ïîñòóïàþò ñ ïîãðåøíîñòüþ v(t) âèäà ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà ñ

E{v(t)} = 0, E{v(t)v(t + τ)} = δ(τ).

(à) Îïðåäåëèòå â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè,
âêëþ÷àÿ äèñïåðñèþ îøèáêè, äëÿ âñåõ t ≥ 0. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíå-
íèÿ äèñïåðñèè îøèáêè êàê ôóíêöèè t ñëåäóþùèé ôàêò ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïîëåçíûì. Åñëè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà M óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

Ṁ = AM + MAT −MBM,

òî M−1 óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

Ṁ−1 = −ATM−1 −M−1A + B.

(Ïðîâåðüòå ýòîò ôàêò, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî t îá-
ðàòíîé ìàòðèöû M−1(t)).

(b) Âûâåäèòå óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè, èñïîëüçóÿ äèñ-
êðåòíûå èçìåðåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå óêàçàííûì íåïðåðûâíûì.

(ñ) Ïðîâåäèòå ïî óðàâíåíèÿì ðàçä. (b) âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-
ìåíò. Ñîãëàñóåòñÿ ëè îí ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì ïî ðàçä. (à)?

Çàäàíèå 20. Ðàññìîòðèòå íåóñòîé÷èâóþ ñèñòåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋ(t) = x(t) + w(t)
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ñ èçìåðåíèÿìè
z(t) = x(t) + v(t),

ãäå
E{w(t)} = 0, E{w(t)w(t + τ)} = Qδ(τ),

E{v(t)} = 0, E{v(t)v(t + τ)} = Rδ(τ).

Ïîëîæèòå Q = 1.
(à) Ðåøèòå óðàâíåíèå îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè îòíîñèòåëüíî äèñ-

ïåðñèè îøèáêè P (t) êàê ôóíêöèè âðåìåíè, ïðåäïîëàãàÿ P (t = 0) = P0.
Ïî íàéäåííîìó âûðàæåíèþ äëÿ P (t) îïðåäåëèòå lim P (t) ïðè t →∞.
Äëÿ çíà÷åíèé R = 1, 2 è 4 èçîáðàçèòå êðèâûå P (t) êàê ôóíêöèè âðåìå-
íè (ïðè P0 = 1).

(b) Ðàññìîòðèòå îäíîðîäíóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ôèëüòðà, êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẏ = [1− P/R]y.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V (·, ·), îïðåäåëåííóþ âûðàæåíèåì

V (y, t) = yTP−1(t)y,

ïîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ôèëüòðàöèè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Êàêîå
ýòî èìååò çíà÷åíèå?

(ñ) Ïîëüçóÿñü äèñêðåòíûìè èçìåðåíèÿìè z(ti), ýêâèâàëåíòíûìè
äàííûì íåïðåðûâíûì, ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèé äèñêðåòíûé ôèëüòð.

(d) Ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì ïîëó÷èòå
ãðàôèêè äèñïåðñèé îøèáîê ýêñòðàïîëÿöèè è ôèëüòðàöèè äëÿ ÷èñëîâûõ
äàííûõ èç ðàçä. (à). Ñðàâíèòå ýòè ãðàôèêè ñ êðèâûìè P (t) èç ðàçä. (à).

Çàäàíèå 21. Íåïðåðûâíûé ïðîöåññ èçìåðåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ
óðàâíåíèåì

z(t) = at + n(t),
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ãäå a ìîäåëèðóåòñÿ êàê ãàóññîâà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ

E{a} = 0, E{a2} = 1

è n(t) áåëûé ãàóññîâ øóì ñ

E{n(t)} = 0, E{n(t)n(t + τ)} = 2δ(τ).

(a) Îïðåäåëèòå óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè äëÿ îöåíèâà-
íèÿ ïàðàìåòðà a. ßâëÿåòñÿ ëè ôèëüòð óñòîé÷èâîé ñèñòåìîé?

(b) Ïîñòðîéòå äèñêðåòíûé ôèëüòð, èñïîëüçóþùèé äèñêðåòíûå âî
âðåìåíè èçìåðåíèÿ z(ti), ýêâèâàëåíòíûå çàäàííûì íåïðåðûâíûì.

(c) Ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïî ðàçä. (b). Äîñòèãà-
åò ëè ôèëüòð óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà?

Çàäàíèå 22. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, â êîòîðîé îáúåêò îïèñàí ïå-
ðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé F0(s) = 1/s è âîçáóæäàåòñÿ áåëîøóìíûì ãàóñ-
ñîâûì ïðîöåññîì w1(t). Âûõîä îáúåêòà èñêàæàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî-
êîððåëèðîâàííûì øóìîì x2(t), êîòîðûé ïðåäñòàâëåí êàê âûõîä ôîð-
ìèðóþùåãî ôèëüòðà Fn(s) = 1/(s + a) ñ áåëûì ãàóññîâûì øóìîì w2(t)

íà âõîäå (ðèñ. 5).

-

- -

6

- -1
s

1
s+a

⊗
@@

w2(t)

x1(t)

x2(t)

z(t) z(ti)w1(t)

Ðèñ. 5: Êîíôèãóðàöèÿ ñèñòåìû ê çàäàíèþ 22.

Èçâåñòíû õàðàêòåðèñòèêè âçàèìíî íåêîððåëèðîâàííûõ øóìîâ w1

è w2, �
E{w1(t)} = 0, E{w1(t)w1(t + τ)} = Q1δ(τ),
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E{w2(t)} = 0, E{w2(t)w2(t + τ)} = Q2δ(τ),

à òàêæå õàðàêòåðèñòèêè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, �

E{x1(t0)} = 0, E{x2(t0)} = 0,

E{x2
1(t0)} = σ2

1, E{x2
2(t0)} = σ2

2, E{x1(t0)x2(t0)} = 0,

E{z2(t0)} = σ2
z , E{z(t0)x1(t0)} = σ2

1.

(a) Îïðåäåëèòå îïòèìàëüíóþ íåïðåðûâíóþ âî âðåìåíè îöåíêó äëÿ
ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ x1. Ïðîñëåäèòå åå ïîâåäåíèå ïðè t →∞. Ïîêà-
æèòå, ÷òî â ýòîì ðåæèìå ôèëüòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíòíóþ âî
âðåìåíè ñèñòåìó ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

x̂1(s)

z(s)
=

c1(s + a)

s + ac1
, c1 =

√√√√ Q1

Q1 + Q2
.

(b) Ïîñòðîéòå äèñêðåòíóþ ìîäåëü ñèãíàëà x1 è øóìà x2. Èñïîëüçóÿ
äèñêðåòíûå èçìåðåíèÿ z1(ti), íàéäèòå óðàâíåíèÿ îïòèìàëüíîé äèñêðåò-
íîé ôèëüòðàöèè è îïðåäåëèòå õàðàêòåðèñòèêè óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà.

(c) Âûïîëíèòå ïîäõîäÿùåå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåäóöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ ôèëüòðà. Íàéäè-
òå ýòè óðàâíåíèÿ.

(d) Çàäàéòå ðÿä ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû è ïðîâå-
äèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì õàðàêòåðèçóéòå ãðàíèöû
èçìåíåíèÿ êîâàðèàöèé îøèáîê îöåíèâàíèÿ è ñêîðîñòü äîñòèæåíèÿ óñòà-
íîâèâøåãîñÿ ðåæèìà îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè.

Çàäàíèå 23. Äîïóñòèì, èíæåíåð äàåò âàì áëîê êàê íåêîòîðûé ÷åð-
íûé ÿùèê ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì, óòâåðæäàÿ ïðè ýòîì, ÷òî
â áëîêå íàõîäèòñÿ óñòàíîâèâøèéñÿ ôèëüòð Êàëìàíà. ×òîáû ïðîòåñòèðî-
âàòü êà÷åñòâî ôèëüòðà, âû ïîäàåòå íà åãî âõîä êîððåëèðîâàííûé øóì ñ
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

Ψnn(τ) = E{n(t)n(t + τ)} = Ne−5|τ |
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è ïîëó÷àåòå âûõîäíîé ñèãíàë, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè êîòî-
ðîãî ðàâíà

Ψyy(w) =
5

2
· N(w2 + 16)

(w2 + 4)(w2 + 25)

(a) ×òî âû äóìàåòå î êîìïåòåíòíîñòè ýòîãî èíæåíåðà?
(b) Ñëåãêà îçàäà÷åííûå, âû ñïðàøèâàåòå ó èíæåíåðà, êàê îí ïðîåê-

òèðîâàë ôèëüòð. Îí ãîâîðèò, ÷òî ñòðîèë ôèëüòð, ÷òîáû îòäåëèòü ñèãíàë
èç àääèòèâíîé ñìåñè ñèãíàëà è øóìà, ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîùíîñòè
êîòîðûõ ðàâíû

Ψss(w) =
5/12

w2 + 4
, Ψnn(w) =

7/12

w2 + 16

è ñèãíàë è øóì íåêîððåëèðîâàíû äðóã ñ äðóãîì. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ
îïòèìàëüíîãî íåïðåðûâíîãî ôèëüòðà è ñðàâíèòå ðåçóëüòàò åãî òåñòèðî-
âàíèÿ ñ ðåçóëüòàòîì òåñòèðîâàíèÿ äàííîãî áëîêà. Êàêóþ êðèòèêó âû
ìîæåòå âûñêàçàòü èíæåíåðó-ðàçðàáîò÷èêó áëîêà?

(c) Ïåðåéäèòå ê ýêâèâàëåíòíîìó äèñêðåòíîìó âî âðåìåíè âàðèàí-
òó ýòîãî çàäàíèÿ. Îïèøèòå äèñêðåòíóþ ìîäåëü è äèñêðåòíûé ôèëüòð.
Âûïîëíèòå ïîäõîäÿùåå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà è ðåäóöèðóéòå ôèëüòð.
Îïðåäåëèòå õàðàêòåðèñòèêè óñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà.

(d) Ïðîâåäèòå âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ôèëüòðà ïî
ðàçä. (c). Ñîãëàñóåòñÿ ëè õàðàêòåð èçìåíåíèÿ êîâàðèàöèé âî âðåìåíè
ñ ðåçóëüòàòîì âàøåãî ðàñ÷åòà ïî ðàçä. (b)?
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4 Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ

4.1 Çàïèñü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ìîäåëèðóþùèõ ïîâåäåíèå (ñîñòîÿíèå) ñèñòåìû

Ïðèìåð: vx(t) = cx + βx(t)





ẋ(t) = vx(t)

v̇x(t) = β̇x(t) = ω(t)
x(t) =




x(t)

vx(t)


− âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

d
dtx(t) =




0 1

0 0


 x(t) +




0

1


 ω(t)

x(t0) =




x(t0)

vx(t0) = cx


− íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

Õàðàêòåðèñòèêè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ:

1. E{x(t0)} =




x̄0

c̄x


 = x̄0.

2. E{[x(t0)− x̄0][x(t0)− x̄0]
T} = P0 =




p0
11 p0

12

p0
21 p0

22


 (p0

21 = p0
12).

Õàðàêòåðèñòèêè áåëîãî øóìà ω(t):

1. E{ω(t)} = 0.

2. E{ω(t)ω(t′)T} = σ2
ωδ(t− t′) = Qδ(t− t′), Q = σ2

ω.

Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ìîäåëè ñîñòîÿíèÿ:

d

dt
x(t) = Fx(t) + Gω(t) (1)

F =




0 1

0 0


 , G =




0

1


 , Q =

[
σ2

ω

]
.
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x̄0 = E{x(t0)} =




x̄0

c̄x


 ,




p0
11 p0

12

p0
21 p0

22


 .

4.2 Çàïèñü ìîäåëè èçìåðåíèé

z(ti) = Hx(ti) + v(ti), H =
[

1 0
]
. (2)

Õàðàêòåðèñòèêè áåëîãî øóìà v(t):

1. E{v(ti)} = 0.

2. E{v(ti)v(tj)
T} = Riδij.

4.3 Ïîñòðîåíèå äèñêðåòíîé ìîäåëè ñîñòîÿíèÿ

1. Âèä îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1):

x(t) = Φ(t− t0)x(t0) +
t∫

t0

Φ(t− τ)G(τ)dβ(τ) (3)

2. Îïðåäåëÿåì Φ(t):
Φ(t) = eFt - ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà ñîñòîÿíèÿ
Åå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

dΦ(t)

dt
= F (t)Φ(t), Φ(0) = I. (4)

Â íàøèõ çàäàíèÿõ:
F (t) = F = const

G(t) = G = const

Ðåøàåì (4) ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà:

sΦ(s)− Φ(0) = FΦ(s)

(Is− F )Φ(s) = Φ(0) = I

Φ(s) = (Is− F )−1 − ýòî ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà.

Ïðèìåð:

Φ(s) =




s −1

0 s




−1

= 1
s2




s 1

0 s



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Ïðîâåðêà:



s −1

0 s


 1

s2




s 1

0 s


 = 1

s2




s2 0

0 s2


 =




1 0

0 1


 = I.

Φ(s) =




1/s 1/s2

0 1/s


 .

Íàõîäèì ê Φ(s) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà:

Φ(s)÷ Φ(t) =




1 t

0 1


 , (5)

ïðè ýòîì ïîëüçóåìñÿ òàáëèöàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ãäå íàõî-
äèì:

1

s
÷ 1 è 1

s2 ÷ t

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíî Φ(t).

3. Îáùåå ðåøåíèå (3) ðàññìàòðèâàåì â äèñêðåòíîì âðåìåíè:
t0, t1, t2, . . . , tk, tk+1, . . . òàê, ÷òî x(tk) ñ÷èòàåì íà÷àëüíûì çíà÷åíè-
åì äëÿ èíòåðâàëà îò tk äî tk+1:

x(tk+1) = Φ(tk+1 − tk)x(tk) +

tk+1∫

tk

Φ(tk+1 − τ)Gdβ(τ). (6)

Îáîçíà÷àåì èíòåãðàë êàê

ωd(tk) =

tk+1∫

tk

Φ(tk+1 − τ)Gdβ(τ).

Ýòî ñëó÷àéíîå ñëàãàåìîå, ωd(tk), åñòü äèñêðåòíûé áåëûé øóì ñ õà-
ðàêòåðèñòèêàìè:

(a) E{ωd(tk)} = 0.

(b)

Qd(tk) = E{ωd(tk)ωd(tj)
T} =

=

tk+1∫

tk

Φ(tk+1 − τ)GQGTΦT (tk+1 − τ)dτ = Qd (7)
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Ïåðåïèøåì (6) â îáùåì âèäå:

x(tk+1) = Φx(tk) + ωd(tk). (8)

Ýòî åñòü äèñêðåòíàÿ ìîäåëü, ãäå ìàòðèöà Φ = Φ(tk+1 − tk) îïðå-
äåëÿåòñÿ èç ï. 2 äàííîãî ðàçäåëà, à ìàòðèöà Qd äëÿ øóìà ωd(tk)

îïðåäåëÿåòñÿ ïî (7).

Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ óäîáñòâà âåçäå â äèñêðåòíûõ ìîäåëÿõ èñïîëüçóåì ïî-
ñòîÿííûé èíòåðâàë êâàíòîâàíèÿ âðåìåíè è îáîçíà÷èì åãî
τ = tk+1 − tk = const, îòëè÷àÿ åãî (åñòåñòâåííî !) îò ïåðåìåííîé èíòå-
ãðèðîâàíèÿ τ â (7).

Ïðèìåð:

Φ =




1 τ

0 1


 . (9)

Qd =

tk+1∫

tk




1 (tk+1 − τ)

0 1







0

1


 Q

[
0 1

]



1 0

(tk+1 − τ) 1


 dτ =

= Q

tk+1∫

tk




(tk+1 − τ)2 (tk+1 − τ)

(tk+1 − τ) 1


 dτ = Q

τ∫

0




θ2 θ

θ 1


 dθ =

= Q




θ3/3 θ2/2

θ2/2 θ




∣∣∣∣∣∣∣∣

τ

0

= Q




τ 3/3 τ 2/2

τ 2/2 τ


 . (10)

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ñîñòîÿíèÿ ñ êîíêðåòíûìè
âûðàæåíèÿìè äëÿ îïðåäåëÿþùèõ åå ìàòðèö (9) è (10).

Ïðèìå÷àíèå. Èíîãäà òðåáóåòñÿ ìîäåëü (8) çàïèñàòü â áîëåå îáùåì
âèäå:

x(tk+1) = Φx(tk) + Gdω̄d(tk), (11)

ãäå Gd èìååò çàäàííóþ ñòðóêòóðó, íàïðèìåð, ôîðìó íèæíåòðåóãîëüíîé
ìàòðèöû ñ åäèíèöàìè ïî äèàãîíàëè. Äëÿ ýòîãî âûïîëíÿåì ðàçëîæåíèå
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íàéäåííîé ìàòðèöû Qd âèäà:

Qd = GdQ̄dG
T
d , (12)

ãäå Q̄d � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,

Q̄d =




d1
. . .

dn



. (13)

Ïðèìåð:

Qd =




q11 q12

q12 q22


 =

Gd︷ ︸︸ ︷


1 0

g21 1




Q̄d︷ ︸︸ ︷


d1 0

0 d2




GT
d︷ ︸︸ ︷


1 g12

0 1


; Q = σ2

ω




q11 = σ2
ωτ 3/3

q12 = σ2
ωτ 2/2

q22 = σ2
ωτ




;




q11 = d1, q12 = d1g21

q22 = d2 + d1g
2
21




Îòñþäà ðåøåíèå:
d1 = q11 = (τ 3/3)σ2

ω

g21 = q12/d1 = (3/(2τ))

d2 = q22 − d1g
2
21 = σ2

ωτ − σ2
ω

6 τ 3

3
· 9

4 6 τ 2 = σ2
ωτ [1− 3

4
] = σ2

ω

τ

4
. (14)

Gd =




1 0
3
2τ 1


 , Q̄d =




(τ 3/3)σ2
ω 0

0 (τ/4)σ2
ω


 .

Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü (11) ïîñòðîåíà, òî åñòü åå ìàòðèöû âûïèñàíû
â ÿâíîì âèäå, â ïðèìåðå: (9) è (14).

Ïðèìå÷àíèå. Â ìîäåëè (11) äèñêðåòíûé áåëûé øóì ω̄(tk) ñîñòîèò
èç äâóõ íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò:

ω̄(tk) =




ω̄(1)(tk)

ω̄(2)(tk)


 .
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Êîìïîíåíòû èìåþò äèñïåðñèè, ñîîòâåòñòâåííî, {d1, d2, . . . , dn},
âçÿòûå èç (13). Â äàííîì ïðèìåðå ýòè äèñïåðñèè óêàçàíû â (14).

Ïðèìå÷àíèå. Èíîãäà òðåáóåòñÿ ìîäåëü âèäà (11), â êîòîðîé ω̄d(tk)

ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ñ åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìè. Äëÿ åå
ïîñòðîåíèÿ âìåñòî (12) èùåì ðàçëîæåíèå

Qd = ḠdḠ
T
d .

Ìîæíî íàéòè åãî, êàê ïîêàçàíî ìåæäó (13) è (14). Íî ìîæíî ïîëó÷èòü
èç (14), èëè â îáùåì ñëó÷àå èç (13):

Q̄d =




d1
. . .

dn




=

Q̃d︷ ︸︸ ︷


√
d1

. . .
√

dn



·

Q̃T
d︷ ︸︸ ︷



√
d1

. . .
√

dn




= Q̃dQ̃
T
d

Qd = GdQ̄dG
T
d = GdQ̃dQ̃

T
d GT

d = (GdQ̃d)(GdQ̃d)
T = ḠdḠ

T
d

Ḡd = GdQ̃d

Ïðèìåð:

Ḡd =




1 0
3
2τ 1







√
τ3

3 0

0
√

τ
2


 =




√
τ3

3 0
√

3
4τ

√
τ

2


 .

4.4 Çàïèñü óðàâíåíèé îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ
ñ äèñêðåòíûìè ìîäåëÿìè ñèñòåìû

Ìîäåëè â îáùåì âèäå:

x(tk+1) = Φx(tk) + Gdwd(tk)

z(tk) = Hx(tk) + v(tk).

Âñå ýëåìåíòû ìîäåëåé íàéäåíû, Qd � êîâàðèàöèÿ øóìà wd(tk).
Äâà ýòàïà îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ:
Ýòàï I. Îïòèìàëüíîå ïðåäñêàçàíèå, îò tk äî tk+1, k = 0, 1, . . ..
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1. Ïðåäñêàçàííàÿ îöåíêà: x̂(t−k+1) = Φx̂(t+k )

Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå: x̂(t+0 ) = x̄0.

2. Ïðåäñêàçàííàÿ êîâàðèàöèÿ îøèáêè îöåíêè:

P (t−k+1) = ΦP (t+k )ΦT + GdQdG
T
d

Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå: P (t+0 ) = P0.

Ýòàï II. Îïòèìàëüíîå îáíîâëåíèå îöåíîê ïî èçìåðåíèÿì, k = 0, 1, . . ..

1. Îáíîâëåííàÿ îöåíêà: x̂(t+k ) = x̂(t−k ) + K(tk)[z(tk)−Hx̂(t−k )]

2. Îáíîâëåííàÿ êîâàðèàöèÿ îøèáêè îöåíêè:

P (t+k ) = P (t−k )−K(tk)HP (t−k )

3. Îïòèìàëüíàÿ ìàòðèöà óñèëåíèÿ:

K(tk) = P (t−k )H[HP (t−k )HT + R]−1

4.5 Ïëàíèðîâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Âûïèøåì âñå ÷èñëîâûå âåëè÷èíû, ïîäëåæàùèå âûáîðó è ââîäó â ïðî-
ãðàììó, äåëàÿ îáçîð âñåõ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ (íà ïðèìåðå).

F, G, Q, R, τ ; σ2
ω.

x̄0 =




x̄0

c̄x


 P0 =




p0
11 p0

12

p0
12 p0

22


 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàíèåì, ïëàíèðóåì è ïðîâîäèì ýêñïåðèìåíò.
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5 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü êàæäîãî çàäàíèÿ, ò.å. âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò,
ïðîâîäèòñÿ íà ãîòîâûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòàõ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè â äèñêðåò-
íîì âðåìåíè ñòóäåíòàì ïðåäëàãàåòñÿ ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ � Ñòîõà-
ñòè÷åñêèå ìîäåëè, îöåíêè è óïðàâëåíèå�.

Êðàòêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîãðàììû.

• Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ââîäèòü ïàðàìåòðû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â
äèñêðåòíîì âðåìåíè (ìàòðèöû, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ìîãóò áûòü íå
òîëüêî ÷èñëà, íî è àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ), ñîõðàíÿòü è ðå-
äàêòèðîâàòü äàííûå, ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ïî çàäàííûì àëãîðèòìàì,
ñîõðàíÿòü è ïðîñìàòðèâàòü ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.

• Â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíû íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîé ôèëü-
òðàöèè (â êîâàðèàöèîííîé è èíôîðìàöèîííîé ôîðìå).

• Â ïðîãðàììå èìåþòñÿ ñðåäñòâà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ìîäåëè-
ðóåìûõ ñèãíàëîâ (íàïðèìåð, êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà,
îöåíêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, êîâàðèàöèè îøèáêè ôèëüòðàöèè è ò.ï.).

• Îáîëî÷êà ïðîãðàììû íàïèñàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè Turbo
Vision 2.0 è èìååò ñòàíäàðòíûé äëÿ íåå èíòåðôåéñ.

• Ïðîãðàììà îáëàäàåò êîíòåêñòíîé ïîìîùüþ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ êàê î ñàìîé ïðîãðàììå (ñèñòåìà
ìåíþ, ïîðÿäîê ðàáîòû ñ ïðîãðàììîé, ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ è ò.ï.),
òàê è î âñåõ ðåàëèçîâàííûõ àëãîðèòìàõ ôèëüòðàöèè.

Ýòà ïðîãðàììà äàåò ñòóäåíòàì ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë äëÿ
èëëþñòðàöèè è îáñóæäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ äàííîãî êóðñà.
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