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Программа курса

9.1 Общая информация

Цель – базовые умения и навыки в области разработки компьютерно
ориентированных вычислительных алгоритмов решения задач, возникаю-

щих в процессе математического моделирования законов реального мира.
Понимание основных идей численных методов, особенностей и условий их

применения в реальных условиях.

Задачи – изучение основных методов «Вычислительной линейной алгеб-
ры», численного решения нелинейных уравнений и задач аппроксимации

функций по экспериментальным данным.

Формат – 2/0/1 или 2/1/1 (т. е. в неделю часов на лекции / семинары /

лабораторные работы), в зависимости от специальности, формы обучения и
университета. Например, при семестре в 17 недель возможны варианты:

• специальность 01050165, очная форма обучения:
лекции (34 час), лабораторные работы (17 час), самостоятельная работа

(49 час), экзамен

• специальность 08080165, очная форма обучения:
лекции (34 час), лабораторные работы (16 час), самостоятельная работа

(50 час), зачет

• специальность 08080165, заочная форма обучения:
лекции (17 час), лабораторные работы (8,5 час), самостоятельная

работа (74,5 час), зачет

• специальность 08080165, очно-заочная форма обучения:
лекции (34 час), практические занятия (10 час), самостоятельная
работа (66 час), зачет
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Пререквизиты – «Математический анализ», «Геометрия и алгебра»,

«Информатика», «Языки программирования и методы трансляции» и
«Практикум на ЭВМ».

Кореквизиты 1 – «Практикум на ЭВМ» (17 час), зачет.

Постреквизиты – «Численные методы II», «Теория игр и исследование
операций», специальные дисциплины и выпускная работа.

9.2 Рабочая программа

ЛЕКЦИИ

1. Введение (1 час). Задачи и методы вычислительной математики и
их приложения в различных сферах деятельности. Математическое моде-
лирование и вычислительный эксперимент. Численные методы как раздел

современной математики. Роль компьютерно-ориентированных численных
методов в исследовании сложных математических моделей.

2. Системы линейных алгебраических уравнений (27 час).

2.1. Прямые методы решения систем (12 час). LU -разложение и
методы исключения Гаусса и Жордана. Стратегии выбора главного элемен-

та. Обращение матриц. Компактные схемы (Краут). Положительно опре-
деленные матрицы. Разложения Холесского и метод квадратного корня из
матриц.

2.2. Плохая обусловленность и анализ ошибок (3 час). Нормы

матриц и линейных преобразований. Обращение возмущенных матриц (лем-
ма Банаха). Обусловленность линейных уравнений (число обусловленности
и теорема об относительной ошибке). Прямой и обратный анализы ошибок.

Примеры и последствия плохой обусловленности систем. Приемлемое реше-
ние неопределенной системы (теорема Оттля-Прагера).

1 «Практикум на ЭВМ» в УлГУ поддерживает курс «Численные методы I» для специальностей «При-
кладная математика и информатика» и «Математика», при этом для специальности «Математика» на
него отводится 34 часа.
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2.3. Методы ортогонального приведения (3 час). Ортогонализа-

ция Грама-Шмидта (обыкновенная и модифицированная). QR-разложение
матриц и решение систем. Плоские вращения Гивенса. Элементарные отра-
жения Хаусхолдера. Решение систем с применением ортогональных преоб-

разований.

2.4. Итерационные методы решения систем. (7 час) Примеры
и канонический вид итерационных методов решения систем линейных ал-
гебраических уравнений. Исследование сходимости итерационных методов.

Необходимое и достаточное условие сходимости стационарных итерационных
методов. Оценка скорости сходимости стационарных итерационных методов.

Итерационные методы вариационного типа. Апостериорная оценка погреш-
ности итерационных методов.

2.5. Метод наименьших квадратов (3 час). Подгонка данных, по-
строение моделей и задача МНК. Нормальные уравнения и нормальное псев-

дорешение. Элементарная статистическая интерпретация решения задачи
МНК. Рекурсия в решении задачи МНК. Информационная форма решения.

Эффективные вычислительные схемы МНК, использующие факторизацию
или ортогональное приведение матриц.

3. Проблема собственных значений (3 час). Общая характеристика
проблемы. Решение полной проблемы собственных значений при помощи

QR-алгоритма.

4. Корни нелинейных уравнений (3 час). Нелинейные задачи с одной

переменной. Метод простой итерации. Метод Ньютона. Сходимость метода
Ньютона. Методы для случая, когда производные не заданы. Метод Ньютона

для систем нелинейных уравнений. Локальная сходимость метода Ньютона.
Теорема Канторовича и теорема о сжимающем отображении.

ЛАБОРАТОРНЫЕ РАБОТЫ

Лабораторная работа № 1: Стандартные алгоритмы LU -разложения.

Лабораторная работа № 2: Современные алгоритмы LU -разложения.
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Лабораторная работа № 3: Алгоритмы окаймления в LU -разложении.

Лабораторная работа № 4: Разреженные формы LU -разложения.

Лабораторная работа № 5: Разложения Холесского.

Лабораторная работа № 6: Ортогональные преобразования.

САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА

В зачет самостоятельной работы студента включены упражнения, пред-
ставляющие собой доказательство вариантов теорем, доказанных на лекци-

ях, решение задач, а также написание программ для лабораторных работ и
чтение учебной литературы.

ВОПРОСЫ ЭКЗАМЕНА

1. Теорема о существовании и единственности LU -разложения. Связь раз-
ложения и метода Гаусса исключения неизвестных.

2. Теорема о существовании и единственности UL-разложения. Связь раз-

ложения и метода Гаусса исключения неизвестных.

3. Метод Гаусса: расчетные формулы и подсчет числа действий умноже-

ния/деления в процедуре факторизации матрицы.

4. Метод Гаусса: расчетные формулы и подсчет числа действий умноже-
ния/деления в процедурах прямой и обратной подстановки.

5. Элементарные треугольные матрицы. Теорема об алгоритме LU -
разложения с замещением исходной матрицы матрицами L и U .

6. Элементарные треугольные матрицы. Теорема об алгоритме UL-
разложения с замещением исходной матрицы матрицами U и L.

7. Метод Гаусса с выбором главного элемента (ГЭ): стратегии и программ-

ная реализация. Выбор ГЭ по строке и решение систем.

8. Теорема о методе Гаусса (об LU -разложении) с выбором главного эле-

мента по столбцу активной подматрицы.
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9. Теорема о методе Гаусса (об LU -разложении) с выбором главного эле-

мента по строке активной подматрицы.

10. Вычисление определителя и обращение матрицы (два способа) с учетом
выбора главного элемента.

11. Метод Гаусса-Жордана: теорема об алгоритме LU -разложения с полу-
чением U−1. Подсчет числа действий умножения/деления.

12. Метод Гаусса-Жордана: теорема об алгоритме UL-разложения с полу-
чением L−1. Подсчет числа действий умножения/деления.

13. Компактные схемы: вариант LU -разложения. Алгоритм и пример.

14. Компактные схемы: вариант UL-разложения. Алгоритм и пример.

15. Алгоритмы LU -разложения с исключением по столбцам и по строкам.
Примеры.

16. Алгоритмы UL-разложения с исключением по столбцам и по строкам.

Примеры.

17. Положительно-определенные матрицы и разложения Холесского. Вы-

вод алгоритмов Холесского из алгоритмов LU -разложения.

18. LLT -разложение положительно-определенных матриц: вывод по методу

квадратичных форм.

19. LDLT -разложение положительно-определенных матриц: вывод по ме-

тоду квадратичных форм.

20. UUT -разложение положительно-определенных матриц: вывод по мето-
ду квадратичных форм.

21. UDUT -разложение положительно-определенных матриц: вывод по ме-
тоду квадратичных форм.

22. Нормы вектора и матрицы. Норма с индексом бесконечность. Оценка
для собственных значений через норму матрицы.

23. Число обусловленности системы линейных алгебраических уравнений.
Свойства стандартного числа обусловленности.

24. Обращение возмущенных матриц (лемма Банаха).
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25. Полная оценка относительной погрешности решения линейных систем.

26. Прямой и обратный анализы ошибок. Приемлемое решение неопреде-
ленной системы (теорема Оттля-Прагера).

27. Элементарные отражения Хаусхолдера: прямая и обратная задачи.

28. Ортогональные преобразования Хаусхолдера: приведение матрицы к
верхней треугольной форме.

29. Элементарные плоские вращения Гивенса. Приведение матрицы к верх-
ней треугольной форме вращениями Гивенса.

30. Решение систем и обращение матрицы после приведения матрицы к

верхней треугольной форме ортогональными преобразованиями (Хаус-
холдера или Гивенса).

31. Итерационные методы. Классические методы Якоби и Зейделя.

32. Каноническая форма и разновидности итерационных методов.

33. Определение сходимости итерационных методов, матричное неравен-
ство C > 0 и нижняя грань для (Cx, x).

34. Теорема о сходимости стационарного одношагового метода с симметри-

ческой положительно-определенной матрицей системы.

35. Следствие о сходимости метода Якоби для задач со строгим диагональ-

ным преобладанием матрицы системы.

36. Следствие о сходимости метода верхней релаксации для задач с сим-

метрической положительно-определенной матрицей системы.

37. Следствие о сходимости метода простой итерации для задач с симмет-
рической положительно-определенной матрицей системы.

38. Необходимое и достаточное условие сходимости стационарных одноша-
говых итерационных методов. Необходимость.

39. Достаточное условие сходимости стационарных итерационных методов:
случай полной системы собственных векторов матрицы S, – переходной

матрицы погрешности.
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40. Достаточное условие сходимости стационарных итерационных методов:

случай неполной системы собственных векторов матрицы S, – переход-
ной матрицы погрешности.

41. Апостериорная оценка погрешности итерационных методов.

42. Задача линейных наименьших квадратов. Нормальные уравнения и
нормальное псевдорешение.

43. Элементарная статистическая интерпретация решения задачи линей-

ных наименьших квадратов.

44. Рекурсия в решении задачи линейных наименьших квадратов. Инфор-

мационная форма решения.

45. Рекурсия в решении задачи линейных наименьших квадратов. Ковари-
ационная форма решения.

46. Степенной метод решения проблемы собственных значений.

47. Метод Якоби решения проблемы собственных значений.

48. Метод Гивенса решения проблемы собственных значений.

49. Метод Хаусхолдера решения проблемы собственных значений.

50. QR-метод Френсиса решения проблемы собственных значений.

51. Метод простой итерации решения одного уравнения с одним неизвест-

ным.

52. Метод Ньютона решения одного уравнения с одним неизвестным.

53. Сходимость метода Ньютона решения одного уравнения с одним неиз-
вестным.

54. Конечно-разностный метод Ньютона и метод секущих решения одного
уравнения с одним неизвестным.

55. Метод Ньютона решения систем нелинейных уравнений.

56. Локальная сходимость метода Ньютона решения систем нелинейных

уравнений.

57. Теорема Канторовича и теорема о сжимающем отображении.
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