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Предисловие

Предлагаемое вниманию читателя учебное пособие содержит теорети-

ческий и практический материал для проведения семинарских занятий
со студентами, изучающими детерминистские динамические системы, т. е.
объекты, поведение которых можно описать системами дифференциаль-

ных или разностных уравнений.

Пособие состоит из введения, четырех основных разделов: «Обзор опе-
рационного исчисления», «Линейные динамические системы», «Самосто-

ятельная работа», «Примеры решения задач», списка литературы и при-
ложения.

В разделе 1 — «Обзор операционного исчисления» — дается опреде-

ление преобразования Лапласа и приводятся его основные свойства. Таб-
лицы преобразований Лапласа — как необходимый рабочий инструмент

решения множества практических задач — для удобства также вынесе-
ны за пределы основного текста, — в Приложение. Раздел 1 завершается
набором практических заданий. Число таких задач по операционному ис-

числению значительно расширится, если учесть, что таблицы, вынесенные
в приложение, сами по себе дают материал для самостоятельного вывода

включенных в них формул.

Раздел 2 — «Линейные динамические системы» — содержит теоретиче-
ский материал по линейным динамическим системам и также набор прак-

тических заданий. В теоретический материал включены следующие вопро-
сы: описание системы в пространстве состояний, передаточная функция

системы, стандартная управляемая модель системы, стандартная наблю-
даемая модель системы, каноническая модель системы, критерии управ-
ляемости и наблюдаемости линейных непрерывных и дискретных систем,

а также линеаризация нелинейных динамических систем.

В раздел 3 — «Самостоятельная работа» — вошли две контрольные
работы. Варианты этих работ индивидуальны в пределах учебной группы.



В разделе 4 — «Примеры решения задач» — подробно разобраны реше-

ния некоторых задач.
Как уже отмечено, в Приложение A включены таблицы соответствий

для преобразования Лапласа, используемые для решения задач.

Задачи из первого и второго разделов могут быть использованы при
проведении семинарских занятий, а контрольные работы — для закреп-

ления полученных студентами знаний и как проверочный материал при
выставлении итоговой оценки.

Ульяновск,
декабрь 2006

И. В. Семушин
Ю. В. Цыганова
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1

Обзор операционного исчисления

1.1 Преобразование Лапласа

Пусть функция f(t) действительного переменного t определена при
всех t ∈ (−∞; +∞); значения функции f(t) могут быть как действи-

тельными, так и комплексными. Функция f(t) называется кусочно-
непрерывной, если она непрерывна или имеет точки разрыва первого

рода, причем на каждом конечном интервале оси t содержится лишь ко-
нечное число таких точек.

Определение 1.1. Функция f(t), определенная для всех моментов вре-
мени t ∈ (−∞; +∞), называется функцией-оригиналом, если она удо-

влетворяет следующим трем условиям:

1) f(t) = 0 при t < 0;

2) функция f(t) кусочно-непрерывная при t ≥ 0;

3) существуют такие действительные числа M > 0 и σ , что для всех
t > 0 выполняется неравенство

|f(t)| ≤ Meσt. (1.1)

Если функция-оригинал f(t) удовлетворяет условию (1.1) при некото-

рых M > 0 и σ1 , то она удовлетворяет этому условию с тем же самым
M и при всех σ > σ1 . С другой стороны, если при некотором значении
σ2 условие (1.1) не выполнено ни при каком M > 0, то это условие не

будет выполняться ни при каком M > 0 и σ < σ2 . Таким образом, все
точки σ на числовой прямой разбиваются на две группы, образующие два



1.1. Преобразование Лапласа

луча (−∞; σ0) и (σ0; +∞): для любого σ > σ0 условие (1.1) выполнено с

некоторым M > 0 (зависящим, вообще говоря, от σ ) и для любого σ < σ0

условие (1.1) не выполняется ни при каком M > 0. Число σ0 , разделяю-
щее эти два множества, называется индексом, или показателем роста

функции f(t).

Для определения преобразования над функциями-оригиналами введем
следующие понятия.

Определение 1.2. Функция ϕ(t), определенная при t ≥ 0, называется

интегрируемой на интервале [0; +∞), если существует предел

lim
R→+∞

R
∫

0

ϕ(t)dt =

∞
∫

0

ϕ(t)dt (1.2)

(т. е. если несобственный интеграл в (1.2) сходится). Функция ϕ(t) назы-

вается абсолютно интегрируемой на множестве [0; +∞), если существует
предел

lim
R→+∞

R
∫

0

| ϕ(t) | dt =

∞
∫

0

| ϕ(t) | dt , (1.3)

т. е. сходится несобственный интеграл от | ϕ(t) |. Справедливо следующее

Утверждение 1.1. Если функция ϕ(t) абсолютно интегрируема на

множестве [0; +∞), то она интегрируема на этом множестве.

Другими словами, из сходимости интеграла
∞
∫

0

| ϕ(t) | dt следует сходи-

мость интеграла
∞
∫

0

ϕ(t)dt. Отметим, что обратное утверждение неверно:

не всякая интегрируемая функция является также абсолютно интегриру-
емой.

Пусть теперь функция ϕ зависит от действительного переменного t и
комплексного параметра s: ϕ = ϕ(t, s). Если при некотором s интеграл
∞
∫

0

ϕ(t, s)dt сходится, то значение этого интеграла обозначим через F (s).

Таким образом, F (s) оказывается функцией, определенной на множестве

тех значений s, для которых интеграл
∞
∫

0

ϕ(t, s)dt сходится.
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1. Обзор операционного исчисления

Определение 1.3. Интеграл
∞
∫

0

ϕ(t, s)dt называется правильно (или

равномерно) сходящимся в данной области D к функции F (s), если для

любого числа ε > 0 найдется такое число R0 , зависящее только от
ε, что для всех R > R0 и всех точек s ∈ D выполнено неравенство
∣

∣

∣

∣

R
∫

0

ϕ(t, s)dt − F (s)

∣

∣

∣

∣

< ε.

Очевидно, что из равномерной сходимости интеграла
∞
∫

0

ϕ(t, s)dt в об-

ласти D значений переменного s следует его сходимость в каждой точке
s ∈ D . Но обратное неверно: интеграл, сходящийся в каждой точке обла-

сти D , не обязательно сходится в этой области равномерно. Существен-
ным дополнительным условием, отличающим поточечную сходимость от
равномерной, является то, что число R0 в определении равномерной схо-

димости не зависит от s; это число одно и то же для всех точек s ∈ D .

Определение 1.4. Преобразованием (оператором) Лапласа

функции f(t) называется правило, определяемое формулой

F (s) =

∞
∫

0

f(t)e−stdt, (1.4)

по которому заданной функции f(t) действительного переменного t ста-

вится в соответствие функция F (s) комплексного переменного s. Функ-
ция F (s) определена на множестве тех значений s, для которых интеграл

(1.4) сходится. Эта функция называется изображением функции f(t).
Тот факт, что функция F (s) является изображением функции f(t), запи-

сывается следующим образом: f(t) + F (s) или F (s) + f(t).

Теорема 1.1 (о существовании и аналитичности изображе-

ния). Если f(t) — функция-оригинал с индексом роста σ0 , то интеграл
(1.4) сходится абсолютно для всех s в полуплоскости Re s > σ0 ; при этом в
любой полуплоскости Re s > σ1 с σ1 > σ0 сходимость будет равномерной.

Функция-изображение F (s), определяемая формулой (1.4) в полуплоско-
сти Re s > σ0 , является аналитической функцией в этой полуплоскости.
1

1 Сведения из теории функций комплексного переменного, необходимые для понимания
преобразования Лапласа, можно найти, например, в [4], [9], [10].
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1.1. Преобразование Лапласа

Доказательство. Воспользуемся условием 3) из определения 1.1. Так

как s = α + iω , где α и ω — действительные числа, а i =
√
−1, то

|e−st| = e−αt и поэтому

∣

∣f(t)e−st
∣

∣ ≤ Meσte−αt = Me(σ−α)t .

Отсюда

∞
∫

0

∣

∣f(t)e−st
∣

∣ dt ≤ M

∞
∫

0

| e(σ−α)t | dt = M
e(σ−α)t

σ − α

∣

∣

∣

∣

∞

0

=
M

α − σ
,

так как, по условию теоремы, σ−α < 0 и потому e(σ−α)t → 0 при t → ∞.
С учетом утверждения 1.1 это доказывает абсолютную сходимость инте-

грала (1.4).

Как правило, функция F (s) оказывается определенной и аналитиче-
ской в значительно большей части комплексной плоскости, чем полуплос-

кость Re s > σ0 . Согласно теореме 1.1, функция F (s) не имеет особых
точек в этой полуплоскости; все они лежат левее прямой Re s = σ0 или

на самой этой прямой.

Преобразование Лапласа (1.4) каждой функции-оригиналу f(t) ста-

вит в соответствие функцию-изображение F (s). Оказывается, у разных
функций-оригиналов изображения также должны быть разными. Более

того, существует формула, называемая формулой обращения, которая поз-
воляет по известному изображению F (s) восстановить оригинал f(t), при-

чем единственным образом, если только не обращать внимания на значе-
ния, приписываемые оригиналу в точках разрыва.

Теорема 1.2 (теорема обращения). Если f(t) — функция-ориги-
нал с индексом роста σ0 и F (s) — ее изображение, то во всякой точке

непрерывности функция f(t) выражается через F (s) по следующей фор-
муле обращения:

f(t) =
1

2πi

σ+i∞
∫

σ−i∞

F (s)estds , (1.5)
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1. Обзор операционного исчисления

где интеграл берется по любой прямой Re s = σ > σ0 и понимается в

смысле главного значения, т. е.

σ+i∞
∫

σ−i∞

F (s)estds = lim
R→∞

σ+iR
∫

σ−iR

F (s)estds .

1.2 Основные свойства преобразования Лапласа

Обозначим через f(t), g(t), . . . функции-оригиналы, а через F (s),

G(s), . . . — их изображения. Cвойства преобразования Лапласа могут
формулироваться как теоремы, большинство которых несложно доказы-

ваются, что и рекомендуется сделать читателю в качестве упражнений.

1◦ . Теорема 1.3 (поведение изображения при s → ∞). Изобра-

жение F (s) любой функции-оригинала f(t) стремится к нулю, когда
s → ∞ так, что при этом Re s → +∞. Если, в частности, F (s) —

функция аналитическая в бесконечно удаленной точке (s = ∞), то
дополнительное условие Re s → +∞ не играет роли, т. е. F (s) стре-
мится к нулю при s стремящемся к бесконечности по любому закону:

lim
s→∞

F (s) = 0 .

2◦ . Теорема 1.4 (теорема линейности). Если f(t) + F (s), g(t) +

+ G(s), то для любых комплексных постоянных α и β

αf(t) + βg(t) + αF (s) + βG(s) . (1.6)

3◦ . Теорема 1.5 (теорема подобия). Если f(t) + F (s), то для

любого числа λ > 0

f(λt) +
1

λ
F

( s

λ

)

. (1.7)

4◦ . Теорема 1.6 (теорема запаздывания). Если f(t) + F (s), то
для любого числа τ > 0

f(t − τ) + e−sτF (s) . (1.8)

10



1.2. Основные свойства преобразования Лапласа

5◦ . Теорема 1.7 (теорема смещения). Если f(t) + F (s), то для

любого числа λ

e−λtf(t) + F (s + λ) . (1.9)

6◦ . Теорема 1.8 (теорема о дифференцировании оригинала).

Пусть f(t) непрерывна при t ≥ 0, f(t) и f ′(t) являются функциями-
оригиналами и f(t) + F (s). Тогда

f ′(t) + sF (s) − f(0) . (1.10)

Если, кроме того, производная (n− 1)-порядка f (n−1)(t) непрерывна

при t ≥ 0 и f (n)(t) — функция-оригинал, то

f (n)(t) + snF (s) − sn−1f(0) − sn−2f ′(0) − · · · − f (n−1)(0) , (1.11)

где под значениями f (k)(0) понимается правый предел lim
t→0+

f (k)(t).

Следствие 1.1. Если f ′(t) является оригиналом, а F (s) — функ-
ция, аналитическая в бесконечности, то

lim
s→∞

sF (s) = f(0) . (1.12)

Следствие 1.2. Если f ′(t) является оригиналом и существует
предел функции f(t) при t → ∞, то

lim
s→0

sF (s) = lim
t→∞

f(t) = f(∞) . (1.13)

7◦ . Теорема 1.9 (теорема об интегрировании оригинала). Ес-
ли f(t) является функцией-оригиналом и f(t) + F (s), то интеграл
t
∫

0

f(τ)dτ также является оригиналом и

t
∫

0

f(τ)dτ +
F (s)

s
. (1.14)

8◦ . Теорема 1.10 (теорема о дифференцировании изображе-

ния). Если дано соответствие f(t) + F (s), то

−tf(t) + F ′(s) . (1.15)
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1. Обзор операционного исчисления

9◦ . Теорема 1.11 (теорема об интегрировании изображения).

Если f(t) и
f(t)

t
являются функциями-оригиналами и f(t) + F (s),

то

f(t)

t
+

∞
∫

s

F (s)ds . (1.16)

10◦ . Теорема 1.12 (теорема о дифференцировании по парамет-

ру). Если при любом значении x оригиналу f(t, x) соответствует

изображение F (t, x), то

∂f(t, x)

∂x
+

∂F (t, x)

∂x
. (1.17)

Определение 1.5. Пусть функции f(t) и g(t) определены и кусочно-
непрерывны при t ∈ (−∞; +∞). Тогда для каждого значения t существу-

ет интеграл
t
∫

0

f(τ)g(t−τ)dτ . Сверткой функций f(t) и g(t) называется

новая функция переменной t, обозначаемая f ∗ g(t) и определяемая ра-
венством

f ∗ g(t) =

t
∫

0

f(τ)g(t − τ)dτ . (1.18)

Свертка обладает следующими свойствами:

Свойство 1. Справедливо равенство

f ∗ g(t) = g ∗ f(t). (1.19)

Свойство 2. Если f(t) и g(t) — функции-оригиналы с индексами роста

σ1 и σ2 соответственно, то свертка f ∗ g(t) также является функцией-
оригиналом, индекс роста которой не превосходит max(σ1, σ2).

11◦ . Теорема 1.13 (теорема умножения изображений). Если

даны два соответствия f(t) + F (s), g(t) + G(s), то

f ∗ g(t) + F (s)G(s) . (1.20)

12



1.3. Нахождение оригинала по изображению

12◦ . Теорема 1.14 (интеграл Дюамеля). Пусть f(t) и g(t) — функ-

ции-оригиналы, причем производная g′(t) — также функция-ориги-
нал. Тогда справедливо соответствие, называемое интегралом (или
формулой) Дюамеля:

sF (s)G(s) + g(0)f(t) +

t
∫

0

f(τ)g′(t − τ)dτ. (1.21)

1.3 Нахождение оригинала по изображению

Приведем два способа нахождения функции-оригинала f(t), изобра-

жение F (s) которой является дробно-рациональной функцией, у которой
степень числителя строго меньше степени знаменателя. Первый способ со-
стоит в том, что дробь F (s) разлагается в сумму простейших дробей, ис-

пользуя метод неопределенных коэффициентов. После этого изображение
каждого слагаемого легко находится по таблице (см. Приложение B).

Второй способ нахождения оригинала по известному изображению ос-

нован на использовании теории вычетов.

Теорема 1.15 (теорема о разложении). Если изображение F (s)
является дробно-рациональной функцией, то ее оригинал f(t) находится

по формуле

f(t) =
∑

k

res
s=sk

(F (s)est) , (1.22)

т. е. функция f(t) равна сумме вычетов функции F (s)est , вычисленных
во всех полюсах sk функции F (s).

Если изображение F (s) имеет полюсы s1, s2, . . . , sm соответствующей

кратности n1, n2, . . . , nm , тогда

f(t) =

m
∑

k=1

lim
s→sk

[

1

(nk − 1)!

dnk−1

dsnk−1
{(s − sk)

nkF (s)est}
]

. (1.23)

1.4 Задачи

Задачи этого раздела могут быть использованы при проведении семи-
нарских занятий и/или как домашние задания.
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1. Обзор операционного исчисления

Задание 1. Найти изображение функции:

1) sin2 t . 2) e−t sin 2t sin 4t .

3) cos2 ωt . 4)
sin 4t

t
.

5) sin3 t . 6) t2 cos t .

7) sin 2t sin 4t . 8)
sin2 t

t
.

9) sin 2t cos 3t . 10) t2 ch at .

Задание 2. Найти оригинал изображения (сделать проверку, найдя изоб-

ражение полученного оригинала):

1) F (s) =
1

(s2 + 2s + 5)2
. 2) F (s) =

s

(s2 + 16)2
.

3) F (s) =
s2

(s2 + 4)2
. 4) F (s) =

s + 2

s3(s − 1)2
.

Задание 3. По данному графику оригинала найти изображение.

1) 2)

-

6

0 t

f(t)

1

1 2 3
s q s

q s

�
�

�

�
�

�

@
@

@

@
@

@

-

6

0 t

f(t)

1

1 2 3
q

s s

s

q

q

@
@

@

@
@

@

3) 4)

-

6

0 t

f(t)

1

1 2 3
s q

s s

q

q

�
�

�

�
�

�
-

6

0

t

f(t)

−1

1 2
s

s s

q q q

q

@
@

@

@
@

@

5)

-

6

0 t

f(t)

1

1 2 3

s

s s

s

q

@
@

@ �
�

�@
@

@ �
�

�

14



1.4. Задачи

Задание 4. Используя определение обратного преобразования Лапласа,

проверить:

1) F (s) =
1

s
+ 1(t) . 2) F (s) =

1

s2 + 1
+ sin t .

Задание 5. Двумя способами (используя метод неопределенных коэффици-

ентов и с помощью вычетов) найти оригинал дробно-рациональной функ-
ции:

1) F (s) =
3s2 + 3s + 2

(s − 2)(s2 + 4s + 8)
. 2) F (s) =

2s + 1

(s + 1)(s2 + 4s + 5)
.

3) F (s) =
s + 4

(s − 2)(s2 + 2s + 2)
. 4) F (s) =

2

s2(s + 1)
.

5) F (s) =
s + 10

s3 − 6s2 + 10s
. 6) F (s) =

2s + 1

(s + 2)(s − 1)2
.

7) F (s) =
2s + 3

(s − 1)(s2 + 4)
. 8) F (s) =

s2 + 6

(s2 + 4)(s2 − 3s + 2)
.

Задание 6. Найти изображение функции f(t) =

{

| sin t|, t ≥ 0 ,

0, t < 0 .

Задание 7. Найти изображение периодической функции.

-

6

0 t

f(t)

1

−1

π 2π 3π
s s s

s

q p p p
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2

Линейные динамические системы

2.1 Характеристики динамических систем

Рассмотрим инвариантную во времени линейную динамическую систе-
му с одним входом и одним выходом, поведение которой описывается ли-

нейным дифференциальным уравнением:

dnz(t)

dtn
+ an−1

dn−1z(t)

dtn−1
+ · · · + a0z(t) = cm

dmu(t)

dtm
+ · · · + c0u(t) . (2.1)

Предположим, m < n (условие физической реализуемости системы).
Уравнению (2.1) (при нулевых начальных условиях) соответствует пере-
даточная функция

G(s) =
cmsm + cm−1s

m−1 + · · · + c0

sn + an−1sn−1 + · · · + a1s + a0
, (2.2)

что следует из применения теорем разд. 1.2.

2.2 Модели в пространстве состояний

Рассмотрим систему (2.1) и передаточную функцию (2.2). Пусть x(t) —

некоторый вектор из R
n . Вектором состояния x(t) динамической систе-

мы называется набор переменных, задание которых в некоторый началь-

ный момент времени определяет все будущее поведение системы. Пред-
ставление системы в пространстве состояний называется моделью си-
стемы и задается в следующем виде:

{

ẋ(t) = Fx(t) + bu(t),
z(t) = hTx(t),

(2.3)



2.2. Модели в пространстве состояний

где x(t) ∈ R
n — вектор состояния системы, u(t) — скалярное входное

воздействие, z(t) — наблюдаемый скалярный выходной сигнал, F — си-
стемная матрица размера (n × n), b — (n × 1)-вектор передачи входного
воздействия, h — (n × 1)-вектор наблюдений.

Применив преобразование Лапласа к системе (2.3) при нулевых началь-
ных условиях, запишем формулу для передаточной функции системы:

G(s) = hT (Is − F )−1b. (2.4)

Замечание 2.1. Для линейной динамической системы с многомерным

входом u(t) ∈ R
s и многомерным выходом z(t) ∈ R

m передаточная функ-
ция системы определяется по формуле:

G(s) = H(Is − F )−1B, (2.5)

где B — матрица передачи входного воздействия размера (n × s), H —
матрица наблюдений размера (m × n).

Представление в пространстве состояний не является единственным.

При переходе в другой базис можно получить другое представление систе-
мы в пространстве состояний, т. е. другую модель системы. Пусть данной

модели соответствует вектор состояния x∗(t) ∈ R
n и существует невырож-

денное преобразование из базиса модели системы с вектором состояния

x∗(t) в базис системы (2.3) с вектором состояния x(t), т. е. x(t) = Tx∗(t).
Тогда уравнения модели системы задаются в виде:

{

ẋ∗(t) = F∗x∗(t) + b∗u(t),
z(t) = (h∗)Tx∗(t),

(2.6)

где формулы перехода из базиса модели (2.3) в базис модели (2.6) выгля-

дят следующим образом:

1) F∗ = T−1FT,

2) b∗ = T−1b,

3) h∗ = hT.

(2.7)

Далее рассмотрим некоторые модели системы, заданной уравнением
(2.1).
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2. Линейные динамические системы

Стандартная управляемая модель

Определение 2.1. Стандартной управляемой моделью называет-
ся модель в пространстве состояний следующего вида:

d

dt















x1

x2
...

xn−1

xn















=















0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1
−a0 −a1 −a2 · · · −an−1





























x1

x2
...

xn−1

xn















+















0

0
...

0
1















u(t),

(2.8)

z(t) =
[

c0 c1 · · · cm 0 · · · 0
]

x(t), (2.9)

где m < n, (2.8) — уравнение состояния, (2.9) — уравнение наблюдения,
c0, c1, · · · , cm и a0, a1, . . . , an−1 — коэффициенты числителя и знаме-

нателя передаточной функции (2.2).

Теорема 2.1. Стандартная управляемая модель с необходимостью и
достаточностью обладает передаточной функцией (2.2).

Стандартная наблюдаемая модель

Определение 2.2. Стандартной наблюдаемой моделью называет-
ся модель в пространстве состояний следующего вида:

d

dt















x1

x2
...

xn−1

xn















=















0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1
−a0 −a1 −a2 · · · −an−1





























x1

x2
...

xn−1

xn















+















b1

b2
...

bn−1

bn















u(t),

(2.10)

z(t) =
[

1 0 · · · 0 0
]

x(t), (2.11)

где m < n, (2.10) — уравнение состояния, (2.11) — уравнение наблюдения,
a0, a1, . . . , an−1 — коэффициенты знаменателя передаточной функции
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2.2. Модели в пространстве состояний

(2.2), а коэффициенты b1, b2, . . . , bn находятся как решение системы


















0
...
0

cm
...
c0



















=



















1 0 0 · · · 0 0

an−1 1 0 · · · 0 0
an−2 an−1 1 · · · 0 0

...
...

... . . . ...
...

a2 a3 · · · an−1 1 0
a1 a2 · · · an−2 an−1 1





































b1

b2
...
...

bn−1

bn



















. (2.12)

Теорема 2.2. Стандартная наблюдаемая модель с необходимостью и
достаточностью обладает передаточной функцией (2.2).

Каноническая модель

Определение 2.3. Каноническая модель определяется через соб-
ственные значения системной матрицы F , которые являются корнями ха-
рактеристического уравнения

det |F − λI| = 0. (2.13)

В зависимости от вида корней характеристического уравнения рассмотрим

случаи:
Случай 1. Все корни λ1, . . . , λn характеристического уравнения (2.13)

— простые. Каноническая модель имеет следующий вид:

d

dt











x1

x2
...

xn











=











λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · λn





















x1

x2
...

xn











+











1
1
...

1











u(t), (2.14)

z(t) =
[

r1 r2 · · · rn

]

x(t), (2.15)

где коэффициенты r1, . . . , rn суть вычеты передаточной функции G(s),

т. е.
ri = res

s=λi

(G(s)) = lim
s→λi

[(s − λi)G(s)], i = 1, . . . , n.

Случай 2. Среди корней уравнения (2.13) есть пара комплексно-
сопряженных корней, например, λ1 = σ + iω , λ2 = σ − iω . Рассмотрим

подсистему:
d

dt

[

x1

x2

]

=

[

λ1 0
0 λ2

] [

x1

x2

]

+

[

1
1

]

u(t), (2.16)
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2. Линейные динамические системы

z(t) =
[

r1 r2

]

x(t). (2.17)

Тогда каноническая модель в вещественном базисе для системы (2.16),

(2.17) будет иметь вид:

d

dt

[

x∗
1

x∗
2

]

=

[

σ −ω

ω σ

] [

x∗
1

x∗
2

]

+

[

2
0

]

u(t), (2.18)

z(t) =
[

r1 + r2

2

r1 − r2

2
i

]

x∗(t), (2.19)

где x(t) = Tx∗(t), T — невырожденная матрица перехода из базиса модели
(2.18), (2.19) в базис модели (2.16), (2.17), здесь

T =







1

2

i

2
1

2
− i

2






.

Случай 3. Среди корней уравнения (2.13) есть корень кратности k ,

т. е. λ1 = λ2 = · · · = λk = λ, 1 < k ≤ n. Так как группе кратных
корней соответствует жорданова клетка, каноническая модель будет иметь

следующий вид (для k = 3):

d

dt



















x1

x2

x3

x4
...

xn



















=



















λ 1 0 0 · · · 0
0 λ 1 0 · · · 0

0 0 λ 0 · · · 0

0 0 0 λ4 · · · 0
...

...
...

... . . . ...

0 0 0 0 · · · λn





































x1

x2

x3

x4
...

xn



















+



















0
0

1

1
...

1



















u(t), (2.20)

z(t) =
[

c1 c2 c3 | c4 . . . cn

]

x(t). (2.21)

Таким образом, если каноническая модель содержит кратные полюсы,
то ее можно расщепить на независимые распадающиеся части с кратными

и простыми полюсами. Часть с кратными полюсами описывается жорда-
новой клеткой и таким же столбцом (частью вектора управления), как и

в стандартной управляемой модели. Неизвестные c1, c2, c3, c4, . . . , cn могут
быть найдены методом неопределенных коэффициентов из уравнения

G(s) =
c1

(s − λ)3
+

c2

(s − λ)2
+

c3

s − λ
+

c4

s − λ4
+ . . . +

cn

s − λn
.
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2.3. Общее решение линейного дифференциального уравнения состояния

В общем случае эти неизвестные величины могут быть найдены из следу-

ющего уравнения:

G(s) =
c1

(s − λ)k
+

c2

(s − λ)k−1
+· · ·+ ck−1

(s − λ)2
+

ck

s − λ
+

ck+1

s − λk+1
+· · ·+ cn

s − λn
.

2.3 Общее решение линейного дифференциального

уравнения состояния

Линейные непрерывные системы

Пусть линейная динамическая система в непрерывном времени задана
уравнениями:

ẋ(t) = F (t)x(t) + B(t)u(t), x(t0) = x0, (2.22)

z(t) = H(t)x(t), (2.23)

где уравнение (2.22) — линейное дифференциальное уравнение состояния

системы с начальным условием x(t0) = x0 , уравнение (2.23) — уравнение
наблюдения системы.

Определение 2.4. Пусть X(t) — фундаментальная матрица решений
однородного уравнения при произвольных начальных условиях. Тогда

матрица Φ(t, τ) = X(t)X−1(t) называется переходной матрицей со-
стояния линейной динамической системы.

Перечислим свойства матрицы Φ(t, τ):

1) Φ(t, τ)|t=τ = I .

2)
∂Φ(t, τ)

∂t
= F (t)Φ(t, τ).

3)
∂Φ(t, τ)

∂τ
= −Φ(t, τ)F (τ).

4) Полугрупповое свойство:
∀t1, t2, t3 ∈ [t0,∞] Φ(t3, t1) = Φ(t3, t2)Φ(t2, t1).

5) det Φ(t, τ) 6= 0, Φ−1(t, τ) = Φ(τ, t).
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2. Линейные динамические системы

Теорема 2.3. Общее решение дифференциального уравнения состоя-

ния (2.22) имеет вид:

x(t) = Φ(t, t0)x0 +

t
∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)u(τ)dτ,

где Φ(t, t0)x0 — решение однородной системы при ненулевых начальных

условиях (собственное движение системы),
t
∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)u(τ)dτ — вынуж-

денное движение системы.

Линейные инвариантные во времени непрерывные системы

Пусть линейная инвариантная во времени динамическая система зада-

на уравнениями:

ẋ(t) = Fx(t) + Bu(t), x(t0) = x0, (2.24)

z(t) = Hx(t), (2.25)

где уравнение (2.24) — линейное дифференциальное уравнение состояния
системы с начальным условием x(t0) = x0 , уравнение (2.25) — уравнение

наблюдения системы, F, B, H — матрицы-константы.

Тогда переходная матрица состояния Φ(t, τ) = Φ(t− τ) = eF (t−τ) пред-
ставляет собой матричную экспоненту и может быть найдена через пре-

образование Лапласа как

Φ(t) + Φ(s) = (Is − F )−1.

Линейные дискретные системы

Уравнения дискретной линейной динамической системы имеют следу-

ющий вид:

x(ti) = Φ(ti, ti−1)x(ti−1) + B(ti−1)u(ti−1), x(t0) = x0, (2.26)

z(ti) = H(ti)x(ti), i = 1, 2, . . . , (2.27)

где уравнение (2.26) — линейное разностное уравнение состояния системы
с начальным условием x(t0) = x0 , уравнение (2.27) — дискретное урав-
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нение наблюдения системы, B(ti−1) =
t
∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)dτ — матрица управ-

ления дискретной системы, u(ti−1) — кусочно-постоянное приближение

функции u(t).

Линейные инвариантные во времени дискретные системы

Уравнения инвариантной во времени дискретной системы имеют сле-
дующий вид:

x(ti) = Φ(td)x(ti−1) + Bu(ti−1), x(t0) = x0, (2.28)

z(ti) = Hx(ti), i = 1, 2, . . . , (2.29)

где уравнение (2.28) — линейное разностное уравнение состояния системы

с начальным условием x(t0) = x0 , уравнение (2.29) — дискретное урав-
нение наблюдения системы, td — период дискретизации, Φ(td), B, H —
матрицы-константы.

2.4 Управляемость линейной динамической системы

Определение 2.5. Система называется управляемой, если для про-
извольного момента времени t0 и начального состояния x(t0) = x0 най-
дется такое кусочно-непрерывное управление u(t) и момент t1 > t0 , что

единственное решение x(t) при данных начальных условиях x(t0) = x0

пройдет через заданную точку x(t1) = x1 .

Определение 2.6. Система называется полностью управляемой, ес-
ли она управляема в любые моменты времени и при любых начальных
условиях.

Критерий управляемости для линейных непрерывных систем

Рассмотрим линейную непрерывную систему (2.22), (2.23).

Определение 2.7. Матрицей управляемости линейной непрерыв-
ной системы называется матрица WC(t0, t1) следующего вида:

WC(t0, t1) =

t1
∫

t0

Φ(t0, τ)B(τ)BT (τ)ΦT (t0, τ)dτ.

23



2. Линейные динамические системы

Теорема 2.4 (критерий полной управляемости). Чтобы линей-

ная непрерывная система была полностью управляемой, необходимо и до-
статочно выполнение любого из следующих пяти эквивалентных условий:

1) Образом WC(t0, t1) является все пространство R
n .

2) WC(t0, t1) — невырождена.

3) WC(t0, t1) > 0 (положительно определена).

4) rank WC(t0, t1) = n.

5) det WC(t0, t1) 6= 0.

Критерий управляемости для линейных непрерывных и инвариантных во

времени систем

Рассмотрим линейную инвариантную во времени непрерывную систему
(2.24), (2.25).

Определение 2.8. Матрицей управляемости линейной инвариант-

ной во времени непрерывной системы называется матрица WCTI следую-
щего вида:

WCTI = [B
∣

∣ FB
∣

∣ F 2B
∣

∣ · · ·
∣

∣ F n−1B] .

Теорема 2.5 (критерий полной управляемости). Чтобы ли-
нейная инвариантная во времени непрерывная система была полностью

управляемой, необходимо и достаточно выполнение условия rank WCTI =
= n.

Критерий управляемости для линейных дискретных систем

Рассмотрим линейную дискретную систему (2.26), (2.27).

Определение 2.9. Матрицей управляемости линейной дискретной

системы называется матрица WD(0, N) следующего вида:

WD(0, N) =

N
∑

i=1

Φ(0, i)B(i− 1)BT (i − 1)ΦT(0, i).
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Теорема 2.6 (критерий полной управляемости). Чтобы линей-

ная дискретная система была полностью управляемой, необходимо и до-
статочно выполнение любого из следующих пяти эквивалентных условий:

1) Образом WD(0, N) является все пространство R
n .

2) WD(0, N) — невырождена.

3) WD(0, N) > 0 (положительно определена).

4) rank WD(0, N)) = n.

5) det WD(0, N) 6= 0.

Критерий управляемости для линейных дискретных и инвариантных во

времени систем

Рассмотрим линейную инвариантную во времени дискретную систему

(2.28), (2.29).

Определение 2.10. Матрицей управляемости линейной инвариант-

ной во времени дискретной системы называется матрица WDTI следующе-
го вида:

WDTI = [B
∣

∣ ΦB
∣

∣ Φ2B
∣

∣ · · ·
∣

∣ Φn−1B].

Теорема 2.7 (критерий полной управляемости). Чтобы линей-
ная инвариантная во времени дискретная система была полностью управ-

ляемой, необходимо и достаточно выполнение условия rank WDTI = n.

2.5 Наблюдаемость линейной динамической системы

Определение 2.11. Система называется наблюдаемой в момент вре-
мени t0 , если для некоторого момента времени t1 > t0 по реализациям

u(t) и z(t) можно определить состояние x(t0) = x0 .

Определение 2.12. Система называется полностью наблюдаемой,
если она наблюдаема в любой момент времени.
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Критерий наблюдаемости для линейных непрерывных систем

Рассмотрим линейную непрерывную систему (2.22), (2.23).

Определение 2.13. Матрицей наблюдаемости линейной непрерыв-
ной системы называется матрица MC(t0, t1) следующего вида:

MC(t0, t1) =

t1
∫

t0

ΦT (τ, t0)H
T (τ)H(τ)Φ(τ, t0)dτ.

Теорема 2.8 (критерий полной наблюдаемости). Чтобы ли-

нейная непрерывная система была полностью наблюдаемой, необходимо и
достаточно выполнение любого из следующих пяти эквивалентных усло-

вий:

1) Образом MC(t0, t1) является все пространство R
n .

2) MC(t0, t1) — невырождена.

3) MC(t0, t1) > 0 (положительно определена).

4) rank MC(t0, t1) = n.

5) det MC(t0, t1) 6= 0.

Критерий наблюдаемости для линейных непрерывных инвариантных во

времени систем

Рассмотрим линейную инвариантную во времени непрерывную систему
(2.24), (2.25).

Определение 2.14. Матрицей наблюдаемости линейной инвари-
антной во времени непрерывной системы называется матрица MCTI сле-
дующего вида:

MCTI = [HT
∣

∣ F THT
∣

∣ (F 2)THT
∣

∣ · · ·
∣

∣ (F n−1)THT ]T .

Теорема 2.9 (критерий полной наблюдаемости). Чтобы линей-

ная инвариантная во времени непрерывная система была полностью на-
блюдаемой, необходимо и достаточно выполнение условия rank MCTI = n.
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Критерий наблюдаемости для линейных дискретных систем

Рассмотрим линейную дискретную систему (2.26), (2.27).

Определение 2.15. Матрицей наблюдаемости линейной дискрет-
ной системы называется матрица MD(0, N) следующего вида:

MD(0, N) =
N

∑

i=1

ΦT (i, 0)HT (i)H(i)Φ(i, 0).

Теорема 2.10 (критерий полной наблюдаемости). Чтобы ли-

нейная дискретная система была полностью наблюдаемой, необходимо и
достаточно выполнение любого из следующих пяти эквивалентных усло-

вий:

1) Образом MD(0, N) является все пространство R
n .

2) MD(0, N) — невырождена.

3) MD(0, N) > 0 (положительно определена).

4) rank MD(0, N)) = n.

5) det MD(0, N) 6= 0.

Критерий наблюдаемости для линейных дискретных и инвариантных во

времени систем

Рассмотрим линейную инвариантную во времени дискретную систему
(2.28), (2.29).

Определение 2.16. Матрицей наблюдаемости линейной инвари-

антной во времени дискретной системы называется матрица MDTI сле-
дующего вида:

MDTI = [HT
∣

∣ ΦTHT
∣

∣ (Φ2)THT
∣

∣ · · ·
∣

∣ (Φn−1)THT ]T .

Теорема 2.11 (критерий полной наблюдаемости). Чтобы ли-

нейная инвариантная во времени дискретная система была полностью на-
блюдаемой, необходимо и достаточно выполнение условия rank MDTI = n.
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2.6 Линеаризация нелинейных систем

Рассмотрим нелинейную динамическую систему, поведение которой
можно описать системой уравнений:

{

ẋ(t) = f [x(t), u(t), t], x(t) ∈ R
n,

z(t) = h[x(t), u(t), t], z(t) ∈ R
m,

(2.30)

где x(t) — вектор состояния системы, u(t) — вектор управления, f [·, ·, ·]
— вектор-функция, определяющая уравнение состояния системы, и h[·, ·, ·]
— вектор-функция, определяющая уравнение наблюдения системы.

Теорема 2.12 (существование и единственность решения не-

линейного дифференциального уравнения). Пусть нелинейное диф-
ференциальное уравнение задано в виде

ẋ(t) = f [x(t), u(t), t], x(t0) = x0, x(t) ∈ R
n, (2.31)

где x(t0) = x0 — начальное условие, u(t) ∈ R
p — детерминированная

функция времени, а вектор-функция f [·, ·, ·] обладает следующими свой-

ствами:

1) f удовлетворяет условию Липшица по первому аргументу, т. е. для

любых x1(t) и x2(t) найдется такая кусочно-непрерывная функция
K(t), t ∈ [t0,∞), что

||f [x1(t), ·, ·] − f [x2(t), ·, ·]|| < K(t)||x1(t) − x2(t)||.

2) f непрерывна по второму аргументу и кусочно-непрерывна по тре-
тьему аргументу.

Тогда для любого x(t0) = x0 и любой кусочно-непрерывной функции u(t),

t ∈ [t0,∞), найдется непрерывное отображение ϕ(t), t ∈ [t0,∞) такое, что:

1) ϕ(t0) = x0 ,

2)
dϕ(t)

dt
= f [ϕ(t), u(t), t], t ∈ [t0,∞).

Проведем линеаризацию нелинейного дифференциального уравнения
(2.31) относительно некоторого известного решения. Пусть решение x∗(t)
для некоторой функции u∗(t) известно. Такое решение называется номи-
нальным. Предположим, что от него совершены малые отклонения:
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1) x∗(t0) → x∗(t0) + ∆x∗(t0) = x0 ,

2) u∗(t) → u∗(t) + ∆u∗(t) = u(t),

3) x∗(t) → x∗(t) + ∆x∗(t) = x(t).

Разложим f в ряд Тейлора относительно двух переменных x∗ и u∗ :

ẋ(t) = f [x(t), u(t), t] = f [x∗(t), u∗(t), t] +
∂f [·, ·, ·]
∂x(t)

∣

∣

∣

∣x(t)=x∗(t)
u(t)=u∗(t)

[x(t)− x∗(t)]+

+
∂f [·, ·, ·]
∂u(t)

∣

∣

∣

∣x(t)=x∗(t)
u(t)=u∗(t)

[u(t) − u∗(t)] + . . . .

Тогда уравнение возмущенного движения (линейное относительно откло-
нений ∆x∗(t) = x(t)− x∗(t) и ∆u∗(t) = u(t)− u∗(t) выглядит следующим

образом:
d

dt
[∆x∗(t)] ≈ F (t)∆x∗(t) + B(t)∆u∗(t),

где

F (t) =
∂f [·, ·, ·]
∂x(t)

∣

∣

∣

∣x(t)=x∗(t)
u(t)=u∗(t)

=











∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . .

∂f1

∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . .

∂fn

∂xn











,

B(t) =
∂f [·, ·, ·]
∂u(t)

∣

∣

∣

∣x(t)=x∗(t)
u(t)=u∗(t)

=











∂f1

∂u1

∂f1

∂u2
. . .

∂f1

∂un

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fn

∂u1

∂fn

∂u2
. . .

∂fn

∂un











,

F (t) — матрица размера (n × n) и B(t) — матрица размера (n × p).

2.7 Задачи

Ниже приведен ряд практических заданий по линейным динамическим
системам, которые рекомендуются для семинарских занятий и/или в ка-
честве домашних работ.

Задание 1. Дана передаточная функция G(s) =
s3 + 3s2 + 5s + 8

s4 + 7s3 + 14s2 + 8s
. Тре-

буется:
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2. Линейные динамические системы

а) Построить стандартную управляемую модель (СУМ). Начертить

блок-схему модели.

б) Построить стандартную наблюдаемую модель (СНМ). Начертить
блок-схему модели.

в) Построить каноническую модель (КМ). Начертить блок-схему моде-
ли.

г) Выяснить наличие свойств управляемости и наблюдаемости моделей.

д) Объяснить, что означает вырожденность (с физической точки зре-

ния) матрицы F в системе дифференциальных уравнений, соответ-
ствующей передаточной функции G(s).

Задание 2. Дана передаточная функция G(s) =
10(s + 4)

s3 + 3s2 + 2s
. Требуется:

а) Построить СУМ. Начертить блок-схему модели.

б) Построить СНМ. Начертить блок-схему модели.

в) Построить КМ. Начертить блок-схему модели.

г) Выяснить наличие свойств управляемости и наблюдаемости моделей.

Задание 3. Дана передаточная функция G(s) =
1

(s + 1)(s2 + 6s + 25)
.

Требуется:

а) Построить КМ в комплексном базисе. Начертить блок-схему модели.

б) Найти матрицу преобразования T из КМ в комплексном базисе в КМ

в вещественном базисе. Начертить блок-схему КМ в вещественном
базисе.

в) Построить СУМ. Начертить блок-схему модели.

г) Найти матрицу преобразования T1 из СУМ в КМ в вещественном
базисе.
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Задание 4. Дана блок-схема:

-
⊗

−1

-
⊗

−1

- - - -K

s + 6

1

s + 6

u(t) x2(t) x1(t) = z
q q

�3

66

Требуется:

а) Записать уравнения физической модели в пространстве состояний
X = (x1, x2)

T .

б) Найти передаточную функцию G(s).

в) Изучить влияние параметра K на фундаментальные свойства систе-
мы:

— управляемость;

— наблюдаемость;

— устойчивость.

г) Построить КМ и начертить блок-схему (рассмотреть все случаи в за-
висимости от параметра K ).

Задание 5. Дано описание системы в пространстве состояний:

dx(t)

dt
=





0 1 0

0 0 1
−6 −11 −6



 x(t) +





1 0

1 0
0 1



 u(t) ,

z(t) =
[

1 0 1
]

x(t) .

Требуется:

а) Начертить блок-схему.

б) Выяснить наличие свойств управляемости и наблюдаемости.
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в) Найти передаточную функцию G(s). Какую часть системы (наблюда-

емую, управляемую) описывает эта передаточная функция? Полное
или частичное описание дает G(s)?

г) Учитывая, что s1 = −1, начертить картину размещения всех полюсов
и нулей передаточной функции. Является ли система неминимально-

фазовой и устойчивой?

д) Построить КМ по G(s).

е) Найти матрицу преобразования T из базиса физической модели в
базис КМ.

ж) Найти импульсную переходную характеристику (ИПХ), т. е. отклик
z(t) на импульсное входное воздействие u(t) = δ(t).

з) Найти переходную характеристику (ПХ), т. е. отклик z(t) на входное
воздействие u(t) = 1(t).

Задание 6. Для каждой из систем

1)

dx(t)

dt
=





0 1 0

0 0 1
−2 −5 −4



 x(t) +





1 0

1 0
0 1



u(t), z(t) =
[

1 1 0
]

x(t);

2)

dx(t)

dt
=

[

−3 0

0 −5

]

x(t) +

[

0 0

1 1

]

u(t), z(t) =

[

1 0

1 0

]

x(t);

3)

dx(t)

dt
=

[

−3 0

0 −5

]

x(t) +

[

1 0

1 0

]

u(t), z(t) =

[

0 0

1 1

]

x(t)

выполнить следующие пункты задания:

а) Выяснить наличие или отсутствие свойств управляемости и наблю-
даемости и дать необходимые пояснения.
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б) Начертить блок-схему.

в) Найти передаточную функцию G(s).

Задание 7. Дана система:

dx(t)

dt
=





0 1 0
0 0 1

−a1 −a2 −a3



 x(t) +





0
0

1



 u(t) ,

z(t) =
[

c1 c2 c3

]

x(t) .

Требуется:

а) Найти переходную матрицу состояния Φ(τ).

б) Найти передаточную функцию системы G(s).

в) Записать дифференциальные уравнения, соответствующие G(s).

г) Найти предельное значение z(t) как отклик системы на входное воз-

действие 1) u(t) = δ(t), 2) u(t) = 1(t). Определить условия, при
которых lim

t→∞
z(t) существует.

д) Показать, что если c1 = 1, c2 = c3 = 0, то система является полно-
стью управляемой и полностью наблюдаемой при любых параметрах
a1 , a2 и a3 .

Задание 8. Дана система:

dx(t)

dt
=

[

0 ω

−ω 0

]

x(t) +

[

0
1

]

u(t) .

Требуется:

а) Найти матрицу управляемости системы WC(0, T ). Является ли систе-
ма полностью управляемой?

б) Найти WCTI . Сравнить результат с п. а).
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2. Линейные динамические системы

Задание 9. Пусть ẋ = Fx, где F — постоянная матрица размера 2 ×

× 2. Предположим, что если x(0) =

[

1

−3

]

, то x(t) =

[

e−3t

−3e−3t

]

, и если

x(0) =

[

1
1

]

, то x(t) =

[

et

et

]

. Найти Φ(τ) и F .

Задание 10. Пусть F = const. Тогда переходная матрица состояния
Φ(t, t0) = Φ(t − t0) может быть получена любым из следующих способов:

а) Приближенно с помощью матричной экспоненты:

eF (t−t0) = I + F (t − t0) +
1

2
F 2(t − t0)

2 + . . . .

б) Методом преобразования Лапласа: поскольку Φ(t−t0) удовлетворяет

матричному уравнению

Φ′(t − t0) = FΦ(t − t0), Φ(0) = I,

то
Φ(t − t0) = L−1{[sI − F ]−1}|(t−t0),

где L−1{·}|(t−t0) — обратное преобразование Лапласа в точке (t− t0).

в) По теореме Гамильтона–Кэли (для F с различными собственными
числами)

Φ(t − t0) = α0I + α1F + α2F
2 + · · · + αn−1F

n−1,

где α0, . . . , αn−1 — n функций от (t − t0), которые удовлетворяют

системе уравнений

eλi(t−t0) = α0 + α1λi + α2λ
2
i + · · · + αn−1λ

n−1
i ,

где λi, i = 1, . . . , n — собственные числа матрицы F .

г) По теореме Сильвестра (для F с различными собственными числами)

Φ(t − t0) = F1e
λ1(t−t0) + F2e

λ2(t−t0) + · · · + Fne
λn(t−t0),

где λi — i-ое собственное число матрицы F , а Fi определяются как

Fi =

[

F − λ1I

λi − λ1

]

· · ·
[

F − λi−1I

λi − λi−1

]

·
[

F − λi+1I

λi − λi+1

]

· · ·
[

F − λnI

λi − λn

]

.
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2.7. Задачи

Используя все четыре метода, найдите Φ(t − t0), если F =

[

0 6

−1 −5

]

.

Пусть (t− t0) = 0.1 c. Рассмотрев в методе а) слагаемые не выше первого

порядка, найдите относительную погрешность вычисления

∆Φ =
‖Φ̄ − Φ‖
‖Φ‖ · 100 % ,

где Φ̄ — вычисленное значение, Φ — точное значение.

Найдите ∆Φ, учитывая в вычислениях слагаемые не выше второго по-
рядка.

Задание 11. Дана система, поведение которой описывается нелинейным
дифференциальным уравнением:

c̈(t) + c3(t)ċ2(t) + sin[c(t)] − t2c(t) = r(t),

где r(t) — входное воздействие, c(t) — выходной сигнал. Требуется:

а) Найти линеаризованное уравнение, описывающее поведение системы
вблизи номинальной траектории:

1) c(t) = r(t) = 0;
2) c(t) = t, r(t) = sin t.

б) Записать линеаризованные уравнения в пространстве состояний в

непрерывном и дискретном времени, когда измерения происходят с
периодом T .
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3

Самостоятельная работа

3.1 Контрольная работа № 1

Варианты контрольной работы индивидуальны и определяются в зави-
симости от параметра N , где N — номер студента по списку группы.

Дано описание системы в пространстве состояний:

dx(t)

dt
=





0 1 0

0 0 1
−N −(2N + 1) −(N + 2)



 x(t) +





0 0

1 0
0 1



u(t) ,

z(t) =
[

1 1 0
]

x(t) .

Требуется в соответствии со своим вариантом в срок за 1 месяц
до начала зачетной недели сдать на проверку (для допуска к экзамену)

письменную работу с решением следующих задач:

1. Построить эквивалентную модель в пространстве состояний, в кото-

рой отделены переменные, образующие часть 1, — полностью управ-
ляемую и наблюдаемую.

Для этого необходимо сделать следующее:

(a) Найти передаточную функцию системы G(s).

(b) Построить каноническую модель системы (в зависимости от N ):

если N — нечетно, каноническая модель строится по первому
входу системы, иначе — по второму.

2. Определить, к какой категории — с точки зрения свойств управляе-

мости и наблюдаемости — относится другая часть переменных состо-
яния.



3.2. Контрольная работа № 2

3. Проиллюстрировать решение по пп. 1 и 2 блок-схемой или графом

модели.

3.2 Контрольная работа № 2

Дана линейная динамическая система, состоящая из двух последова-

тельно соединенных элементов. Элементы характеризуются их передаточ-
ными функциями G1(s) и G2(s):

G1(s) =
s + a

(s + b)(s + c)
, G2(s) =

1

s + a
.

Для описания системы используются следующие физические переменные:
входной управляющий сигнал u(t), промежуточный сигнал y(t) между
элементами и выходной сигнал z(t). Имеются следующие схемы соедине-

ния элементов системы:

Схема 1: входной элемент – блок G1 , выходной элемент – блок G2 .

Схема 2: входной элемент – блок G2 , выходной элемент – блок G1 .

Схема 3: входной элемент – блок G2 , выходной элемент – параллельное
соединение двух блоков, являющихся элементами разложения на простые

дроби функции G1 .

Схема 4: входной элемент — параллельное соединение двух блоков, яв-
ляющихся элементами разложения на простые дроби функции G1 , выход-

ной элемент — блок G2 .

Задания для контрольной работы индивидуальны и определяются сле-
дующим образом. Каждое задание определяется тройкой (N, M, K), где

N — номер студента по списку группы; M — номер схемы соединения
блоков, K — номер варианта построения физической модели системы (по

поводу этих вариантов см. ниже).

Для каждого задания:

1. Если N кратно 4, тогда M = 4; иначе M = N mod 4;

2. Если N кратно 3, тогда K = 3; иначе K = N mod 3.

Требуется в соответствии со своим вариантом в срок за 12 дней

до начала зачетной недели сдать на проверку (для допуска к экзамену)
письменную работу с решением следующих задач:
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3. Самостоятельная работа

1. Построить модель состояния и модель наблюдения, использующую

физические переменные системы (так называемую физическую мо-
дель (ФМ)). Допускаются следующие варианты построения физиче-
ской модели:

Вариант 1: На основе стандартной управляемой модели (СУМ).

Вариант 2: На основе стандартной наблюдаемой модели (СНМ).

Вариант 3: На основе канонической модели (КМ).

2. Определить z(t) как общее решение соответствующего дифференци-
ального уравнения.

3. Определить, обладает ли физическая модель свойствами полной
управляемости и полной наблюдаемости. При каких условиях эти

свойства, а также свойство устойчивости, могут быть утрачены?

4. Построить три математические модели, отвечающие данной системе:

• стандартную управляемую модель,

• стандартную наблюдаемую модель,

• каноническую модель.

Для каждой модели проанализировать свойства полной управляемо-

сти и полной наблюдаемости.

5. Построить эквивалентную данной системе модель в пространстве со-
стояний, в которой часть, которая полностью управляема и полно-

стью наблюдаема, отделена от остальной части системы.

6. По результатам проделанной работы сформулировать выводы, кото-

рые следует признать общезначимыми для задач построения матема-
тических моделей реальных динамических систем.

7. Дать развернутые ответы (письменно!) на следующие контрольные
вопросы:

(a) Каким образом свойства управляемости, наблюдаемости и устой-

чивости системы проявляются в z(t)?

(b) Как найти, пользуясь общим решением z(t), передаточную функ-
цию системы?
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3.2. Контрольная работа № 2

(c) Можно ли построить каноническую модель для не полностью

управляемой системы?

(d) Какой смысл заключен в терминах «стандартная управляемая»
и «стандартная наблюдаемая» модель?

(e) Какие условия эксперимента нужно предположить, чтобы наблю-
дения входа u(t) и выхода z(t) системы с известной передаточной

функцией не давали возможности обнаружения вырожденности
системы, то есть наличия в системе свойств неполной управляе-

мости или неполной наблюдаемости?
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4

Примеры решения задач

4.1 Операционное исчисление

Пример 1. По данному графику оригинала найти изображение.

-

6

0 t

f(t)

1

1 2 3
s q

s s

sq

q

�
�

�

�
�

� @
@

@

@
@

@

Решение. 1. Найдем изображения более простых оригиналов, из которых
затем составим оригинал f(t). Обозначим

f1(t) =

{

t, 0 ≤ t ≤ 1
0, t > 1

, f2(t) =

{

1, 0 ≤ t ≤ 1
0, t > 1

.

Изображение функции f2(t) найдем непосредственно по форму-
ле (1.4), определяющей преобразование Лапласа. Если F1(s) + f1(s) и

F2(s) + f2(s), то

F2(s) =

1
∫

0

e−stdt = −1

s
e−st

∣

∣

∣

∣

1

0

=
1

s
− 1

s
e−s .

Изображение F1(s) тоже можно найти по формуле (1.4), интегрируя
по частям. Но можно поступить иначе. Для этого стоит заметить, что



4.1. Операционное исчисление

f1(t) = tf2(t), и затем воспользоваться теоремой о дифференцировании

изображения (формула (1.15)), согласно которой

f1(t) = tf2(t) + −F2
′(s) = −

(

1

s
(1 − e−s)

)′
=

1

s2
− 1

s2
e−s − 1

s
e−s.

Итак,

F1(s) =
1

s2
− 1

s2
e−s − 1

s
e−s .

2. Выразим заданный оригинал f(t) через f1(t) и f2(t). Очевидно, что

f(t) = f1(t) при 0 ≤ t ≤ 1. На отрезке [1; 2] f(t) совпадает с f2(t), сдви-
нутой на 1 вправо, т.е. f(t) = f2(t−1), 1 ≤ t ≤ 2. При 2 ≤ t ≤ 3 функцию
f(t) можно получить, если сдвинуть f1(t) на 2 единицы вправо, отразить

симметрично относительно оси t (т. е. умножить на −1) и поднять на 1
вверх. Таким образом, f(t) = −f1(t − 2) + f2(t − 2), 2 ≤ t ≤ 3. Итак,

f(t) = f1(t) + f2(t − 1) − f1(t − 2) + f2(t − 2), t ≥ 0.

Пользуясь линейностью преобразования Лапласа и теоремой запаздыва-

ния (формула (1.8)), получаем

f(t) + F (s) = F1(s) + e−sF2(s) − e−2sF1(s) + e−2sF2(s) =

=
1

s2
− 1

s2
e−s − 1

s
e−s +

1

s
e−s − 1

s
e−2s − 1

s2
e−2s +

1

s2
e−3s +

1

s
e−3s+

+
1

s
e−2s − 1

s
e−3s =

1

s2
(1 − e−s − e−2s + e−3s) .

К этому же результату можно прийти, непосредственно применяя фор-

мулу (1.4). Для этого следует задать функцию f(t) аналитически и про-
интегрировать на каждом из трех участков в отдельности. Такой путь
приводит к существенно более громоздким вычислениям.

Пример 2. Найти оригинал изображения F (s) =
1

(s2 + 4s + 13)2
и сделать

проверку, найдя изображение полученного оригинала.

Решение. 1. Разложим функцию F (s) на множители, оригиналы кото-
рых известны:

F (s) =
1

s2 + 4s + 13
· 1

s2 + 4s + 13
=

1

(s + 2)2 + 32
· 1

(s + 2)2 + 32
.
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4. Примеры решения задач

По восьмой (по счету в левом столбце) формуле из табл. 1 (см. приложение

B) при a = −2 и ω = 3 получаем e−2t sin 3t +
3

(s + 2)2 + 32
, откуда

1

(s + 2)2 + 32
+

1

3
e−2t sin 3t.

Согласно теореме об умножении изображений (формула (1.20)), произ-
ведению изображений соответствует свертка оригиналов сомножителей.

Поэтому

F (s) =
1

(s + 2)2 + 32
· 1

(s + 2)2 + 32
+

+

t
∫

0

1

3
e−2τ sin 3τ · 1

3
e−2(t−τ) sin 3(t − τ)dτ =

=
1

9
e−2t

t
∫

0

sin 3τ · sin(3t − 3τ)dτ =
1

18
e−2t

t
∫

0

(cos(6τ − 3t) − cos 3t)dτ.

Сначала вынесем постоянный множитель
1

9
e−2t за знак интеграла, а

затем воспользуемся формулой sin α sinβ =
1

2
(cos(α − β) − cos(α + β)).

Вычисляя последний интеграл, имеем

F (s) =
1

18
e−2t

t
∫

0

(cos(6τ − 3t) − cos 3t)dτ =

=
1

18
e−2t

(

1

6
sin(6τ − 3t)|t0 − τ cos 3t|t0

)

=

=
1

18
e−2t

(

1

6
sin 3t +

1

6
sin 3t − t cos 3t

)

=
1

18
e−2t

(

1

3
sin 3t − t cos 3t

)

.

Итак, F (s) + f(t) =
1

18
e−2t

(

1

3
sin 3t − t cos 3t

)

.

Полученный результат легко проверить, найдя изображение функции
f(t). Действительно, по той же (восьмой по счету в левом столбце табл. 1)

формуле имеем e−2t sin 3t +
3

(s + 2)2 + 32
. По седьмой (по счету в правом

столбце табл. 1) формуле находим t cos 3t +
s2 − 32

(s2 + 32)2
. Отсюда и из тео-
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4.1. Операционное исчисление

ремы смещения (см. разд. 1.2) следует, что e−2tt cos 3t +
(s + 2)2 − 32

((s + 2)2 + 32)2
.

Пользуясь линейностью преобразования Лапласа, имеем

f(t) =
1

18 · 3e−2t sin 3t − 1

18
e−2t cos 3t +

1

18 · 3
3

(s + 2)2 + 9
−

− 1

18

(s + 2)2 − 9

((s + 2)2 + 9)2
=

1

18

(s + 2)2 + 9 − ((s + 2)2 − 9)

((s + 2)2 + 9)2
=

=
1

18

18

((s + 2)2 + 9)2
=

1

(s2 + 4s + 13)2
,

что совпадает с исходным изображением.

Пример 3. Двумя способами (используя метод неопределенных коэффици-

ентов и с помощью вычетов) найти оригинал дробно-рациональной функ-

ции F (s) =
2s + 1

(s + 1)(s2 + 4s + 5)
.

Решение. 1. С использованием метода неопределенных коэффициентов.

Разложим дробно-рациональную функцию F (s) в сумму простейших дро-
бей. Так как уравнение s2 + 4s + 5 = 0 действительных корней не имеет,
то разложение функции F (s) в сумму простейших имеет вид:

2s + 1

(s + 1)(s2 + 4s + 5)
=

A

s + 1
+

Ms + N

s2 + 4s + 5

(можно было бы разложить квадратный трехчлен s2+4s+5 на множители

(s − s1)(s − s2) с комплексными s1 и s2 , но это менее удобно). Приводя
правую часть к общему знаменателю, равному знаменателю левой части,
и приравнивая числители дробей в левой и правой частях, получим

2s + 1 = A(s2 + 4s + 5) + (Ms + N)(s + 1) .

Подставляя s = −1, имеем −1 = A(1 − 4 + 5), −1 = 2A, A = −1

2
. При

s = 0 получаем 1 = 5A + N , откуда N = 1 − 5A =
7

2
. Приравнивая

коэффициенты при s2 в левой и правой частях равенства, имеем 0 =

A + M , M = −A =
1

2
. Таким образом,

2s + 1

(s + 1)(s2 + 4s + 5)
= − 1

2(s + 1)
+

s + 7

2(s2 + 4s + 5)
.
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4. Примеры решения задач

Для каждой простейшей дроби найдем оригинал, используя табл. 1

оригиналов и изображений (см. Приложение). По третьей (по счету в ле-

вом столбце табл. 1) формуле с a = −1 получаем
1

s + 1
+ e−t . Так как

s2 + 4s + 5 = (s + 2)2 + 1, то

s + 7

2(s2 + 4s + 5)
=

(s + 2 − 2) + 7

2((s + 2)2 + 1)
=

(s + 2) + 5

2((s + 2)2 + 1)
=

=
s + 2

2((s + 2)2 + 1)
+

5

2((s + 2)2 + 1)
.

По девятой (в левом столбце табл. 1) формуле с a = −2 и ω = 1 получаем

s + 2

2((s + 2)2 + 1)
+ e−2t cos t ,

а по восьмой формуле с теми же a и ω имеем
1

2((s + 2)2 + 1)
+ e−2t sin t.

Теперь, используя свойство линейности преобразования Лапласа, най-
дем оригинал f(t) заданной функции-изображения F (s). Так как

F (s) = − 1

2(s + 1)
+

s + 2

2((s + 2)2 + 1)
+

5

2((s + 2)2 + 1)
,

то

f(t) = −1

2
e−t +

1

2
e−2t cos t +

5

2
e−2t sin t .

2. С помощью вычетов. Сначала найдем нули знаменателя дроби F (s),
являющиеся полюсами функции F (s). Затем разложим знаменатель на

линейные множители и определим порядки этих полюсов. Для этого ре-
шим уравнение s2 + 4s + 5 = 0 :

D = 16 − 4 · 5 = −4 ;

s1 =
−4 + 2i

2
= −2 + i ;

s2 =
−4 − 2i

2
= −2 − i .

Поэтому F (s) =
2s + 1

(s + 1)(s + 2 − i)(s + 2 + i)
. Функция F (s) имеет три

особые точки: s1 = −2 + i, s2 = −2 − i, s3 = −1, каждая из которых
является полюсом первого порядка.
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4.1. Операционное исчисление

Найдем вычеты функции F (s)est в каждом из полюсов sk .

res
s=−1

(F (s)est) = lim
s→−1

(s + 1)(2s + 1)est

(s + 1)(s + 2 − i)(s + 2 + i)
=

= lim
s→−1

(2s + 1)est

(s + 2 − i)(s + 2 + i)
=

−e−t

(1 − i)(1 + i)
= −1

2
e−t ;

res
s=−2+i

(F (s)est) = lim
s→−2+i

(s + 2 − i)(2s + 1)est

(s + 1)(s + 2 − i)(s + 2 + i)
=

= lim
s→−2+i

(2s + 1)est

(s + 1)(s + 2 + i)
=

(−3 + 2i)e(−2+i)t

(1 − i) · 2i =
(−3 + 2i)e(−2+i)t

−2(1 + i)
=

=
(−3 + 2i)(1 − i)e(−2+i)t

−2(1 + i)(1 − i)
=

(1 − 5i)e(−2+i)t

4
;

res
s=−2−i

(F (s)est) = lim
s→−2−i

(2s + 1)est

(s + 1)(s + 2 − i)
=

(−3 − 2i)e(−2−i)t

(−1 − i)(−2i)
=

(−3 − 2i)(−1 − i)e(−2−i)t

−2(−1 + i)(−1 − i)
=

(1 + 5i)e(−2−i)t

4
.

Теперь найдем искомый оригинал по формуле (1.22):

f(t) = −1

2
e−t +

(1 − 5i)e(−2+i)t

4
+

(1 + 5i)e(−2−i)t

4
=

= −1

2
e−t +

1

4
e−2t((1 − 5i)eit + (1 + 5i)e−it) =

= −1

2
e−t +

1

4
e−2t(eit + e−it − 5i(eit − e−it)) =

= −1

2
e−t +

1

4
e−2t(2 cos t − 5i · 2 sin t) =

= −1

2
e−t +

1

2
e−2t cos t +

5

2
e−2t sin t .
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4. Примеры решения задач

4.2 Линейные динамические системы

Пример 1. Дана передаточная функция G(s) =
2s + 1

(s + 1)(s2 + 4s + 5)
. Тре-

буется:

а) Построить СУМ.

б) Построить СНМ.

в) Построить КМ (в комплексном и вещественном базисе).

г) Выяснить свойства управляемости и наблюдаемости всех моделей.

Решение. a). Построим стандартную управляемую модель по уравнени-

ям (2.8), (2.9). Перемножим скобки в знаменателе передаточной функции
и приведем подобные члены:

G(s) =
2s + 1

(s + 1)(s2 + 4s + 5)
=

2s + 1

s3 + 5s2 + 9s + 5
.

Степень знаменателя G(s) m = 3 (размерность системы). Коэффициенты

числителя G(s) являются элементами матрицы H , а коэффициенты зна-
менателя — элементами матрицы F . Таким образом, стандартная управ-

ляемая модель имеет вид:

d

dt





x1

x2

x3



 =





0 1 0
0 0 1
−5 −9 −5









x1

x2

x3



 +





0
0
1



u(t) ,

z(t) =
[

1 2 0
]

x(t) .

б). Построим стандартную наблюдаемую модель по уравнениям (2.10),
(2.11). Степень знаменателя G(s) m = 3 (размерность системы). Коэф-

фициенты знаменателя G(s) являются элементами матрицы F . Чтобы
определить элементы матрицы B , запишем линейную систему (уравне-

ние (2.12)):




0

2
1



 =





0 1 0

0 0 1
−5 −9 −5









b1

b2

b3



 .
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4.2. Линейные динамические системы

Решая систему относительно неизвестного вектора b, получим:

b =

[

−11

5
, 0, 2

]T

.

Таким образом, стандартная наблюдаемая модель имеет вид:

d

dt





x1

x2

x3



 =





0 1 0
0 0 1

−5 −9 −5









x1

x2

x3



 +







−11

5
0

2






u(t) ,

z(t) =
[

1 0 0
]

x(t) .

в). Для построения канонической модели по уравнению (2.13) найдем
полюсы передаточной функции G(s). Решая характеристическое уравне-

ние s3 + 5s2 + 9s + 5 = 0, находим s1 = −1, s2 = −2 + i, s3 = −2 − i.
Запишем уравнение состояния канонической модели (все полюсы простые,

случай 1):

d

dt





x1

x2

x3



 =





−1 0 0

0 −2 + i 0
0 0 −2 − i









x1

x2

x3



 +





1

1
1



u(t) .

Для вычисления коэффициентов матрицы H найдем вычеты: res
s=−1

G(s) =

= −1

2
, res

s=−2+i
G(s) =

1 − 5i

4
, res

s=−2−i
G(s) =

1 + 5i

4
.

Запишем уравнение наблюдения:

z(t) =

[

−1

2

1 − 5i

4

1 + 5i

4

]

x(t) .

Теперь запишем каноническую модель в вещественном базисе, исполь-

зуя уравнения (2.18), (2.19) (случай 2). Здесь σ = −2, ω = 1. Находим:

d

dt





x1

x2

x3



 =





−1 0 0

0 −2 −1
0 1 −2









x1

x2

x3



 +





1

2
0



u(t) ,

z(t) =

[

−1

2

1

4

5

4

]

x(t) .
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4. Примеры решения задач

г). Выясним свойства управляемости и наблюдаемости всех моделей.

Поскольку все модели представляют собой непрерывные инвариантные во
времени линейные системы, матрицу управляемости найдем по формуле

WCTI = [B
∣

∣ FB
∣

∣ F 2B
∣

∣ · · ·
∣

∣ F n−1B] ,

а матрицу наблюдаемости — по формуле

MCTI = [HT
∣

∣ F THT
∣

∣ (F 2)THT
∣

∣ · · ·
∣

∣ (F n−1)THT ]T .

Таким образом, для каждой из моделей имеем:

1) СУМ.

WCTI = [B
∣

∣ FB
∣

∣ F 2B] =





0 0 1

0 1 −5
1 −5 16



 , det WCTI = −1 6= 0 .

MCTI =





H

HF

HF 2



 =





1 2 0
0 1 2

−10 −18 −9



 , det MCTI = −13 6= 0 .

Следовательно, стандартная управляемая модель является полно-

стью управляемой и полностью наблюдаемой.

2) СНМ.

WCTI = [B
∣

∣ FB
∣

∣ F 2B] =







−11

5
0 2

0 2 1

2 1 −23






, detWCTI = −111

2

5
6= 0 .

MCTI =





H

HF

HF 2



 =





1 0 0

0 1 0
0 0 1



 , detMCTI = 1 6= 0 .

Следовательно, стандартная наблюдаемая модель является полно-

стью управляемой и полностью наблюдаемой.

3) КМ в вещественном базисе.

WCTI = [B
∣

∣ FB
∣

∣ F 2B] =





1 −1 1

2 −4 6
0 2 −8



 , detWCTI = 8 6= 0.
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4.2. Линейные динамические системы

MCTI =





H

HF

HF 2



 =
1

4





−2 1 5

2 3 −9
−2 −15 15



 , detMCTI =
3

4
6= 0.

Следовательно, каноническая модель также является полностью
управляемой и полностью наблюдаемой.
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Приложение A

Таблицы соответствия для

преобразования Лапласа

Таблицы соответствия «оригинал-изображения» — полезный инстру-
мент решения многих задач из области математического моделирования

динамических систем и системного анализа. В то же время, изучение опе-
рационного исчисления в части, касающейся преобразования Лапласа, бу-

дет неполным, если студент не потратит время на самостоятельный вы-
вод формул, входящих в эти таблицы. Поэтому рекомендуется выполнить

предлагаемые ниже задания 1 и 2. Приобретая таким образом опыт, сту-
дент может даже пополнять эти таблицы, включая в них те формулы,
которые сюда не вошли, если он выведет новые соответствия и сочтет их

полезными для дальнейшего практического употребления.

Таблицы соответствия приведены ниже в этом Приложении.

Табл. 1 демонстрирует 24 соответствия, которые условно можно счи-
тать основными (исходными). В табл. 2 собраны те 56 соответствий, кото-

рые типичны для анализа линейных динамических систем с постоянными
параметрами (т. е. инвариантных и непрерывных во времени систем).

Задание 1. Доказать соответствия «оригинал–изображение» по Лапла-

су, приведенные в табл. 1, применяя теоремы о свойствах прямого преоб-
разования Лапласа.



A. Таблицы соответствия для преобразования Лапласа

Таблица 1. Соответствия «оригинал–изображение» по Лапласу

f(t) F(s) f(t) F(s)

δ(t) 1 eat sin(ωt + ϕ)
ω cos ϕ + (s − a) sinϕ

(s − a)2 + ω2

1(t)
1

s
eat cos(ωt + ϕ)

(s − a) cos ϕ − ω sinϕ

(s − a)2 + ω2

eat
1

s − a
t

1

s2

sin ωt
ω

s2 + ω2
tn

n!

sn+1

cos ωt
s

s2 + ω2
tneat

n!

(s − a)n+1

sh ωt
ω

s2 − ω2
t sin ωt

2sω

(s2 + ω2)2

ch ωt
s

s2 − ω2
t cos ωt

s2 − ω2

(s2 + ω2)2

eat sin ωt

ω

(s − a)2 + ω2 t sh ωt
2sω

(s2 − ω2)2

eat cos ωt

s − a

(s − a)2 + ω2 t ch ωt
s2 + ω2

(s2 − ω2)2

eat sh ωt
ω

(s − a)2 − ω2 f(t) sinωt
1

2i
[F (s − iω) − F (s + iω)]

eat ch ωt
s − a

(s − a)2 − ω2 f(t) cosωt
1

2
[F (s − iω) + F (s + iω)]

sin ωt

t
arcctg

s

ω

1 − eat

t
ln

s − a

s

Задание 2. Доказать соответствия «изображение–оригинал» по Лапласу,

приведенные в табл. 2, применяя теоремы о свойствах обратного преобра-
зования Лапласа.
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Таблица 2. Оригиналы для дробно-рациональных изображений

№ F(s) f(t)

1
1

s − a
eat

2
1

1 + τs

1

τ
e−t/τ

3
1

s(s − a)

1

a

(

eat − 1
)

4
1

(s − a)2
teat

5
1

(s − a)(s − b)

eat − ebt

a − b

6
b + cs

s(s − a)
− b

a
+

(

c +
b

a

)

eat

7
s

(s − a)2
(1 + at)eat

8
s

(s − a)(s − b)

aeat − bebt

a − b

9
b + cs

s2 − a2
c ch at +

b

a
sh at

10
b + cs

s2 + a2
c cos at +

b

a
sin at

11
1

s2 + as + b

если ∆ = b2 − a2

4
> 0 , то

1√
∆

e−at/2 sin t
√

∆

если ∆ = b2 − a2

4
< 0 , то

1√
−∆

e−at/2 sh t
√
−∆

если ∆ = b2 − a2

4
= 0 , то te−at/2
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A. Таблицы соответствия для преобразования Лапласа

Продолжение 1 табл. 2

№ F(s) f(t)

12
1

s2(s − a)
1

a2
(eat − 1 − at)

13
1

(s − a)(s − b)2

eat − [1 + (a − b)t]ebt

(a − b)2

14
1

(s − a)(s − b)(s− c)

eat

(b − a)(c − a)
+

ebt

(a − b)(c − b)
+

+
ect

(a − c)(b − c)

15
1

(s − a)3

1

2
t2eat

16
s

(s − a)(s − b)2

aeat − [a + b(a − b)t]ebt

(a − b)2

17
s

(s − a)(s − b)(s− c)

aeat

(b − a)(c − a)
+

bebt

(a − b)(c − b)
+

+
cect

(a − c)(b − c)

18
s

(s − a)3

(

t +
1

2
at2

)

eat

19
s

s2 + as + b

если ∆ = b2 − a2

4
>

> 0 , то
e−at/2

(

cos t
√

∆ − a

2
√

∆
sin t

√
∆

)

если ∆ = b2 − a2

4
<

< 0 , то
e−at/2

(

sh t
√
−∆ − a

2
√
−∆

sh t
√
−∆

)

если ∆ = b2 − a2

4
=

= 0 , то
e−at/2

(

1 − at

2

)
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Продолжение 2 табл. 2

№ F(s) f(t)

20
1

s(s2 + a2)
1

a2
(1 − cos at)

21
1

s(s2 − a2)
1

a2
(ch at − 1)

22
1

(s + b)(s2 + a2)

1

a2 + b2

(

e−bt − cos at +
b

a
sin at

)

23
(s + b)2

s(s2 + a2)
b2

a2
+

a2 − b2

a2
cos at + 2b sin at

24
1

s4 + a4

1

a3
√

2

(

ch
at√
2

sin
at√
2
− sh

at√
2

cos
at√
2

)

25
1

s4 − a4

1

2a3
(sh at − sin at)

26
s

s4 + a4

1

a2
sin

at√
2

sh
at√
2

27
s

s4 − a4

1

2a2
(ch at − cos at)

28
1

(s2 + a2)2

1

2a3
(sin at − at cos at)

29
1

(s2 − a2)2

1

2a3
(at ch at − sh at)

30
1

(s2 + a2)(s2 + b2)

1

a2 − b2

(

sin bt

b
− sin at

a

)

31
1

(s2 − a2)(s2 − b2)

1

a2 − b2

(

sh at

a
− sh bt

b

)

32
1

(s2 − a2)(s2 + b2)

1

a2 + b2

(

sh at

a
− sin bt

b

)

33
s

(s2 + a2)2

t

2a
sin at

34
s

(s2 − a2)2

t

2a
sh at
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A. Таблицы соответствия для преобразования Лапласа

Продолжение 3 табл. 2

№ F(s) f(t)

35
1

s(s2 + a2)2

1

a4

(

1 − cos at − at

2
sin at

)

36
1

s(s2 − a2)2

1

a4

(

1 − ch at +
at

2
sh at

)

37
1

s(s2 + a2)(s2 + b2)

1

a2b2
+

1

a2 − b2

(

cos at

a2
− cos bt

b2

)

38
1

s(s2 − a2)(s2 − b2)

1

a2b2
+

1

a2 − b2

(

ch at

a2
− ch bt

b2

)

39
1

(s2 + a2)3

1

8a5

[

(3 − a2t2) sin at − 3at cos at
]

40
1

(s2 − a2)3

1

8a5

[

(3 + a2t2) sh at − 3at ch at
]

41
s

(s2 + a2)3

t

8a3
(sin at − at cos at)

42
s

(s2 − a2)3

t

8a3
(at ch at − sin at)

43
1

(s + a)n

1

(n − 1)!
tn−1e−at

44
a

s(s + a)
1 − e−at

45
1

(s + a)(s + b)

1

(b − a)

(

e−at − e−bt
)

46
s + α

(s + a)(s + b)

1

(b − a)

[

(α − a)e−at − (α − b)e−bt
]

47
ab

s(s + a)(s + b)
1 − b

(b − a)
e−at +

a

(b − a)
e−bt

48
ab(s + α)

s(s + a)(s + b)
α − b(α − a)

(b − a)
e−at +

a(α − b)

(b − a)
e−bt
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Окончание табл. 2

№ F(s) f(t)

49
s + α

s2 + ω2

√
α2 + ω2

ω
sin(ωt + ϕ), ϕ = arctg

ω

α

50
s + α

(s + a)(s + b)(s + c)

(α − a)e−at

(b − a)(c − a)
+

(α − b)e−bt

(c − b)(a − b)
+

+
(α − c)e−ct

(a − c)(b − c)

51
s + α

(s + a)2 + ω2

1

ω

[

(α − a)2 + ω2
]1/2

e−at sin(ωt +

+ ϕ), ϕ = arctg
ω

α − a

52
ω2

n

s2 + 2ζωns + ω2
n

ωn
√

1 − ζ2
e−ζωnt sin ωnt

√

1 − ζ2 , ζ < 1

53
1

s [(s + a)2 + ω2]

1

a2 + ω2
+

1

ω
√

a2 + ω2
e−at sin(ωt −

− ϕ) , ϕ = arctg
ω

−a

54
ω2

n

s (s2 + 2ζωns + ω2
n)

1 −
− 1

√

1 − ζ2
e−ζωnt sin

(

ωnt
√

1 − ζ2 + ϕ
)

,

ϕ = arccos ζ , ζ < 1

55
s + α

s [(s + a)2 + ω2]

α

a2 + ω2
+

+
1

ω

[

(α − a)2 + ω2

a2 + ω2

]1/2

e−at sin(ωt +

+ ϕ), ϕ = arctg
ω

α − a
− arctg

ω

−a

56
s + α

(s + c) [(s + a)2 + ω2]

e−ct

(c − a)2 + ω2
+

e−at sin(ωt + ϕ)

ω [(c − a)2 + ω2]1/2
,

ϕ = arctg
ω

c − a
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