
ïÐÅÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ

§1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ìÁÐÌÁÓÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ F (p) ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ p = s+ iσ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

(1) F (p) =

+∞
∫

0

f(t)e−ptdt,

f(t) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ, F (p)   ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ
É ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (??) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÉ-
ÞÅÓËÉ

f(t)→F (p).

ðÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÉ

f(t) : F (p),
f(t)

.←. F (p).

÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (??) ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ f(t) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ t, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

1) f(t) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.
2) f(t) = 0 ÐÒÉ t < 0.
3) ÐÒÉ t→ +∞ ÆÕÎËÃÉÑ f(t) ÌÉÂÏ ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÌÉÂÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÔ�ÅÔ
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ, ÔÏ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ M > 0, É s0 > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |f(t)| 6 Mes0t ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t.

éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (p) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Re p = s > s0 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×
ÜÔÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

f(t) =

{

e2t sin 3t ÐÒÉ t > 0,
0 ÐÒÉ t < 0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ.
òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1), 2), 3).
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õÓÌÏ×ÉÅ ??) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

t2
∫

t1

e2t sin 3t dt

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ t1 É t2.
õÓÌÏ×ÉÅ ??) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÑ × ÓÉÌÕ ÚÁÄÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ (f(t) = 0 ÐÒÉ t < 0).
õÓÌÏ×ÉÅ ??) ÔÏÖÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ t ×ÅÒÎÁ

ÏÃÅÎËÁ |e2t sin 3t| 6 e2t, ÐÏÜÔÏÍÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å M × ÕÓÌÏ×ÉÉ ??) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ
ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅÅ 1, Á s0 = 2.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÅÄÉÎÉÞ-

ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ èÅ×ÉÓÁÊÄÁ

η(t) =

{

1 ÐÒÉ t > 0,
0 ÐÒÉ t < 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) ÒÁ×ÎÙÍÉ
ÎÕÌÀ ÐÒÉ t < 0.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(t) = e3t.

òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) = e3t ÉÍÅÅÍ s0 = 3. úÎÁÞÉÔ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
F (p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ
Re p > 3. îÁÊÄ�ÅÍ F (p) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (??)

F (p) =

+∞
∫

0

e3te−ptdt =

+∞
∫

0

e−(p−3)tdt =
1

−(p− 3)e
−(p−3)t

∣

∣

∣

∣

+∞

0

(Re p = s > 3).

éÔÁË, F (p) = 1
p−3.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁÍÉ:
1) f(t) = bt, b > 0, b 6= 1.
2) f(t) = e(2+3i)t.

3) f(t) =
1

t− 3.
4) f(t) = t2.
5) f(t) = ch(3− i).
6) f(t) = tg t.
7) f(t) = tt.
8) f(t) = e−t cos t.
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9) f(t) = et2.

10) f(t) = e−t2.

11) f(t) =
1

t2 + 2
.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

12) f(t) = t.
13) f(t) = sin 3t.

14) f(t) = tet.

15) íÏÖÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ϕ(p) =
1

cos p
ÓÌÕÖÉÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ?

§2. ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ

2.1. ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÙÈ α É β

αf(t) + βg(t)→αF (p) + βG(p),

ÇÄÅ

f(t)→F (p), g(t)→G(p).

2.2. ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏÄÏÂÉÑ

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ α > 0

f(αt)→ 1
α
F

( p

α

)

.

2.3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(t), f ′(t), f ′′(t), . . . , f (n)(t) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁÍÉ, ÐÒÉÞ�ÅÍ
f(t)→F (p), ÔÏ

f ′(t) → pF (p)− f(0),
f ′′(t) → p2F (p)− pf(0)− f ′(0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f (n)(t) → pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− pf (n−2)(0)− f (n−1)(0),

ÇÄÅ ÐÏÄ f (k)(0), (k = 1, 2, . . . , n− 1) ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ lim
t→0+

f (k)(t).
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ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ, ÎÁÊÔÉ
ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(t) = sin2 t.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÕÓÔØ

f(t)→F (p).

ôÏÇÄÁ

f ′(t)→ pF (p)− f(0).
õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ f(0) = 0 É f ′(t) = 2 sin t cos t = sin 2t ÎÁÈÏÄÉÍ

sin 2t→ 2

p2 + 4
,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

2

p2 + 4
= pF (p) ⇒ F (p) =

2

p(p2 + 4)
.

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

sin2 t→ 2

p(p2 + 4)
.

2.4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ (−t) ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ
−tf(t)→F ′(p)

É

(−t)nf(t)→F n(p), n ∈ N.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(t) = t2et.

òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË et→ 1
p−1, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÚÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
(

1

p− 1

)′
= − 1

(p− 1)2 , tet→ 1

(p− 1)2 .

äÁÌÅÅ
[

− 1

(p− 1)2
]′
= − 2!

(p− 1)3 ,
ÏÔËÕÄÁ

t2et→ 2

(p− 1)3 .
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2.5. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ

éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÅÌÅÎÉÀ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ p, ÔÏ ÅÓÔØ
ÅÓÌÉ

f(t)→F (p),

ÔÏ
t

∫

0

f(τ) dτ→ F (p)

p
.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ
t
∫

0

eτdτ.

òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË et→ 1
p−1, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ
t

∫

0

eτdτ→
1

p−1
p
,

t
∫

0

eτdτ→ 1

p(p− 1).

2.6. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

åÓÌÉ
+∞
∫

p

F (p) dp ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÏÎ ÓÌÕÖÉÔ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(t)
t
:

f(t)

t
→

+∞
∫

p

F (p) dp.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ sin t
t
.

òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË sin t→ 1
p2+1

, ÔÏ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ-
×ÁÎÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ

sin t

t
→

+∞
∫

p

dτ

τ 2 + 1
= arctg τ |+∞p =

π

2
− arctg p = arctg p.

2.7. ôÅÏÒÅÍÁ ÓÍÅÝÅÎÉÑ

åÓÌÉ f(t)→F (p), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ p0

ep0tf(t)→F (p− p0).
ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) = e−t cos 2t.
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òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË cos 2t→ p
p2+4

, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÍÅÝÅÎÉÑ (p0 = −1)
ÉÍÅÅÍ

e−t cos 2t→ p+ 1

(p+ 1)2 + 4
.

2.8. ôÅÏÒÅÍÁ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÑ

åÓÌÉ f(t)→F (p), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ τ

f(t− τ)→ e−pτF (p).

ôÅÏÒÅÍÕ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÑ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÉ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÉÚÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÁÎÁÌÉ-
ÔÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.
ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(t− 1) = (t− 1)2.
òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) = t2 ÉÍÅÅÍ

f(t)→ 2
p2
.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ (t− 1)2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(t− 1)2→ e−p 2

p2
.

úÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÉÝÅÔÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(t−1), ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ
ÐÒÉ t < 1 (t− 1 < 0 ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÍ. Ó. ??.)

2.9. ôÅÏÒÅÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ âÏÒÅÌÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï Ó×�ÅÒÔËÅ)

ðÕÓÔØ
f(t)→F (p), ϕ(t)→�(p).

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ F (p) É �(p) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ,
ÐÒÉÞ�ÅÍ

t
∫

0

f(τ)ϕ(t− τ) dτ→F (p) · �(p).

éÎÔÅÇÒÁÌ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×�ÅÒÔËÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ f(t) É ϕ(t) É ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ f(t) ∗ ϕ(t) :

f(t) ∗ ϕ(t) =
t

∫

0

f(τ)ϕ(t− τ) dτ =
t

∫

0

f(t− τ)ϕ(τ) dτ = ϕ(t) ∗ f(t).
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ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ψ(t) =

t
∫

0

(t− τ)eτdτ.

òÅÛÅÎÉÅ: æÕÎËÃÉÑ ψ(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×�ÅÒÔËÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ

f(t) = t É ϕ(t) = et.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

ψ(t)→	(p),
	(p) = F (p) · �(p) = 1

p2
· 1

p−1 =
1

p2(p−1) ,
t
∫

0

(t− τ)eτdτ→ 1
p2(p−1).

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
16) f(t) = 1 + t.
17) f(t) = 2 sin t− cos t.
18) f(t) = t+

1

2
e−t.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÐÏÄÏÂÉÑ, ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
19) f(t) = eαt.

20) f(t) = sin 4t.
21) f(t) = cosωt.
22) f(t) = sh 3t.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
23) f(t) = sin2 t.
24) f(t) = sinmt · cosnt.
25) f(t) = cos3 t.
26) f(t) = sinmt · sinnt.
27) f(t) = sin4 t.
28) f(t) = cosmt · cosnt.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ, ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
29) f(t) = cos3 t.
30) f(t) = sin3 t.
31) f(t) = t sinωt.
32) f(t) = cos4 t.
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33) f(t) = t cosωt.
34) f(t) = tet.

35) f(t) = t2 cos t.
36) f(t) = t(et ch t).
37) f(t) = (t+ 1) sin 2t.
38) f(t) = t sh 3t.

îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

39) f(t) =
t
∫

0

sin τ dτ.

40) f(t) =
t
∫

0

(τ + 1) cosωτ dτ.

41) f(t) =
t
∫

0

τ sh 2τ dτ.

42) f(t) =
t
∫

0

cos2 ωτ dτ.

43) f(t) =
t
∫

0

chωτ dτ.

44) f(t) =
t
∫

0

τ 2e−τdτ.

45) f(t) =
et − 1
t

.

46) f(t) =
1− e−t

t
.

47) f(t) =
sin2 t

t
.

48) f(t) =
1− cos t

t
.

49) f(t) =
cos t− cos 2t

t
.

50) f(t) =
et − 1− t

t
.

51) f(t) =
et − e−t

t
.

52) f(t) = e2t sin t.
53) f(t) = et cosnt.
54) f(t) = e−tt3.

55) f(t) = e−t sh t.
56) f(t) = tet cos t.
57) f(t) = e3t sin2 t.
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58) f(t) = e−αt cos2 βt.

59) f(t) = sin(t− b).
60) f(t) = cos2(t− b).
61) f(t) = et−2.

62) f(t) =
t
∫

0

et−τ sin τ dτ.

63) f(t) =
t
∫

0

cos(t− τ)e2τdτ.

64) f(t) =
t
∫

0

(t− τ)2 ch τ dτ.

65) f(t) =
t
∫

0

(t− τ)nf(τ) dτ.

66) f(t) =
t
∫

0

e2(τ−t)τ 2dτ.

§3. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ ÐÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ f(t) ÐÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F (p) ÐÒÉÍÅÎÑ-

ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. åÓÌÉ F (p) = Q(p)
R(p) ÅÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ

1 ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-

ÎÁÑ2 ÄÒÏÂØ, ÔÏ ÜÔÕ ÄÒÏÂØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ
É ÎÁÊÔÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÕÎË-
ÔÏ× ??   ?? ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

F (p) =
1

p(p− 1)(p2 + 4).

òÅÛÅÎÉÅ: òÁÚÌÏÖÉÍ F (p) × ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.

1

p(p− 1)(p2 + 4) =
A

p
+

B

p− 1 +
Cp+D

p2 + 4
.

1ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÚÎÁÍÅ-
ÎÁÔÅÌÑ.
2ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.
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íÅÔÏÄÏÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÙ A,B,C,D.

1 = A(p− 1)(p2 + 4) + Bp(p2 + 4) + (Cp+D)p(p− 1).
1 = A(p3 − p2 = 4p− 4) +B(p3 + 4p) + C(p3 − p2) +D(p2 − p).














A+B + C = 0,
A+ C −D = 0,

4A+ 4B −D = 0,
4A = −1.

=⇒ A = −1
4
, B = 1

5
,

C = 1
20
, D = −1

5
.

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ F (p) :

F (p) = − 1
4p
+
1

5
· 1
p− 1 +

1

20
· p

p2 + 4
− 1
5
· 1

p2 + 4
.

äÁÌÅÅ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ:

1 → 1
p
,

et → 1
p−1,

cos 2t → p
p2+4,

sin 2t → 2
p2+4

É, ÐÏÌØÚÕÑÓØ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ

f(t) = −1
4
+
1

5
et +

1

20
cos 2t− 1

10
sin 2t.

ðÒÉÍÅÒ 2. äÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F (p) = e−p

p+1 ÎÁÊÔÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌ f(t).

òÅÛÅÎÉÅ: F (p) = e−p 1
p+1

, e−t→ 1
p+1

. íÎÏÖÉÔÅÌØ e−p ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÑ ÐÒÉ τ = 1. ðÏÜÔÏÍÕ

e−(t−1)→ e−p

p+ 1
.

éÔÁË,

f(t) = e1−t.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÎÁÊÔÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ:

67) F (p) =
2e−p

p3
.

68) F (p) =
e−2p

p2
.
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69) F (p) =
e−2p

p− 1.

70) F (p) =
e−3p

p+ 3
.

71) F (p) =
1

p2 + 4p+ 5
.

72) F (p) =
1

p2 + 4p+ 3
.

73) F (p) =
1

(p2 + 1)2
.

74) F (p) =
p

(p2 + 1)2
.

75) F (p) =
1

p+ 2p2 + p3
.

76) F (p) =
1

7− p+ p2 .

77) F (p) =
2p3 + p2 + 2p+ 2

p5 + 2p4 + 2p3
.

78) F (p) =
1

p2(p2 + 1)
.

79) F (p) =
p+ 2

(p+ 1)(p− 2)(p2 + 4).

80) F (p) =
1

p4 + 2p3 + 3p2 + 2p+ 1
.

81) F (p) =
p2 + 2p− 1

p3 + 3p2 + 3p+ 1
.

82) F (p) =
p

p3 + 1
.

83) F (p) =
2p+ 3

p3 + 4p2 + 5p
.

84) F (p) =
e−3p

(p+ 1)2
.

85) F (p) =
e−p

p(p− 1).

86) F (p) =
1

p2 + 1

(

e−2p + 2e−3p + 3e−4p
)

.

87) F (p) =
e−p

p2 − 1 +
pe−2p

p2 − 4 .

88) F (p) =
e−

p

2

p(p+ 1)(p2 + 4)
.
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89) F (p) =
e−p

p2
+
2e−2p

p3
+
6e−3p

p4
.

90) F (p) =
e−3p

p(p2 + 1)
.

§4. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ n   ÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

(1) a0
dnx(t)

dtn
+ a1

dn−1x(t)

dtn−1
+ . . .+ an−1

dx(t)

dt
+ anx(t) = f(t).

ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ x(t) ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁ-
ÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

(2) x(0) = x0, x
′(0) = x′0, . . . , x

(n−1)(0) = x
(n−1)
0 .

ðÕÓÔØ x(t)→X(p), f(t)→F (p), ÔÏÇÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (??) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×Á-
ÎÉÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ É Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ
×ÍÅÓÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (??) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (??)
ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(3) (a0p
n + a1p

n−1 + . . .+ an−1p+ an)X(p)−
− a0(pn−1x0 + p

n−2x′0 . . .+ x
(n−1)
0 )−

− a1(pn−2x0 + p
n−3x′0 . . .+ x

(n−2)
0 )−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− an−2(px0 + x
′
0 − an−1x0 = F (p).

éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (??) ÎÁÈÏÄÉÍ

(4) X(p) =
F (p) + ψn−1(p)

ϕn(p)
,
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ÇÄÅ

ψn−1(p) = a0(p
n−1x0 + p

n−2x′0 . . .+ x
(n−1)
0 )+

+ a1(p
n−2x0 + p

n−3x′0 . . .+ x
(n−2)
0 )+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ an−2(px0 + x
′
0 − an−1x0),

ϕn(p) = a0p
n + a1p

n−1 + . . .+ an−1p+ an.

÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ (??) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ x(t) ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (??). îÁÈÏÄÑ ÐÏ X(p) ÏÒÉÇÉÎÁÌ x(t), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ
ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (??).
åÓÌÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ

x0 = x′0 = . . . = x
(n−1)
0 = 0,

ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (??) ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

X(p) =
F (p)

a0pn + a1pn−1 + . . .+ an−1p+ an

.

îÁÊÄÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ (??) ÐÒÉ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ n = 2   ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

a0
d2x(t)

dt2
+ a1

dx(t)

dt
+ a2x(t) = f(t)

Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ x(0) = x0, x
′(0) = x′0.

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ x(t)→X(p), f(t)→F (p), ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(a0p
2 + a1p+ a2)X(p)− (a0px0 + a0x′0 + a1x0) = F (p),

ÏÔËÕÄÁ

X(p) =
F (p) + a0px0 + a0x

′
0 + a1x0

a0p2 + a1p+ a2
.

îÁÈÏÄÑ ÐÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X(p) ÏÒÉÇÉÎÁÌ x(t), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁ-
×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

d2x

dt2
+ 3

dx

dt
+ 2x = t,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÉ t = 0 : x0 = x′0 = 0.
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òÅÛÅÎÉÅ: ðÕÓÔØ x(t)→X(p). ôÁË ËÁË f(t) = t, ÔÏ t→ 1
p2
.

äÁÌÅÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
dx
dt
→ pX(p)− x(0) = pX(p),

d2x
dt2
→ p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p).

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅ)

X(p)(p2 + 3p+ 2) =
1

p2

É ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ

X(p) =
1

p2(p2 + 3p+ 2)
.

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌ, ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÄÒÏÂØ ÎÁ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÒÏÂÉ

1

p2(p2 + 3p+ 2)
=
A

p
+
B

p2
+

C

p+ 1
+

D

p+ 2
,

ÇÄÅ A,B,C,D   ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.
äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÊ














A+ C +D = 0,
3A+B + 2C +D = 0,

A+ 3B = 0,
2B = 1.

=⇒ A = −32, B = 1
2 ,

C = 5
2 , D = −1.

ôÏÇÄÁ

X(p) = −3
2
· 1
p
+
1

2
· 1
p2
+
5

2
· 1
p+ 1

− 1

p+ 2
É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ??, ?? É ?? ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ Ó. ?? ÎÁÈÏÄÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ

x(t) = −3
2
+
1

2
t+
5

2
e−t − e−2t.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ

x′′ + x = 2 cos t, x(0) = 0, x′(0) = −1.
òÅÛÅÎÉÅ:

x(t) → X(p),
x′(t) → pX(p)− x(0) = pX(p),
x′′(t) → p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p) + 1,

cos t→ p

p2 + 1
, p2X(p) + 1 +X(p) =

2p

p2 + 1
.
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ïÔÓÀÄÁ

X(p) =
2p

(p2 + 1)2
− 1

p2 + 1
.

îÁÈÏÄÉÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÄÌÑ X(p) :
1

p2+1 ← sin t,
2p

(p2+1)2 ← t sin t.

úÎÁÞÉÔ X(p)→ t sin t − sin t = (t − 1) sin t É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x(t) = (t− 1) sin t.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

òÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ
ÕÓÌÏ×ÉÑÈ:
91) x′′ + 3x′ = et, x(0) = 0, x′(0) = −1.
92) x′′ − 2x′ = e2t, x(0) = x′(0) = 0.
93) x′′ + 2x′ − 3x = e−t, x(0) = 0, x′(0) = 1.
94) x′′′ + x′ = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
95) x′′ + 2x′ = t sin t, x(0) = x′(0) = 0.
96) x′′ + 2x′ + x = sin t, x(0) = 0, x′(0) = −1.
97) x′′′ − x′′ = sin t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
98) x′′ − 2x′ + x = et, x(0) = 0, x′(0) = 1.
99) x′′′ + 2x′′ + 5x′ = 0, x(0) = −1, x′(0) = 2.
100) x′′ − 2x′ + 2x = 1, x(0) = x′(0) = 0.
101) x′′ + x′ = cos t, x(0) = 2, x′(0) = 0.
102) x′′ + 2x′ + x = t2, x(0) = 1, x′(0) = 0.
103) x′′′ + x′′ = sin t, x(0) = x′(0) = 1, x′′(0) = 0.
104) x′′ + x = cos t, x(0) = −1, x′(0) = 1.
105) x′′′ + x′′ = t, x(0) = −3, x′(0) = 1, x′′(0) = 0.
106) x′′ + 2x′ + 5x = 3, x(0) = 1, x′(0) = 0.
107) xIV − x′′ = cos t, x(0) = 0, x′(0) = −1, x′′(0) = x′′′(0) = 0.
108) x′′ + x = 1, x(0) = −1, x′(0) = 0.
109) x′′ + 2x′ + 2x = 1, x(0) = x′(0) = 0.
110) x′′ + 4x = t, x(0) = 1, x′(0) = 0.
111) x′′ − 2x′ + 5x = 1− t, x(0) = x′(0) = 0.
112) x′′′ + x = 0, x(0) = 0, x′(0) = −1, x′′(0) = 2.
113) x′′′ + x′′ = cos t, x(0) = −2, x′(0) = x′′(0) = 0.
114) x′′′ + x′ = et, x(0) = 0, x′(0) = 2, x′′(0) = 0.
115) xIV − x′′ = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = x′′′(0) = 0.
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116) x′′ + x′ = cos t, x(0) = 2, x′(0) = 0.

117) x′′ − x′ = tet, x(0) = x′(0) = 0.

118) x′′′ + x′ = cos t, x(0) = 0, x′(0) = −2, x′′(0) = 0.

119) x′′ + 2x′ + x = t, x(0) = x′(0) = 0.

120) x′′ − x′ + x = e−t, x(0) = 0, x′(0) = 1.

121) x′′ − x = sin t, x(0) = −1, x′(0) = 0.

122) x′′′ + x = et, x(0) = 0, x′(0) = 2, x′′(0) = 0.

123) x′′ + x = 2 sin t, x(0) = 1, x′(0) = −1.
124) x′′ − 2x′ + x = t− sin t, x(0) = x′(0) = 0.

125) x′′ + 2x′ + x = 2 cos2 t, x(0) = x′(0) = 0.

126) x′′ + 4x = 2 cos t · cos 3t, x(0) = x′(0) = 0.

127) x′′ + x = tet + 4 sin t, x(0) = x′(0) = 0.

128) x′′ − x′ = tet, x(0) = 1, x′(0) = 0.

129) x′′ + x′ = 4 sin2 t, x(0) = 0, x′(0) = −1.
130) x′′′ − 2x′′ + x′ = 4, x(0) = 1, x′(0) = 2, x′′(0) = −2.
131) x′′ − 3x′ + 2x = et, x(0) = x′(0) = 0.

132) x′′ − x′ = t2, x(0) = 0, x′(0) = 1.

133) x′′′ + x =
1

2
t2et, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

134) x′′ + x = t cos 2t, x(0) = x′(0) = 0.

135) x′′ + n2x = a sin(nt+ α), x(0) = x′(0) = 0.

136) x′′′ + 6x′′ + 11x′ + 6x = 1 + t+ t2, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

137) xIV + 2x′′ + x = t sin t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = x′′′(0) = 0.

138) x′′ − 2αx′ + (α2 + β2)x = 0, x(0) = 0, x′(0) = 1.

139) x′′ + 4x = sin t, x(0) = x′(0) = 0.

140) x′′′ + x′ = e2t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

141) xIV + x′′′ = cos t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0, x′′′(0) = γ.

142) x′′ − 4x = sin 3
2
t · sin 1

2
t, x(0) = 1, x′(0) = 0.

143) xIV − 5x′′+10x′− 6x = 0, x(0) = 1, x′(0) = 0, x′′(0) = 6, x′′′(0) = −14.
144) x′′ + x′ + x = tet, x(0) = x′(0) = 0.

145) x′′ + x = t cos t, x(0) = x′(0) = 0.

146) x′′′ + 3x′′ − 4x = 0, x(0) = x′(0) = 0, x′′(0) = 2.

147) x′′′ + 3x′′ + 3x′ + x = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

148) x′′′ + x = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
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§5. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ

òÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË
ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ

ÐÏÒÑÄËÁ
n

∑

k=1

(

aik

d2xk

dt2
+ bik

dxk

dt
+ cikxk

)

= fi(t) (i = 1, 2, . . . , n),

ÇÄÅ aik, bik, cik = const, ÐÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

xk(0) = αk, x′k(0) = βk.

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ Xk(p) É Fi(p) ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ xk(t) É fi(t) ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÅÒÅÊÄ�ÅÍ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÉÚÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÊ

n
∑

k=1

(

aikp
2 + bikp+ cik

)

= Fi(p)+

+
n

∑

k=1

[(aikp+ bik)αk + aikβk] (i = 1, 2, . . . , n).

òÅÛÁÑ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Xk(p), ÎÁÊÄ�ÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Xk(p), Á ÚÁÔÅÍ ÉÈ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ xk(t) ÄÌÑ
k = 1, 2, . . . , n. üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.
ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ







x′′ = 3(y − x+ z),
y′′ = x− y,
z′′ = −z

ÐÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

x(0) = 0, x′(0) = 0,
y(0) = 0, y′(0) = −1,
z(0) = 1, z′(0) = 0.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÕÓÔØ

x(t)→X(p), y(t)→Y (p), z(t)→Z(p).
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ôÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁ-
ÐÉÛÅÔÓÑ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ







p2X(p) = 3(Y (p)−X(p) + Z(p)),
p2Y (p) + 1 = X(p)− Y (p),
p2Z(p)− p = −Z(p).

üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÉ-
ÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. òÅÛÁÑ Å�Å ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÊ X(p), Y (p), Z(p), ÐÏÌÕÞÉÍ

X(p) = 3(p−1)
p2(p2+4) ,

Y (p) = 3(p−1)
p2(p2+1)(p2+4) − 1

p2+1,

Z(p) = p
p2+1

.

îÁÊÄ�ÅÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ ÜÔÉÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

X(p) =
3(p− 1)
p2(p2 + 4)

.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ X(p) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ É ÎÁÊÄ�ÅÍ ÎÅÏÐÒÅ-
ÄÅÌ�ÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

X(p) = A
p
+ B

p2
+ C

p2+4 .

3(p− 1) = Ap(p2 + 4) + B(p2 + 4) + (Cp+D)p2.

p3 0 = A+ C,
p2 0 = B +D,
p 3 = 4A,
p0 −3 = 4B.

=⇒ A = 3
4
, B = −3

4
,

D = 3
4
, C = −3

4
.

X(p) =
3

4
· 1
p
− 3
4
· 1
p2
− 3
4
· p

p2 + 4
+
3

4
· 1

p2 + 4
.

îÁÈÏÄÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ

x(t) =
3

4
− 3
4
t− 3
4
cos 2t+

3

8
sin 2t.

äÁÌÅÅ ÎÁÊÄ�ÅÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÄÌÑ Y (p).

Y (p) =
3(p− 1)

p2(p2 + 1)(p2 + 4)
− 1

p2 + 1
,

1

p2 + 1
→ sin t.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

Y1(p) =
3(p− 1)

p2(p2 + 1)(p2 + 4)
.
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ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Y1(p) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ É ÎÁÊÄ�ÅÍ ÎÅÏÐÒÅ-
ÄÅÌ�ÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

Y1(p) =
A

p
+
B

p2
+
Cp+D

p2 + 1
+
Lp+M

p2 + 4
.

3(p− 1) = Ap(p2 + 1)(p2 + 4) + B(p2 + 1)(p2 + 4)+
+ (Cp+D)p2(p2 + 4) + (Lp+M)p2(p2 + 1).

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ p, ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×.































A+ C + L = 0,
B +D +M = 0,
5A+ 4C + L = 0,
5B + 4D +M = 0,

4A = 3,
4B = −3.

=⇒
A = 3

4 , B = −34 ,
C = −1, D = 1,
L = 1

4 , M = −14 .

Y (p) = Y1(p)−
1

p2 + 1
=

=
3

4
· 1
p
− 3
4
· 1
p2
− p

p2 + 1
+

1

p2 + 1
+
1

4
· p

p2 + 4
− 1
4
· 1

p2 + 4
− 1

p2 + 1
=

=
3

4
· 1
p
− 3
4
· 1
p2
− p

p2 + 1
+ +
1

4
· p

p2 + 4
− 1
4
· 1

p2 + 4
.

y(t) =
3

4
− 3
4
t− cos t+ 1

4
cos 2t− 1

8
sin 2t.

îÁÊÄ�ÅÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÄÌÑ Z(p).

Z(p) =
p

p2 + 1
,

p

p2 + 1
→ cos t, z(t) = cos t.

éÔÁË, ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ:

x(t) = 3
4 − 34t− 34 cos 2t+ 38 sin 2t,

y(t) = 3
4 − 34t− cos t+ 14 cos 2t− 18 sin 2t,

z(t) = cos t.



20 ôÁÂÌÉÃÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÉÈ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏ×

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ:
149)

{

x′ + y = 0,
y′ + x = 0,

x(0) = 1, y(0) = −1.

150)
{

x′ + x = y + et,

y′ + y = x+ et,
x(0) = y(0) = 1.

151)
{

x′ − y′ − 2x+ 2y = 1− 2t,
x′′ + 2y′ + x = 0,

x(0) = y(0) = x′(0) = 0.

152)
{

x′′ − 3x′ + 2x+ y′ − y = 0,
y′′ − 5y′ + 4y − x′ + x = 0,

x(0) = x′(0) = y′(0) = 0,
y(0) = 1.

153)
{

x′ = −y,
y′ = 2x+ 2y,

x(0) = y(0) = 1.

154)
{

2x′′ − x′ + 9x− y′′ − y′ − 3y = 0,
2x′′ + x′ + 7x− y′′ + y′ − 5y = 0,

x(0) = x′(0) = 1,
y(0) = y′(0) = 0.

155)
{

x′ + y′ − y = et,

2x′ + y′ + 2y = cos t,
x(0) = y(0) = 0.

156)






x′ = −y − z,
y′ = −x− z,
z′ = −x− y,

x(0) = −1, y(0) = 0, z(0) = 1.

157)






x′ = y + z,
y′ = 3x+ z,
z′ = 3x+ y,

x(0) = 0, y(0) = 1, z(0) = 1.

158)






x′ = 2x− y + z,
y′ = x+ z,
z′ = −3x+ y − 2z,

x(0) = 1, y(0) = 1, z(0) = 0.
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ôÁÂÌÉÃÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÉÈ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏ×
éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (p) ïÒÉÇÉÎÁÌ f(t)

1 1
p

1

2 a
p2+a2

sin at

3 p
p2+a2

cos at

4 1
p+α

e−αt

5 α
p2−α2

shαt

6 p
p2−α2

chαt

7 a
(p+α)2+a2

e−at sinαt

8 p+α
(p+α)2+a2

e−at cosαt

9 n!
pn+1 tn

10 2pa
(p2+a2)2 t sin at

11 p2−a2

(p2+a2)2
t cos at

12 1
(p+α)2

te−αt

13 1
(p2+a2)2

1
2a3(sin at− at cos at)

14 n!
(p−α)n+1 tneαt

15 π
2 − arctg

p
a

sinat
t

16 e−α
√

p

√
p

1√
πt
e−

a2

4t

17 1√
p
e−
√

p sin
√
p 1√

πt
sin 12t

18 1√
p
e−
√

p cos
√
p 1√

πt
cos 12t

19 (−1)n dn

dpnF (p) tnf(t)

20 F1(p) · F2(p)
t
∫

0

f1(τ)f2(t− τ) dτ

÷ÅÚÄÅ × ÔÁÂÌÉÃÅ n ∈ N, a ∈ R, α ∈ R.



ïÔ×ÅÔÙ

1) äÁ. 2) äÁ. 3) îÅÔ. 4) äÁ. 5) äÁ. 6) îÅÔ. 7) îÅÔ.

8) äÁ. 9) îÅÔ. 10) äÁ. 11) äÁ. 12) 1
p2
. 13) 3

p2+9
. 14) 1

(p−1)2 .

15) îÅÔ. 16) p+1
p2
. 17) 2−p

p2+1
. 18) p2+2p+2

2p2(p+1)
. 19) 1

p−a
. 20) 4

p2+16
.

21) p
p2+ω2

. 22) 3
p2−9. 23) 2

p(p2+4). 24) m(p2+m2−n2)
(p2+m2+n2)2−4m2n2 . 25) p2+7p

(p2+9)(p2+1) .

26) 2mnp
(p2+m2+n2)2−4m2n2 . 27) 1

8

(

3
p
+ p

p2+16
− 4p

p2+1

)

. 28) p(p2+m2−n2)
(p2+m2+n2)2−4m2n2 .

29) p2+2
p(p2+4). 30) 6

(p2+1)(p2+9). 31) 2ωp
(p2+ω2)2 . 32) p4+16p2+24

p(p2+4)(p2+16). 33) p2−ω2

(p2+ω2)2 .

34) 1
(p−1)2 . 35) 2p

3−6p
(p2+1)3

. 36) 2(p
2+p+1)
(p2−1)2 . 37) 2p

2+4p+8
(p2+4)2

. 38) 6p
(p2−1)2 .

39) 1
p(p2+1)

. 40) p3+p2+pω2−ω2

p(p2+ω2)2
. 41) 4

(p2−1)4 . 42) p2+2ω2

p2(p2+4ω2)
. 43) 1

p2−ω2
.

44) 2
p(p+1)3 . 45) ln p

p−1. 46) ln p+1
p
. 47) 12 ln

√
p2+4

p
. 48) ln

√
p2+1

p
.

49) 1
2
ln p2+4

p2+1
. 50) ln p

p−1. 51) ln
p+1
p−1. 52)

1
(p−2)2+1. 53)

p−m
(p−2)2+1. 54)

3!
(p+1)4

.

55) 1
(p−1)2+1. 56)

p2−2p
(p2−2p+2)2 . 57)

1
2(p−3)− 12

p−3
(p−3)2+4). 58)

1
2(p+α)+

p+α
2[(p+α)2+4β2] .

59) e−bp

p2+1. 60) e−bp

2p +
pe−bp

2(p2+4). 61) e−2p

p−1 . 62) 1
(p−1)(p2+1) . 63) p

(p−2)(p2+1) .

64) 2
p2(p2−1). 65) n!F (p)

pn+1 . 66) 2
p3(p+2) . 67) (t− 1)2. 68) t− 2. 69) et−2.

70) e−3(t−3). 71) e−2t sin t. 72) 1
2

(

e−t − e−3t
)

. 73) 1
2
(sin t − t cos t).

74) 12t sin t. 75) 1− e−t − te−t. 76) 2
√
3
9 e

t
2 sin 3

√
3
2 t. 77) t2

2 + 2e
−t sin t.

78) t−sin t. 79) 16e2t− 115e−t− 110 cos 2t−15 sin 2t. 80) 23e−
t
2

(

2√
3
sin

√
3
2 t− cos

√
3
2 t

)

.

81) e−t(1−t2). 82) 13e
t
2

(

cos
√
3
2 t+

√
3 sin

√
3
2 t

)

−13e−t. 83) 35+
e−2t

5 (4 sin t−3 cos t).
84) (t− 3)e−(t−3). 85) et−1− 1. 86) sin(t− 2) + 2 sin(t− 3) + 3 sin(t− 4).
87) sh(t− 1) + ch 2(t− 2). 88) 14 − 15e−(t−

1

2
)− 1

20 cos 2(t− 12)− 1
10 sin 2(t− 12).

89) (t− 1) + (t− 2)2 + (t− 3)3. 90) 1− cos(t− 13). 91) 14e
t + 5

12e
−3t − 23 .

92) 14(1 − e2t + 2te2t). 93) 18(3e
t − e−3t − 2e−t). 94) t − sin t.

95) 225e
−2t − 2

25 cos t +
14
25 sin t − 15t sin t − 25t cos t. 96) 12(e

−t − te−t − cos t).
97) 12e

t−t−1+ 12(cos t+sin t). 98) 12t2et+tet. 99) 35e
−t sin 2t− 45e−t cos 2t− 15 .

100) 12(1−et cos t+et sin t). 101) 2+ 12(e
−t−cos t+sin t). 102) t2−4t+6−

5e−t−te−t. 103) 2t+ 1
2
(e−t+cos t−sin t). 104) 1

2
t sin t−cos t+sin t. 105) 1

6
t3−

1
2t
2+2t−4+e−t. 106) 35+

2
5e
−t cos 2t+ 15e

−t sin 2t. 107) 12(cos t+ch t)− t−1.
108) 1− 2 cos t. 109) 12(1− e−t cos t− e−t sin t). 110) 14t+cos 2t− 18 sin 2t.

22



ïÔ×ÅÔÙ 23

111) 325 − t
5 − 3

25e
t cos 2t − 4

25e
t sin 2t. 112) e−t − e t

2 cos
√
3
2 t +

1√
3
e

t
2 sin

√
3
2 t.

113) −1− 12(sin t+cos t+e−t). 114) 12e
t+ 32 sin t+

1
2 cos t−1. 115) ch t− 12t2−1.

116) 2+ 12(e
t+sin t− cos t). 117) et(1− t+ 12t2)−1. 118) −32 sin t− 12t cos t.

119) 2e−t+ te−t+ t−2. 120) 13e−t− 13e
t
2 (cos

√
3
2 t−3

√
3 sin

√
3
2 t). 121) −14et−

3
4e
−t− 12 sin t. 122) 12et− 56e−t+ 13e

t
2 cos

√
3
2 t+

1√
3
e

t
2 sin

√
3
2 t. 123) cos t− t cos t.

124) 2+ t− 12 cos t+ 12tet − 32et. 125) 1− 2225e−t− 65te−t− 3
25 cos 2t+

4
25 sin 2t.

126) t
4
sin 2t + 1

12
(cos 2t − cos 4t). 127) tet − et + cos t + 2 sin t − 2t cos t.

128) et( t
2

2 −t+1). 129) 2t−3+3e−t− 15(sin 2t−2 cos 2t+2e−t). 130) 4t+3−2et.

131) e2t − et − tet. 132) 3et − 3 − 2t − t2 − t3

3 . 133) 14e
t(t2 − 3t +

3
2) +

1
3e

t
2

(√
3 sin

√
3
2 t− cos

√
3
2 t

)

− 1
24e
−t. 134) 49 sin 2t − 59 sin t − 1

3t cos 2t.

135) a
2n2 [sinnt cosα−nt cos(nt+α)]. 136) 16t2− 49t+ 3554−e−t+ 12e

−2t− 4
27e
−3t.

137) − t
24[3t cos t+ (t

2 − 3) sin t]. 138) 1
β
eαt sin βt. 139) 13 sin t− 16 sin 2t.

140) 110e
2t−12+25 cos t15 sin t. 141)

γ
2 t
2+(1−γ)t+(γ−1)+(12−γ)e−t+12(cos t−sin t).

142) 8380 ch 2t − 1
10 cos t +

1
16 cos 2t. 143) et(cos t + sin t − 1

2) +
1
2e
−3t.

144) 13e
− t
2

(

cos
√
3
2 t+

√
3
3 sin

√
3
2 t

)

+ 13(t− 1)et. 145) 14(t
2 sin t+ t cos t− sin t).

146) 29[e
t−e−2t(3t+1)]. 147) 1−e−t( t

2

2 + t+1). 148) 1− 13e−t− 23e
t
2 cos

√
3
2 t.

149) x(t) = et, y(t) = −et. 150) x(t) = et, y(t) = et. 151) x(t) =
2(1−e−t−te−t), y(t) = 2−t−2e−t−2te−t. 152) x(t) = 1

4(e
t−e3t+2te3t), y(t) =

1
4(5e

t − e3t − 2te3t). 153) x(t) = et(cos t − 2 sin t), y(t) = et(cos t + 3 sin t).

154) x(t) = 1
3(e

t+2 cos 2t+sin 2t), y(t) = 2
3(e

t−cos 2t− 12 sin 2t). 155) x(t) =
et− 1134e4t− 317 cos t+ 517 sin t− 12, y(t) = −23et+ 2251e

4t+ 417 cos t− 117 sin t. 156) x(t) =
−et, y(t) = 0, z(t) = et. 157) x(t) = 2

5
(e3t−e−2t), y(t) = 1

5
(3e3t+2e−2t), z(t) =

1
5
(3e3t + 2e−2t). 158) x(t) = 2− e−t, y(t) = 2− e−t, z(t) = 2e−t − 2.


