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В веден ие. 
 
Кру г  в оп росов , рассм атри в а емы х в  п редла г а емом  

лабораторн ом  п рак т и к у ме, в к лючает  в  себя раскры т и е п он ят и й и  
методов  м а тем а т и ческ ог о модели ров а н и я соц и альн о –  
эк он ом и ческ и х си стем  и  п роц ессов . Рассм атри в ают ся бала н сов ы е 
модели  в  ста т и ческ ой п ост а н ов к е, одн оф а к торн ы е и  
м н огоф а к торн ы е модели  регресси и , модель част и чн ог о ры н очн ого 
рав н ов еси я –  п а у т и н ообразн ая модель. Кроме тог о, в  
лабораторн ы й п рак т и к у м  в к лючен ы  т а к и е п ри к ладн ы е модели , к а к  
модель ф орм и ров а н и я п рои зв одст в ен н ой ф у н к ц и и , модель ф и рмы  
и  модель п отреблен и я. 

Подробн о, н а  п ри мере к он кретн ог о задан и я п о к а ждой т еме, 
оп и са н а  п оследов а тельн ость п ров еден и я расчет ов  п о 
ф орм и ров а н и ю эк он ом и к о –  м а тем а т и ческ ой модели . Д ля 
самостоятельн ой работ ы  ст у ден тов  п реду смотрен ы  ла бораторн ы е 
задан и я. 

Цель лаборат орн ого п рак т и к у м а  –  закреп лен и е зн а н и й п о 
теори и  и  п ра к т и ческ ом у  и сп ользов а н и ю м атем а т и ческ и х моделей 
в  слож н ы х эк он ом и ческ и х расчетах и  в ыработ к а  н а в ы к ов  
п ров еден и я расчетов  с и сп ользов а н и ем  элек трон н ы х т абли ц  
EXCEL в  среде  WINDOWS. 

 
1. О сн овн ые операции матричн ой алгебры в EXCEL 

 
При в еден н ы е н и ж е у п ра жн ен и я п редла г аются ст у ден т ам  для 

самостоятельн ог о в ы п олн ен и я с ц елью п ов торен и я и  закреп лен и я 
н а в ы к ов  работы  с т абли чн ы м  п роц ессором  EXCEL п ри  
в ы п олн ен и и  осн ов н ых оп ерац и й м атри чн о-в ек торн ой алг ебры .  
 

1. Д ля м атри ц ы  А=

















−− 325
436
752

 н а йт и  ее оп редели тель A , 

обрат н у ю м атри ц у  1A− , п рои зв еден и е 1A*A −  и  A*A 1− . 
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2. Д ля м атри ц  С=

















213
210
121

 и  D=

















−
−

121
011
132

  н айт и  C , D ,  

DCCD  и  п ров ери ть сп ра в едли в ость рав ен ст в а : 

.)DC(C*DD*C)CD( 111111 −−−−−− ===  

3. Вычи сли ть D=ABC-3E,  г де А=















 −

401
210
321

,  В=

















3
2
1

,  

С=[ ]502 . 

4. Вычи сли ть D= 2' C)AB( − , г де А= 







501
243

,  В=

















50
31
02

, 

С= 







40
30

. 

5. Вычи сли ть м атри ц у  В= ,A)A(*11 ''1 +−  г де 

А=

















−
−−

−

132
111

142
. 

 
6. Найт и   ,EC*BA*AX 1 ++= −  если  

















−

−
=

111
012
111

A  ,   

















−

−
=

211
543
150

B ,  

















−
−=
357
121

123
C  

7. Предп ри ят и е п рои зв оди т  п роду к ц и ю трех в и дов  и  и сп ользу ет  
сырье дв у х т и п ов . Нормы  затра т  сырья н а  еди н и ц у  п роду к ц и и  

к аж дого в и да  задан ы  м атри ц ей А= 







431
312

. Ст ои мость 

еди н и ц ы  сырья к а ждого т и п а  зада н а  м а три ц ей В=[ ]1510 . 
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Как ов ы  общ и е за траты  п редп ри ят и я н а  п рои зв одст в о 100 
ед.п роду к ц и и  1-г о в и да , 200 ед. п роду к ц и и  2-г о в и да  и  150 ед. 
п роду к ц и и  3-г о в и да? 

 
8 .О бу в н ая ф абри к а  сп ец и али зи ру ется п о в ы п у ск у  и здели й трех 
в и дов : са п ог , кроссов ок  и  бот и н ок ; п ри  этом  и сп ользу ет ся сырье 
трех т и п ов : S1, S2, S3. Нормы  расхода  к аж дого и з н и х н а  одн у  
п ару  обу в и  и  объ ем  расхода  сырья н а  1 день задан ы  т абли ц ей: 

 
Нормы  расхода  сырья н а  одн у  

п ару , у сл.ед. 
Ви д сырья 

Са п ог и  Кроссов к и  Бот и н к и  

Расход сырья 
н а  1 день, 
у сл.ед. 

S1 5 3 4 2700 
S2 2 1 1 800 
S3 3 2 2 1600 

 
Найт и  ежедн ев н ы й объ ем  в ы п у ск а  к аж дог о в и да  обу в и , реш и в  
си стем у  у ра в н ен и й методом  обрат н ой м атри ц ы . 
 
2. Э кон омико-математическая модель материальн ого баланса 

производства и распределен ия продукции 
 

 
2.1. При н ц и п и альн ая схем а  межотра слев ог о бала н са  и  осн ов н ы е 

бала н сов ы е соотн ош ен и я. 
 
       Предп олож и м , что эк он ом и ческ ая си стем а  сост ои т  и з n 
вза и мосв язан н ы х отраслей (п редп ри ят и й, эк он ом и ческ и х 
объ ек тов ). Каждая отрасль в ы ст у п а ет  в  роли  п ост а в щ и к а  
п рои зв оди мой ею п роду к ц и и  и  в  роли  п отреби теля п роду к ц и и  
дру г и х отраслей си стемы .   
        Вв едем  обозн а чен и я: 
i - п орядк ов ы й н омер отрасли , п рои зв одящ ей п роду к ц и ю, 
     ( i =1,2,… ,n); 
j- п орядк ов ы й н омер отрасли , п отребляющей п роду к ц и ю, 

      ( =j 1,2,… ,n); 

iX - в алов ой п роду к т  i-ой отрасли  

iY  - к он ечн ы й п роду к т  j-ой отра сли  
 ijx - затраты  п роду к ц и и  i-ой отрасли  н а  п рои зв одст в о п роду к ц и и   
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         j-ой отра сли ; 
 jV - у слов н о-чи ст а я п роду к ц и я j-ой отра сли ; 
        Вся и н ф ормац и я об эк он ом и ческ ой си ст еме п редст а в лен а  в  
т абли ц е: 
О трасли  1 2 …  j …  n И тог о Кон . 

п род. 
Вал. 
п род. 

1 11x  12x   j1x   n1x  ∑
j

j1x  1Y  1X  

2 21x  22x   j2x   n2x  ∑
j

j2x  2Y  2X  

…           
i 1ix  2ix   ijx   inx  ∑

j
ijx  jY  jX  

…           
n 1nx  2nx   njx   nnx  ∑

j
njx  nY  nX  

И тог о ∑
i

1ix

 

∑
i

2ix

 

 ∑
i

ijx

 

 ∑
i

inx

 

∑∑
i j

ijx  ∑
i

iY  ∑
i

iX

 
У слов .-
чи ст ая 
п род. 

1V  2V   jV   nV  ∑
j

jV    

Валов ой 
п род. 

1X  2X   jX   jX  ∑
j

jX    

 
       О сн ов н ые ба ла н сов ые соотн ош ен и я: 

1. ,xYX
n

1j
ijii ∑

=
+=       n,...,2,1i =                                      (1) 

- бала н с между  п рои зв одст в ом  и  п отреблен и ем . 

2. ,xVX
n

1i
ijjj ∑

=
+=      n,...,2,1j =                                     (2) 

- стои мост н ая стру к т у ра  п роду к ц и и  j-ой отрасли . 

3. ∑∑
==

=
n

1j
j

n

1i
i VY  (3) 

- рав ен ст в о су ммарн ого к он ечн ого п роду к т а  и  су ммарн ой у слов н о-    
  чи стой п роду к ц и и . 
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4. ∑ ∑
= =

n

1i

n

1j
ijx  

- п ромеж у т очн ы й п роду к т  эк он ом и ческ ой си стемы . 
 

2.2.  Построен и е м а тем а т и ческ ой модели  
 
       Вв едем  в  рассмотрен и е коэффициен ты прямых з атрат и ли  
техн ологические коэффициен ты, рассчи т а н н ы е п о ф орм у ле: 
       ,jijij X/xa =                    n,...,2,1j,i =  (4) 

Коэф ф и ц и ен ты  ija  п ок азы в ают , ск олько еди н и ц  п роду к ц и и    
i-ой отрасли  н еп осредст в ен н о затрачи в ает ся в  к ачест в е средст в  
п рои зв одст в а  н а  в ы п у ск  еди н и ц ы  п роду к ц и и  j-ой отрасли . 

И сп ользов а н и е к оэф ф и ц и ен тов  п рямы х затрат  п озв оляет  
п редста в и ть зап и сь ба ла н са  (1) в  в и де: 

,XaYX
n

1j
jijii ∑

=
+=         n,...,2,1i =  (5) 

Е сли  в в ест и  следу ющ и е обозн ачен и я: 
 



















=

nn2n1n

n22221

n11211

a...aa
............

a...aa
a...aa

A ,   



















=

n

2

1

X
...

X
X

X ,   


















=

n

2

1

Y
...
Y
Y

Y ,   

то си ст ем у  (5) мож н о зап и са ть в  м атри чн о-в ек торн ой ф орме: 
XYAX =+ . (6) 

Си стем а  у ра в н ен и й межотраслев ог о ба ла н са  яв ляется 
отражен и ем  реальн ых эк он ом и ческ и х п роц ессов , в  к оторы х 
содерж ательн ы й смы сл мог у т  и меть ли ш ь н еотри ц а тельн ые 
зн ачен и я в алов ы х в ы п у ск ов . Т а к и м  образом , в ек тор в а лов ой 
п роду к ц и и  состои т  и з н еотри ц а тельн ы х к ом п он ен тов  и  н азы в а ется 
н еотри ц а тельн ы м : 0X ≥ . Вст ает  в оп рос, п ри  к а к и х у слов и ях 
эк он ом и ческ а я си стем а  сп особн а  обесп ечи ть п оложи т ельн ы й 
к он ечн ы й в ы п у ск  п о в сем  отраслям . О т в ет  н а  эт от  в оп рос св язан  с 
п он ят и ем  п роду к т и в н ост и  м атри ц ы  к оэф ф и ц и ен тов  п рямых 
м атери альн ых за трат . Доста точн ы м  п ри зн а к ом   п роду к т и в н ост и  
м атри ц ы  А яв ляется огран и чен и е н а  в ели чи н у  ее н ормы , т .е. н а  
в ели чи н у  н а и больш ей и з су мм  элемен тов  м атри ц ы  А в  к аж дом  
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столбц е. Е сли  н орма  м атри ц ы  А строг о меньш е еди н и ц ы , то эта  
м атри ц а  п роду к т и в н а . 

У слов и е о том , что ija  п остоян н ы  в  н ек отором  п ромеж у т к е 
в ремен и , охв а ты в ающ ем  к а к  отчетн ый, т а к  и  п ла н и ру емый п ери о-
ды , п озв оляет  реш а ть задачу , зак лючающ у юся в  том , чт обы  н а  
базе дан н ы х об и сп олн ен и и  ба ла н са  за  п редш ест в у ющ и й 
(отчетн ы й) п ери од оп редели ть дан н ы е н а  п ла н и ру емы й п ери од. 

Эт а  задача  может  бы ть п ост а в лен а  в  трех в ари а н т ах. 
Перв ы й в ари а н т :  п о зада н н ы м  в а лов ы м  у ров н ям  п рои зв одст в а  
в сех отраслей (зада н  в ек тор X ) оп редели ть объ емы  в ы п у ск а  
к он ечн ой п роду к ц и и  (в ек тор Y ). В эт ом  слу чае си ст ем у  (6) 
у добн о зап и са ть в  в и де: 

.X*AXY −=  (7)  
Второй  в ари а н т :  п о задан н ы м  у ров н ям  к он ечн ой п роду к ц и и  
отра слей (в ек тор )Y  оп редели ть объ емы  в алов ой п роду к ц и и  
(в ек тор )X . В этом  слу чае си стем а  (6) п ереп и сы в ает ся в  в и де: 

,Y*)AE(X 1−−=  (8) 
г де E - еди н и чн а я м атри ц а  размерн ост и  n; 
      1)AE( −− - обрат н а я м а три ц а  к  м атри ц е AE − . 
Элемен ты  эт ой м а три ц ы  есть коэффициен ты полн ых 
материальн ых затрат, п ок азы в ающ и е, ск олько в сег о н у ж н о 
п рои зв ест и  п роду к ц и и   i-ой отрасли , чтобы  п олу чи ть еди н и ц у  
к он ечн ой п роду к ц и и  j-ой отра сли . И сходя и з т ог о, чт о кроме 
п рямы х затрат   су щест в у ют  к осв ен н ы е затраты  той и ли  и н ой 
п роду к ц и и  н а  п редш ест в у ющ и х ста ди ях п рои зв одст в а , и меет  
мест о следу ющ ее оп ределен и е:  коэффициен том полн ых 
материальн ых затрат н азы в а ется су мм а  п рямы х и  к осв ен н ы х 
за трат  п роду к ц и и . 
Трет и й в ари а н т :  п о отдельн ы м  отраслям  задаются у ров н и  в алов ой 
п роду к ц и и , п о дру г и м  - у ров н и  к он ечн ог о п роду к т а  (в  су мме 
чи сло задан н ы х в ели чи н  рав н о n). Требу ется оп редели ть зн ачен и я 
ост альн ы х n п еремен н ых. В эт ом  слу чае расчет  н еи зв ест н ы х 
осу щест в ляется п о к омби н и ров а н н ой схеме: 
       )X*AY(*)AE(X 2121

1
111 +−= −  (9) 

       ,X*AX*)AE(Y 1212222 −−=  (10) 
г де  21 X,Y  - в ек т оры  задан н ы х у ров н ей к он ечн ог о и  в алов ог о     
                       п роду к тов ; 
       21 Y,X  - в ек торы  и ск омы х у ров н ей в алов ог о и  к он ечн ого  
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                       п роду к тов ; 
               ikA ,        2,1k,i =   - блок и  разби ен и я м атри ц ы     
                                             к оэф ф и ц и ен тов  п рямы х за трат  А. 
 

2.3. При мер и  п орядок  в ы п олн ен и я ла бораторн ого зада н и я 
 

Расп ола г ая следу ющ и м и  дан н ы м и  об эк он ом и ческ ой си ст еме, 
состоящ ей и з трех эк он ом и ческ и х объ ек тов :  1P - 
п ромы ш лен н ость, 2P - сельск ое хозяйст в о, 3P - тран сп орт : 
О тра сли  1P  2P  3P  ∑  Y  X  

1P  20 50   200 300 

2P  10 0 40   500 

3P  0    240  

∑     310   
V   390     
X        

 
Требу ется: 
1. За в ерш и ть соста в лен и е бала н са . 
2. Рассчи т а ть м атри ц у  к оэф ф и ц и ен т ов  п рямы х затрат , п олн ы х 
затрат , к осв ен н ы х затрат . 

3. Рассчи т а ть в а лов ы е в ы п у ск и  1-ой и  2-ой отраслей и  к он ечн ы й 
п роду к т  3-ей отрасли  н а  п ла н и ру емы й п ери од п ри  у слов и и  
у в ели чен и я  к он ечн ог о п роду к т а  п ерв ы х дв у х отраслей н а  3%, 
оста в и в  без и змен ен и я объ ем  в алов ог о п роду к т а  3-ей отрасли . 

4. Рассчи т а ть н ов у ю п рои зв одст в ен н у ю п рогра мму  к а ждой 
отрасли . 

 Порядок  в ы п олн ен и я задан и я. 
 
1. Соста в лен и е бала н са . 

1.1. И сп ользу я бала н с между  п рои зв одст в ом  и  п отреблен и ем   

п роду к ц и и  отрасли  1P , н а йдем  ,x
3

1j
j1∑

=
 а  затем  :x13  

100200300YXx 11
3

1j
j1 =−=−=∑

=
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30)5020(100)xx(xx 1211
3

1j
j113 =+−=+−= ∑

=
 

1.2. И сп ользу я бала н с между  п рои зв одст в ом  и  п отреблен и ем   
п роду к ц и и  отрасли  ,P2   н айдем  ,Y2  п редв ари тельн о 

п одсчи т а в  :x
3

1j
j2∑

=
 

45050500xXY

5040010x

3

1j
j222

3

1j
j2

=−=−=

=++=

∑

∑

=

=
 

1.3. И сп ользу я соотн ош ен и е между  элемен т ам и  ст олбц а  ∑ ,  

н айдем  :x
n

1j
j3∑

=
 

16050100310xxxx
j

j2
j

j1
i j

ij
3

1j
j3 =−−=−−= ∑∑∑∑∑

=
 

1.4. И сп ользу я бала н с между  п рои зв одст в ом  и  п отреблен и ем    
                 п роду к ц и и  отрасли  ,P3    н а йдем  :X3   
                   400160240xYX

j
j333 =+=+= ∑  

      1.5.      Вычи сли м  су ммарн ы е затра ты  в сех трех отра слей н а  
  п рои зв одст в о п роду к ц и и  п ерв ой отрасли          

301020x
3

1j
j1 =+=∑

=
 

1.6.  И сп ользу я стои мост н у ю стру к т у ру  п роду к ц и и  отрасли  
,P1  н айдем  ее у слов н о чи ст у ю п роду к ц и ю :V1      

27030300xXV
3

1j
j111 =−=−= ∑

=
  

1.7.  И сп ользу я соотн ош ен и е (3), п олу чи м  у слов н о чи ст у ю 
            п роду к ц и ю отрасли  :P3  

 230390270240450200VVYV 21
3

1j
j3 =−−++=−−= ∑

=
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1.8.   О п редели м  су мм арн ы е за траты  н а  п рои зв одст в о 
            п роду к ц и и  отра слей 2P  и  :P3  

            110390500VXx 22
3

1i
2i =−=−=∑

=
 

            170230400VXx 33
3

1i
3i =−=−=∑

=
 

1.9.  О п редели м  затраты  п роду к ц и и  отрасли  3P  н а  
            п рои зв одст в о п роду к ц и и  2P  и  н а  собст в ен н ы е 
  п рои зв одст в ен н ы е н у жды  : 

            

1004030170xxxx

60050110xxxx

2313
3

1i
3i33

2212
3

1i
2i32

=−−=−−=

=−−=−−=

∑

∑

=

=    

О к он ча тельн о п олу чаем : 
 

О трасли  1P  2P  3P  ∑  Y  X  

1P  20 50 30 100 200 300 

2P  10 0 40 50 450 500 

3P  0 60 100 160 240 400 

∑  30 110 170 310   
V  270 390 230    
X  300 500 400    
 

2. Расчет  м атри ц ы  к оэф ф и ц и ен тов  п рямы х затрат , п олн ы х затрат  и   
    к осв ен н ы х за трат . 
    2.1. Элемен ты  м а три ц ы  к оэф ф и ц и ен т ов  п рямы х затрат  
        рассчи т аем  п о ф орм у ле (4), п олу чи м : 

 
















=

25.012.00
1.00033.0

075.01.0066.0
A  

    2.2. Пров ерк а  у слов и я ∑
i

ija < 1,  j=1,2, … ,n , г ара н т и ру ющ его 

су щ ест в ов а н и е реш ен и я: 
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           1099.0a
i

1i <=∑ ,  ∑ <=
i

2i 122.0a , ∑ <=
i

3i 1325.0a . 

 2.3. Элемен ты  м а три ц ы  п олн ы х затра т  рассчи т аем  п о ф орм у ле 
  ,)AE(A 1* −−=  п олу чи м : 

  
















=

356.1163.0006.0
140.0020.1036.0
124.0122.0076.1

A*  

2.4. Элемен ты  м атри ц ы  к осв ен н ы х затра т  рассчи т аем  п о 
  ф орм у ле AAA *' −= , п олу чи м : 

  
















=

106.1043.0006.0
040.0020.1003.0
049.0022.0009.1

A'  

2. Расчет  в алов ы х в ы п у ск ов  1-ой и  2-ой отраслей и  к он ечн ого  
 п роду к т а  3-ей отрасли . 

3.1. О п редели м  в алов ы е у ров н и  п роду к ц и и  отраслей 21 P,P  н а  
             п ла н и ру емы й п ери од, п редв ари тельн о в ы чи сли в  н ов ы е  
             у ров н и  и х к он ечн ых п роду к тов : 

5.46303.1*450Y
20603.1*200Y

2

1

==

==
 

Расчет  п рои зв едем  п о схеме: 
)XAY(*)AE(X 2121

1
111 +−= − , 

 г де    







=

2

1
1 X

X
X - и ск омы й в ек тор в алов ой п роду к ц и и  отра слей

 ;P,P 21  
      32 XX = - у ров ень в а лов ой п роду к ц и и  3-ей отрасли ; 

    







=

2

1
1 Y

Y
Y - н ов ы й в ек тор к он ечн ой п роду к ц и и   отраслей     

21 P,P ; 
    ikA - блок и  разби ен и я м атри ц ы  A :  

    







=

2221

1211
11 aa

aa
A ;    








=

23

13
12 a

a
A  .  
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  Резу льтаты  расчетов : 







=

8.513
9.307

X1  

3.2. О п редели м  объ ем  к он ечн ого п роду к т а  отрасли  3P  п о 
схеме: 

  ,X*AX*)A1(Y 1213223 −−=  

    г де 







=

2

1
1 X

X
X - в ек тор в алов ой п роду к ц и и  отраслей ,P,P 21  

    н а йден н ы й н а  п реды ду щ ем  ш а г е; 
    2221 A,A - блок и  разби ен и я м атри ц ы  A :   );a,a(A 323121 =     
    3322 aA =  
     Резу льтат  расчета : =3Y 238.3 
4. Расчет  п рои зв одст в ен н ой п рограммы  к аж дой отрасли . 
 Расчеты  п рои зв едем  п о ф орму ле (4), зап и са н н ой в  в и де: 
  jijij X*ax =   (11) 
                             Резу льт ат  расчетов  

 
О трасли  1P  2P  3P  ∑  

1P  20,321 51,380 30 101,701 

2P  10,161 0 40 50,161 

3P  0 61,656 100 161,656 

∑  30,482 113,036 170 313,518 
 

5. Резу льт аты  расчет ов  п .3, 4 п редста в и м  в  бала н се н а      
    п ла н и ру емы й п ери од: 
 
О трасли  1P  2P  3P  ∑  Y  X  

1P  20,321 51,380 30 101,701 206 307,7 

2P  10,161 0 40 50,161 463,5 513,7 

3P  0 61,656 100 161,656 238,3 400 

∑  30,482 113,036 170 313,518 907,8  
V  277,218 400,664 230 907,8   
X  307,7 513,7 400    
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2.4. Задачи  для са мостоят ельн ог о реш ен и я 
 

Задача 1.  О п редели ть н а  п ла н и ру емы й п ери од п рои зв одст в ен н у ю 
п рограмм у  трех гру п п  вза и мосв язан н ы х п редп ри ят и й: гр.1 
в ы п у ск ает  ста н к и , гр.2 - элек тромоторы , г р.3 - мета ллоп рок а т . 
И зв естн о, чт о да н н ы е п редп ри ят и я долж н ы  да ть н ародн ому  
хозяйст в у  15000 ш т . ста н к ов , 77000 ш т . элек тромоторов  и  46000 т . 
п рок а т а . Нормы  расхода  эт и х и здели й для в за и м н ог о  и  
собст в ен н ог о в осп рои зв одст в а  п ри в еден ы  в  т а бли ц е: 
 

Гру п п ы  
п редп ри ят и й 

Прои зв одст в ен н ое п отреблен и е 
   1 (н а  1 ш т .)          2 (н а  1 ш т .)             3 (н а  1 ш т .) 

1 (в  ш т .) 0,03 0,05 0,06 
2 (в  ш т .) 0,02 0,03 0,01 
3 (в  ш т .) 0,01 0,04 0,02 

  
Задача 2.  Расп ола г а я да н н ы м и  об эк он ом и ческ ой си стеме, 
состоящ ей и з четырех эк он ом и ческ и х объ ек тов : 
О бъ ек т ы  1 2 3 4 ∑  Y  X  
1 0 120 30   380 600 
2  80 50 30  430  
3 170 150 10 80   480 
4 160   20  80  
∑  400    1200  2160 
V    330     
X         
1. За в ерш и ть сост а в лен и е бала н са . 
2. Рассчи т а ть м атри ц у  к оэф ф и ц и ен тов  п рямы х затрат , п олн ы х 
затрат , к осв ен н ы х затрат . 

3. Пров ери ть в ы п олн ен и е у слов и я, г аран т и ру ющ его 
су щ ест в ов а н и е реш ен и я. 

4. Рассчи т а ть в алов ой в ы п у ск  н а  н ов ы й ассорт и мен т  к он ечн ого 
п роду к т а  (450, 260, 130, 110). 

5. Рассчи т а ть н ов у ю п рои зв одст в ен н у ю п рограмм у  к аж дого 
эк он ом и ческ ог о объ ек т а . 

 
Задача 3.  В соста в е п и щек омби н а т а  3 осн ов н ы х (1,2,3) и  2 
за готов и тельн ы х (4,5) ц еха . Д ан н ы е о меж ц ехов ы х п оток ах 
п роду к ц и и  и  объ ем ах к он ечн ого в ы п у ск а  в  п редш ест в у ющ и й 
п ла н ов ом у  п ери од п ри в еден ы  в  т абли ц е: 
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№  
ц ехов  

М  е ж  ц  е х о в  ы  е    п  о с т  а  в  к  и  
  1               2              3              4               5 

Кон ечн ы й 
п роду к т  

1 0 50 70 0 0 900 
2 10 0 20 0 0 1500 
3 30 40 0 0 0 1600 
4 270 380 700 10 0 0 
5 350 900 800 0 15 0 

 
Требу ется рассчи т а ть: 
1. Валов ы е объ емы  в ы п у ск а  п роду к ц и и  к аж ды м  ц ехом ; 
2. М атри ц у  к оэф ф и ц и ен тов  п рямы х затра т ; 
3. Пров ери ть в ы п олн ен и е у слов и я, г аран т и ру ющего 
су щ ест в ов а н и е реш ен и я; 

4. М атри ц ы  к оэф ф и ц и ен тов  п олн ы х и  к осв ен н ы х затрат ; 
5. Валов ой в ы п у ск  к аж дого осн ов н ог о ц еха  н а  3 в ари а н т а  
ассорт и мен т н ог о п ла н а  к он ечн ой п роду к ц и и  эт и х ц ехов  в  
п редп оложен и и , чт о объ ем  заготов ок  в  п ла н ов ом  п ери оде 4-г о 
ц еха  у в ели чи тся н а  8%, а  5-г о  - н а  10%: 
I –  у в ели чи ть в ы п у ск  к он ечн ой п роду к ц и и  к аж дог о осн ов н ог о 
ц еха  н а  9%; 
II –  у в ели чи ть в ы п у ск  к он ечн ой п роду к ц и и  1-г о ц еха  н а  10%,  
2-г о –  н а  7%, 3-г о –  н а  12 %; 

     III–  у в ели чи ть в ы п у ск  к он ечн ой п роду к ц и и  1-г о и  2-г о ц ехов  н а      
15%, а  3-г о н а  10% у меньш и ть; 

6. Д ля III в ари а н т а  рассчи т а ть п рои зв одст в ен н у ю п рогра мм у  
к аж дого ц еха . 

 
Задача 4.  У слов н о эк он ом и к а  разделен а  н а  4 сек т ора : 1 - отра сли , 
п рои зв одящ и е средст в а  п рои зв одст в а  (гру п п а  А), 2 - отрасли , 
п рои зв одящ и е п редметы  п отреблен и я (гру п п а  Б ), 3 - сельск ое 
хозяйст в о, 4 - п рочи е отрасли . М ежотраслев ы е п оток и  в  
п редш ест в у ющ ем  п ла н ов ом  п ери оде п ри в еден ы  в  т абли ц е: 
 

             О трасли      п отребляющ и е О трасли  
п рои зв одящ и е Гру п п а  А Гру п п а  Б     С/х Прочи е 

КоКон ечн ы й 
п рп роду к т  

Гру п п а  А 96 17 9 40 318 
Гру п п а  Б  24 34 6 30 76 
Сельск ое х-в о 48 8,5 6 20 67,5 
Прочи е отр. 96 17 15 10 62 
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Требу ется: 
1. По дан н ы м  и сп олн ен н ог о бала н са  рассчи т а ть: 
    1.1. О бъ емы  в алов ой п роду к ц и и , в ы п у щ ен н ы е к аж дой отра слью; 
    1.2.  М а три ц у  к оэф ф и ц и ен тов  п рямы х затра т ; 
    1.3.  Пров ери ть в ы п олн ен и е у слов и я, г аран т и ру ющ его     

су щ ест в ов а н и е реш ен и я. 
2. Д ля п ла н ов ог о п ери ода  в ы чи сли ть: 
    2.1.  М а три ц у  к оэф ф и ц и ен тов  п олн ы х затрат ; 
    2.2.  М а три ц у  к оэф ф и ц и ен тов  к осв ен н ы х затрат ; 

2.3. Валов ы й в ы п у ск  к аж дой отрасли  для трех в ари а н тов  п ла н а  
в ы п у ск а  к он ечн ой п роду к ц и и :   
I –  у в ели чи ть в ы п у ск  к он ечн ой п роду к ц и и  в  к аж дой 
отрасли  н а  5%; 
II –  у в ели чи ть в ы п у ск  к он ечн ой п роду к ц и и  1-ой отрасли  н а  
4%, 2-ой –  н а  6%, 3-ей –  н а  7%, 4-ой –  н а  6%; 
III–  у в ели чи ть в ы п у ск  к он ечн ой п роду к ц и и  1-ой отрасли  н а  
4%,  2-ой отрасли  –  н а  6%, 3-ей –  н а  7%, 4-ой –  н а  6%; 

2.4. Рассчи т а ть межотра слев ы е п ост а в к и , обесп ечи в ающ и е 
ассорт и мен т  в ы п у ск а  к он ечн ой п роду к ц и и  п о 2-м у  
в ари а н т у . 

 
3. М одели регрессион н ого ан ализа 

 
Регресси он н ы м и  н азы в ают  модели , осн ов а н н ы е н а  у ра в н ен и и  

регресси и , и ли  си стеме регресси он н ы х у ра в н ен и й, св язы в ающ и х 
в ели чи н ы  эн доген н ы х (в ы ходн ы х, зав и си мых) и  экзоген н ы х 
(в ходн ы х, н езав и си мы х) п еремен н ы х. 

Разли чают  у ра в н ен и я п арн ой (одн оф а к торн ой) и  
м н ожест в ен н ой (м н огоф а к торн ой) регресси и . 

 
3.1. О дн оф а к торн ы е регресси он н ы е модели . 

 
Эт и  модели  отраж ают  вза и мосв язь п ок азат еля тольк о с одн и м  

ф а к тором . В общем  слу чае одн оф а к торн у ю регресси он н у ю модель  
мож н о п редст а в и ть в  в и де: 

iii E)A,x(fy +=  , n,...,1i =  (1) 
г де:  iy - зн ачен и е модели ру емог о п ок азат еля в  i - ом  п ери оде; 

 ix - зн ачен и е ф а к тора  в  i - ом  п ери оде; 
 A- п остоян н ы е к оэф ф и ц и ен ты  (п ара метры  модели ); 
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 iE - слу ча йн ая в ели чи н а , п редста в ляюш а я собой т у  часть    
в ари а ц и и  п ок азателя iy , к оторая н е объ ясн яется 
соот в етст в у ющ и м и   и змен ен и ям и  ф а к тора  ix ; 

 n- к оли чест в о п ери одов , за  к оторы е рассм атри в ают ся дан н ы е. 
Ч ем  н и ж е у ров ень в озмож н ых зн ачен и й слу чайн ой в ели чи н ы  Е , 
тем  точн ее оп и сы в ается п роц есс в за и модейст в и я ф а к т ора  х с 
п ок азателем  у . Поэтом у  п араметры  регресси он н ой модели  
н аходятся и з у слов и я м и н и м и за ц и и  су ммы  к в адратов  от к лон ен и й: 

∑ →−=
i

2
ii min))A,x(fy(S   (2) 

Важн ым  момен том  п ри  п остроен и и  регресси он н ых 
за в и си мост ей яв ляется в ы бор ф у н к ц и и  f, задающ ей к он кретн у ю 
ф орм у  св язи . Как  п ра в и ло, п ри  в ы боре н а и более п ри емлемой 
ф ормы  св язи  п ри бег ают  к  сов мест н ом у  п ри мен ен и ю методов , 
и сп ользу ющ и х эм п и ри ческ и й и  лог и ческ и й п одход. 

Эм п и ри ческ и й п одход п редп ола г ает  дет альн ы й а н али з 
и сходн ы х дан н ы х п у тем  граф и ческ ого п редста в лен и я зав и си мост и  
у  от  х в  в и де лом ан ой ли н и и , а  т а к ж е п остроен и я ряда  п робн ы х 
за в и си мост ей и  в ы бора  т ой и з н и х, к оторая обесп ечи в ает  
требу емы й у ров ень точн ост и , обладает  н еобходи мы м  н абором  
св ойст в . На п ри мер, если  есть осн ов а н и е счи т а ть, чт о п ри рост  
п ок азателя п рои сходи т  п роп орц и он а льн о и змен ен и ям  ф а к тора , то 
в  к ачест в е регресси он н ой модели  в ы би рают  ли н ейн у ю: 

i10i xaaŷ += , n,...,1i =  (3) 
здесь −iy  теорет и ческ ое зн ачен и е резу льтат и в н ог о п ри зн а к а , 
п олу чен н ое п о у ра в н ен и ю регресси и . 
        Параметр 1a  н азы в а ется коэффициен том регрессии. О н  
п ок азы в ает , н а  ск олько еди н и ц  в   средн ем  и змен яется п ок азатель, 
если  ф а к тор и змен и лся н а  еди н и ц у . 

Т есн от а  св язи  п ок азателя с ф а к тором  оп ределяется 
коэффициен том корреляции: 

,
yxxy

n
1

r
yx

ii

σσ

−
=

∑
  (4) 

г де   yx ,σσ - средн и е к в адрат и ческ и е от к лон ен и я, в ы чи сляемы е 
п о ф орм у лам : 
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,)yy(
1n

1

,)xx(
1n

1

2
iy

2
ix

∑

∑

−
−

=σ

−
−

=σ
 

y,x - средн и е ари ф мет и ческ и е зн ачен и я ф а к тора  х и  п ок аза теля у . 
Ч ем  бли ж е зн ачен и е к оэф ф и ц и ен т а  к орреляц и и  к  еди н и ц е, 

тем  тесн ее св язь. При  1r =  св язь ф у н к ц и он а льн ая, т .е. 
п рояв ляет ся оп ределен н о и  т очн о в  к аж дом  от дельн ом  слу чае. При  
r=0 ли н ейн ой св язи  н ет . Е сли  r >0, т о за в и си мость п рям ая, то есть 
с ростом  ф а к т ора  растет  п ок азат ель, если  r <0, то зав и си мость 
обра т н ая. 

Вели чи н а  2r н азы в ается коэффициен том детермин ации и  
п ок азы в ает  долю и змен ен и я (в ари а ц и и ) п ок азат еля п од дейст в и ем  
ф а к тора . Зн ачен и е к оэф ф и ц и ен т а  детерми н а ц и и  н аходи тся в  
п ределах от  0 до 1. Ч ем  бли ж е  2r  к  1, тем  в ари а ц и я и зу чаемого 
п ок азателя в  больш ей мере харак т ери зу ется в ли ян и ем  ф а к тора . 

Проц еду рой М НК можн о оц ен и в а ть п араметры  и  н ели н ейн ы х 
моделей, к оторы е оп ределен н ы м и  п реобразов а н и ям и  п ри в одятся к  
ли н ейн ом у  в и ду . Е сли , н а п ри мер, в ы дв и г ается г и п отеза  о том , что 
п роц есс хорош о оп и сы в ается эк сп он ен ц и альн ой зав и си мостью: 

ix
10i aaŷ = , n,...,1i =  (5) 

то п у тем  лог ари ф м и ров а н и я ее п ри в одят  к  ли н ейн ом у  в и ду : 
1i0i alnxalnŷln += ,  (6) 

рассчи ты в ают  зн ачен и я 0aln  и  1aln , а  зат ем  п отен ц и ров а н и ем  
эт и х зн ачен и й п олу чают  0a  и  1a . Параметр 1a  и н терп рет и ру ется 
к а к  величин а отн осительн ого роста, п ок азы в ающ ая, в о ск олько 
раз в  средн ем  у в ели чи в ается зн ачен и е п ок азат еля y п ри  и змен ен и и  
ф а к тора  х н а  еди н и ц у . 

Е сли  есть осн ов а н и е п редп ола г а ть, что для модели ров а н и я 
вза и мосв язи  п ок аза теля и  ф а к тора  и сп ользу ется степ ен н ая 
за в и си мость: 

1a
i0i xaŷ = , n,...,1i =  (7) 

ее т а к же лог ари ф м и ров а н и ем  п ри в одят  к  ли н ейн ом у  в и ду : 

i10i xlnaalnŷln += ,  (8) 
рассчи ты в ают  0aln  и  1a , а  затем  п отен ц и ров а н и ем  0aln  
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п олу чают  зн ачен и е п араметра  .a0 Параметр 1a  в  эт ом  слу чае 
п ок азы в ает  п роц ен т  и змен ен и я п ок аза теля y н а  к аж ды й п роц ен т  
и змен ен и я ф а к тора  х. 
 

3.2. М н огоф а к торн ы е регресси он н ы е модели  
 

Эт и  модели  яв ляются обобщен и ем  одн оф а к торн ы х 
регресси он н ы х моделей. О н и  п озв оляют  оц ен и ть степ ень 
сов мест н ог о в ли ян и я н еск ольк и х ф а к т оров  н а  и сследу емы й 
п ок азатель. 

О бщ и й в и д м н огоф а к торн ой модели : 
imii2i1i E)A,x,...,x,x(fy += ,    i=1,2,… ,n (9) 

г де   kix  (к=1,2,… ,m) –  зн ачен и е к -г о ф а к тора  в  i-ом  п ери оде; 
          m –  к ол-в о ф а к торов , в к лючен н ы х в  модель. 

При  п остроен и и  м н огоф а к торн ы х моделей к  п роблеме в ы бора  
ф у н к ц и и  f , задающ ей ф орм у  зав и си мост и , доба в ляет ся п роблем а  
отбора  для в к лючен и я в  модель зн ачи мы х ф а к торов , к отора я 
может  бы ть реш ен а  п ри мен ен и ем  п ош а г ов ы х п роц еду р в к лючен и я 
и  и ск лючен и я ф а к торов . 

Ч а ще дру г и х п ри  м н огоф а к торн ом  модели ров а н и и  
эк он ом и ческ и х п роц ессов  и сп ользу ется ли н ейн ая ф у н к ц и я: 

mimi22i110i xa...xaxaaŷ ++++= , (10) 
Параметры  ia н аходят  и з у слов и я м и н и м у м а  су ммы  к в адра тов  
отк лон ен и й. О н и  п редста в ляют  собой коэффициен ты 
абсолю тн ого роста, к а ждый и з к от оры х п ок азы в а ет , н а  ск олько 
и змен и тся п ок азатель у  п ри  и змен ен и и  соот в етст в у ющего ф а к тора  
н а  еди н и ц у . 

Стру к т у ра  п арн ы х в за и мосв язей между  ф а к торам и  
оп и сы в ается м атри ц ей п арн ы х к оэф ф и ц и ен тов  к орреляц и и  ,rkj  

 k-j-ы й элемен т  к оторой рассчи ты в ает ся п о ф орму ле: 

,
xxxx

n
1

r
jk

jkjikj
kj σσ

−
=

∑
  (11) 

г де  ;)xx(
1n

1 2
kkik ∑ −

−
=σ  

∑ −
−

=σ 2
jjij )xx(

1n
1

. 
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Т есн от а  ли н ейн ой св язи  между  п ок азателем  у  и  ф а к торам и  

kx  оц ен и в ает ся п о в ели чи н е п арн ы х к оэф ф и ц и ен тов  к орреляц и и : 

,
xyxy

n
1

r
ky

kkii
ok σσ

−
=

∑
  (12) 

г де  .)yy(
1n

1 2
iy ∑ −

−
=σ  

Т есн от а  сов мест н ой св язи  в сег о н абора  ф а к торов  с 
модели ру емы м  п ок азат елем  оц ен и в ается п о в ели чи н е 
мн ож ествен н ого коэффициен та корреляции, к оторый 
в ы чи сляется п о ф орм у ле: 

,r...rrR omm022011 β++β+β=  (13) 

г де  )m,...,1k(,k =β - т а к  н азы в аемы е бета -к оэф ф и ц и ен ты , 

,a

y

xk
k σ

σ
=β  к оторые п озв оляют  срав н и ть между  собой ф а к торы  

п о степ ен и  и х в ли ян и я н а  п ок азатель у  п ри  у чете вза и модейст в и я 
между  сам и м и  ф а к торам и . 

Вели чи н а  2R  н азы в а ется совокупн ым коэффициен том 
детермин ации и  п ок азы в ает  долю в ари а ц и и  резу льтат и в н ог о 
п ри зн а к а  п од в оздейст в и ем  ф а к торн ы х п ри зн а к ов . 

При  оц ен к е п араметров  регресси и  н ели н ейн ы х моделей 
эк сп он ен ц и а льн ог о и  степ ен н ог о т и п ов  п редв ари тельн о, к а к  и  в  
слу чае одн оф а к т орн ой регресси и , п ри в одят  ф у н к ц и ю вза и мосв язи  
оп ерац и ей лог ари ф м и ров а н и я к  ли н ейн ом у  в и ду . 

 
3.3. О ц ен к а  к ачест в а  регресси он н ы х моделей. 

 
О  к ачест в е моделей регресси и  можн о су ди ть п о зн ачен и ям  

к оэф ф и ц и ен т а  к орреляц и и  и  к оэф ф и ц и ен т а  детерм и н а ц и и  для 
одн оф а к торн ой модели  и  п о зн ачен и ям  к оэф ф и ц и ен т а  
м н ожест в ен н ой к орреляц и и  и  сов ок у п н ог о к оэф ф и ц и ен т а  
дет ерм и н а ц и и  для моделей мн ожест в ен н ой регресси и . Ф орм у лы  
расчета  эт и х к оэф ф и ц и ен тов  п ри в еден ы  в  п .п . 3.1. и  3.2. Ч ем  
бли ж е абсолютн ы е в ели чи н ы  у к азан н ы х к оэф ф и ц и ен тов  к  1, тем  
тесн ее св язь между  и зу чаемы м  п ри зн а к ом  и  в ы бра н н ы м и  
ф а к торам и  и , следов а тельн о, с тем  больш ей у в ерен н остью мож н о 
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су ди ть об а дек в а т н ост и  п остроен н ой модели , в к лючающ ей в  себя 
н а и более в ли яющ и е ф а к торы . 

Пров ерк а  з н ачимости модели  регресси и  п ров оди тся с 
и сп ользов а н и ем  F- кри тери я Ф и ш ера , расчетн ое зн ачен и е 
к от орого н аходи тся к а к  отн ош ен и е ди сп ерси и  и сходн ого ряда  
н аблюден и й и зу чаемого п ок аза теля и  н есмещ ен н ой оц ен к и  
ди сп ерси и  оста точн ой п оследов а т ельн ост и  для дан н ой модели : 

,
s

s
F 2

ост

2
ост

2
y

расч
−σ

=   (14) 

г де  ,)ŷy(
1mn

1s 2
ii

2
ост ∑ −

−−
=  

−iŷ зн ачен и е и зу ча емого п ок азателя,  в ы чи слен н ое п о         
модели . 

Е сли  расчет н ое зн ачен и е этого кри т ери я со степ ен ям и  
св ободы  n-1 и  n-m-1 больш е т абли чн ого зн ачен и я  кри тери я 
Ф и ш ера  п ри  задан н ом  у ров н е зн ачи мост и , то модель п ри зн ает ся 
зн ачи мой. 

При  п ров ерк е к ачест в а  регресси он н ой модели   ц елесообразн о 
оц ен и ть т а к ж е з н ачимость коэффициен тов регрессии. Эта  
оц ен к а  п ров оди т ся п о t –  ст а т и ст и к е Стьюден т а  п у т ем  п ров ерк и  
г и п отезы  о рав ен ст в е н у лю к -ого к оэф ф и ц и ен т а  регресси и  
(к =1,2,… m). Расчет н ое зн ачен и е t –  кри тери я с чи слом  степ ен ей 
св ободы  n-m-1 н аходят  п о ф орм у ле: 

,
S
at

ka

k=   (15) 

г де  
∑

−−
=

=

,z*E
1mn

1)a(D

,)a(DS

kk
2
ik

ka k

 

 
г де  kkz - ди а г он альн ы й элемен т  ма три ц ы , обрат н ой м атри ц е 
си стемы  н ормальн ы х у ра в н ен и й отн оси тельн о п араметров  модели . 

Это расчетн ое зн ачен и е срав н и в а ется с т абли чн ы м  зн ачен и ем  
кри т ери я Стьюден т а  п ри  задан н ом  у ров н е зн ачи мост и , и  если  он о  
больш е т а бли чн ого зн ачен и я, к оэф ф и ц и ен т  регресси и  счи т ает ся 
зн ачи мы м . В п рот и в н ом  слу ча е соот в ет ст в у ющ и й дан н ом у  
к оэф ф и ц и ен т у  ф а к тор следу ет  и ск лючи ть и з модели , п ри  эт ом  
к ачест в о модели  н е у ху дш и тся. 
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Е сли  (n-m-1), т .е. чи сло степ ен ей св ободы  дост а точн о в ели к о 
(н е мен ее 8-10), то п ри  5% - н ом  у ров н е зн ачи мост и  кри т и ческ ое 
зн ачен и е t –  ста т и ст и к и  п ри бли зи тельн о рав н о 2. М ож н о счи т а ть 
оц ен к у  н езн ачи мой, если  t –  ста т и ст и к а  п о моду лю меньш е 1, и  
в есьма  н адеж н ой, если  моду ль t –  ста т и ст и к и  больш е 3. 

Для а дек в а т н ы х моделей и меет  смы сл ста в и ть задачу  оц ен к и  
и х точн ости. Т очн ость модели  харак тери зу ется в ели чи н ой 
отк лон ен и я в ы хода  модели  от  реальн ого зн ачен и я эк он ом и ческ ого 
п ок азателя. В к ачест в е ста т и ст и ческ и х п ок азателей т очн ост и  
п ри мен яются следу ющ и е: 

средн ее к в адрат и ческ ое от к лон ен и е 

,)ŷy(
mn

1 2
iiE ∑ −

−
=σ   (16) 

средн яя от н оси тельн ая ош и бк а  а п п рок си м а ц и и  

∑
−

= %,100*
y

ŷy
n
1E

i

ii
отн   (17) 

и  дру г и е п ок азат ели . 
 

3.4. При мер и  п орядок  в ы п олн ен и я лабора торн ого задан и я п о 
п остроен и ю одн оф а к т орн ой модели  регресси и  

 
И сследов а н и ем , п ров еден н ы м  в  20 слу чайн о в ы бра н н ы х 

м а г ази н ах, п олу чен ы  следу ющ и е да н н ы е о чи сле п осет и т елей 
м а г ази н ов  и  в ыру чк е в  течен и е дн я: 

 
Номер 
м а г ази н а  

Ч и сло 
п осет и т елей 

Выру чк а , 
у .е. 

1 907 11.20 
2 926 11.05 
3 506 6.84 
4 741 9.21 
5 789 9.42 
6 889 10.08 
7 874 9.45 
8 510 6.73 
9 529 7.24 

10 420 6.12 
11 679 7.63 
12 872 9.43 
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13 924 9.49 
14 607 7.64 
15 452 6.92 
16 729 8.95 
17 794 9.33 
18 844 10.23 
19 1010 11.77 
20 621 7.41 

 
 Построи ть точечн у ю ди а грамм у  зав и си мост и  в ыру чк и  от  

чи сла  п осет и т елей м а г ази н а . Вы дв и н у ть г и п от езу  о в и де ф у н к ц и и  
за в и си мост и . О ц ен и ть п араметры  регресси он н ой модели  и  
п редск аза ть ежедн ев н у ю в ыру чк у  м а г ази н а , к оторый п осетят  600 
п ок у п а телей. 

Порядок  в ы п олн ен и я задан и я 
 

Д а н н ы е, п ри в еден н ы е в  т абли ц е, п редста в и м  в  в и де точечн ой 
ди а г раммы  –  ди а г раммы  рассеи в а н и я, к оторая н а г лядн о 
п ок азы в ает  н а ли чи е ли н ейн ой зав и си мост и  в ыру чк и  от  п родаж и  
п и в а  (y) от  чи сла  п осет и телей ма г ази н а  (х).  С у в ели чен и ем  чи сла  
п осет и телей растет  в ыру чк а  от  п родаж и .  

 

Д и агра м м а  рас с е и в а н и я

0
2
4

6
8

10

12
14

0 500 1000 1500
Ч и с л о  по с е ти те л е й

В
ы
ру
чк
а



Элемен ты  ЭМ М  

 23

1.Рассчи т аем  п араметры  у ра в н ен и я регресси и  
xaay 10 +=   (18)  

с п омощью серв и сн ог о п а к ет а  <А н ализ  дан н ых> (это же мож н о 
сделать с п омощью в строен н ой ф у н к ц и и  ли н ейн ой регресси и ): 

 
1.1. Вв едем  и сходн ы е дан н ы е н а  рабочи й ли ст  EXCEL; 
1.2. Ч ерез <сервис> в ходи м  в  п а к ет  <А н ализ  дан н ых> и  в  ок н е 
“И н стру мен т ы  а н али за” в ы би ра ем  <Регрессия>; 

1.3. В ок н е “в ходн ой и н т ерв ал Y” оп ределяем  гран и ц ы  столбц а  
“Выру чк а , у .е.”; 
в  ок н е “в ходн ой и н т ерв ал X” оп ределяем  гран и ц ы  столбц а  
“Ч и сло п осет и телей”; 

1.4.Резу льт аты  регресси и  бу ду т  в ы да н ы  п од заг олов к ом  “Вы в од 
и тог ов ”: 
 

В Ы В О Д ИТ О Г О В       
       

Р е гре с с и он н а я 
с т а т и с т и ка  

     

М н о ж еств
ен н ый R 

0,95556975      

R-к ва дра т 0,91311355      
Но рмиро в
а н н ый R-
к ва дра т 

0,90828652      

Ста н да рт
н а я 
о ш ибк а  

0,4981085      

На блю де
н ия 

20      

       
Дисперсио н н ый 
а н а лиз 

     

 df SS MS F Зн а чи мос т ь 
F 

 

Регресси
я 

1 46,9346025 46,9346 189,1669 5,45176E-11  

О ста то к  18 4,46601747 0,248112    
Ито го  19 51,40062     

       
 Коэф ф и ц и е

н т ы  
Ст а н да рт
н а я оши бка  

t-
с т а т и с т и

ка  

P-Зн а че н и е  Ни жн и е  95% Верхн и е  
95% 

Y-
пересече
н ие 

2,41766179 0,47771655 5,060871 8,14E-05 1,41401579 3,421307787 

Перемен н
а я X 1 

0,00873875 0,00063537 13,7538 5,45E-11 0,007403887 0,010073616 
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    Перв ая т абли ц а  резу льтатов  –  Регресси он н ая ста т и ст и к а  - дает  
св еден и я о зн ачен и ях м н ожест в ен н ог о к оэф ф и ц и ен т а  
к орреляц и и  (ячейк а  B4), кри тери я детерм и н а ц и и  (R-к в адрат ) 
(ячейк а  B5), н орм и ров а н н ог о к оэф ф и ц и ен т а  детерм и н а ц и и   
(ячейк а  B6), ста н дартн ой ош и бк и  для оц ен к и  Y  (ячейк а  B7) и  
к оли чест в е н аблюден и й. 
Д а лее следу ют  т а бли ц ы  с резу льт ат ам и  Д и сп ерси он н ог о 

а н али за . Перв ая и з н и х содерж и т  св еден и я о зн ачен и ях 
регресси он н ой су ммы  к в адра тов  отк лон ен и й (ячейк а  С12), 
оста точн ой су ммы  к в а дратов  отк лон ен и й (ячейк а  С13), F-
ста т и ст и к и   (ячейк а  Е 12) и  ее зн ачи мост и  (ячейк а  F12). 
Вторая т абли ц а  резу льтатов  ди сп ерси он н ог о а н али за  

содерж и т  оц ен к и  п араметров  регресси и : 
в  строк е Y-п ересеч. –  св ободн ы й к оэф ф и ц и ен т  регресси и  0a  

(ячейк а   B17); 
в  строк е Перемен .–  п араметр 1a  (ячейк а  B18). 
Затем  следу ют  ст а н дарт н ы е зн ачен и я ош и бок  для ,a,a 10 t- 

ста т и ст и к а  Стьюден т а , п о к оторой мож н о су ди ть о зн ачи мост и  
к оэф ф и ц и ен тов  регресси и , а  т а к ж е н и ж н и е и  в ерхн и е зн ачен и я 
и н т ерв алов  для к оэф ф и ц и ен т ов  п ри  5%-н ом  у ров н е зн ачи мост и . 

 
Для н а ш и х да н н ы х у ра в н ен и е регресси и  и меет  в и д: 

x00874.04177.2y +=   (19) 
2.О ц ен и м  к ачест в о п остроен н ог о у ра в н ен и я. 

Коэф ф и ц и ен т  00874.0a1 = . Это озн а чает , что п ри  
у в ели чен и и  ф а к тора  х н а  еди н и ц у  ож и даемое зн ачен и е у  
в озраст ет  н а  0,00874 (и ли  можн о ск азать, что ож и даемы й 
п ри рост  ежедн ев н ой в ыру чк и  сост а в и т  0,874 у .е. п ри  
п ри в лечен и и  в  м а г ази н  100 доп олн и тельн ы х п осет и телей). 
Св ободн ы й член  у ра в н ен и я 4177.2a0 = , это –  зн ачен и е у  

п ри  х, рав н ом  н у лю. Поск ольк у  чи сло п осет и телей м а г ази н а , 
ра в н ое н у лю, м алов ероят н о, мож н о и н терп рет и ров а ть 0a  к а к  
меру  в ли ян и я н а  в ели чи н у  ежедн ев н ой в ыру чк и  дру г и х 
ф а к торов , н е в к лючен н ы х в  у ра в н ен и е регресси и . 
Ст а т и ст и ческ ой мерой в ари а ц и и  ф а к т и ческ и х зн ачен и й у  от  

п редск азан н ы х зн ачен и й яв ляется ста н дартн а я ош и бк а  оц ен к и  у . 
Д ля н аш ег о п ри мера  он а  рав н а  0,498. 
Коэф ф и ц и ен т   детерм и н а ц и и  –  доля в ари а ц и и  у , к оторая 

объ ясн яется н еза в и си мой п еремен н ой в  регресси он н ой модели  –  
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ра в ен  0,913. Следов а тельн о, 91,3% в ари а ц и и  ежедн ев н ой 
в ыру чк и  ма г ази н ов  может  бы ть объ ясн ен о чи слом  п ок у п а телей. 
Т олько 8,7% в ари а ц и и  мож н о объ ясн и ть и н ы м и  ф а к торам и , н е 
в к лючен н ы м и  в  у ра в н ен и е регресси и . 
Коэф ф и ц и ен т  к орреляц и и  r=0,956. Бли зость ег о к  еди н и ц е 

св и детельств у ет  о т есн ой п олож и т ельн ой св язи  между  в ыру чк ой 
м а г ази н а  и  чи слом  п осет и телей. 
Для т ог о, чт обы  сделать за к лючен и е о том , что за в и си мость 

объ ем а  в ыру чк и  от  чи сла  п осет и телей ма г ази н а  ста т и ст и ческ и  
су щест в ен н а  н а  5%-н ом  у ров н е зн ачи мост и , следу ет  сра в н и ть 
н а блюдаемое зн ачен и е кри тери я t (он о рав н о 13,75)  с кри тt , 
зн ачен и е к от орого п о т абли ц е расп ределен и я Стьюден т а  рав н о 
2,1. Т а к  к а к  13,75>2,1, то н у лев ая г и п отеза  0H  (ли н ейн ой 
зав и си мост и  н ет ) от в ерг ается в  п ользу  а льтерн а т и в н ой г и п отезы  

1H  (ли н ейн а я зав и си мость есть). 
6.  Регресси он н ая модель может  бы ть и сп ользов а н а  для п рог н оза  
объ ем а  ежедн ев н ой в ыру чк и  ма г ази н а , к от орый п осетят  600 
п ок у п а телей. Д ля этого следу ет  х=600 п одст а в и ть в  
регресси он н ое у ра в н ен и е (19): 

661.7600*00874.04177.2y =+=  
О тсюда , п рог н ози ру ем а я дн ев н ая в ыру чк а  для ма г ази н а  
с 600 п осет и телям и  в  ден ь ра в н а  7,661 у .е. 
Д ля п рог н оза  в аж н о п ом н и ть, что обсу ж дают ся только зн ачен и я 
н езав и си мы х п еремен н ы х, н аходящ и еся в  п ределах от  
н а и меньш его до н а и больш его зн ачен и я ф а к торн ог о п ри зн а к а  и  
и сп ользу емы е п ри  создан и и  модели . Т а к , и з да н н ы х н аш его 
п ри мера  и зв ест н о, чт о чи сло п осет и т елей н аходи тся в  п ределах 
от  420 до 1010, следов а тельн о и  п редск аза н и е ежедн ев н ой 
в ыру чк и  может  бы ть сделан о только для м а г ази н ов  с чи слом  
п ок у п а телей от  420 до 1010 челов ек . 
 

      
3.5. При мер лабора торн ого задан и я п о п остроен и ю 

м н огоф а к торн ой модели  регресси и  
 

По в ы борочн ы м  дан н ым , п редста в лен н ы м  в  т абли ц е, о 
в ыработк е дета лей за  смен у  14  рабочи м и  ц еха  требу ется в ы яв и ть 
за в и си мость п рои зв оди тельн ост и  тру да  (y) от  дв у х ф а к торов : 
в н у три смен н ы х п ростоев  (x1) и  к в али ф и к а ц и и  рабочи х (x2) 
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Порядк ов ы й 
н омер 
рабочего 

Вн у три смен н ы е 
п ростои , м и н .  
         x1 

Кв али ф и к а ц и я 
рабочег о 
(т ари ф н ы й 
разряд),  x2 

Д н ев н ая 
в ыра ботк а  
рабочего, ш т . 
         y 

1 5 3 86 
2 8 4 88 
3 12 5 94 
4 9 4 87 
5 13 5 92 
6 12 6 94 
7 20 2 77 
8 14 4 92 
9 22 2 75 

10 13 5 90 
11 18 3 80 
12 16 3 82 
13 24 2 74 
14 11 4 90 
 

Порядок  в ы п олн ен и я задан и я 
 

1.  Т еорет и ческ и й а н али з и сходн ы х да н н ы х п озв оляет  у ст а н ов и ть 
н али чи е п ри чи н н о-следст в ен н ой св язи  ф а к торн ы х п ри зн а к ов  
(в н у три смен н ы х п рост оев  и  к в али ф и к а ц и и  рабочи х) с 
резу льтат и в н ым  п ок азателем  - п рои зв оди тельн остью тру да  в  
ли н ейн ой ф орме: 

22110 xaxaay ++=  
2.   Д ля оц ен к и  п араметров  регресси он н ой модели  п ров едем  

п оследов а тельн ость дейст в и й, оп и са н н ы х в  п . 3.4.  Замет и м  
п ри  этом , что в  ок н е "Входн ой и н терв ал Х " отмечают ся 
г ран и ц ы  блок а  "Вн у три смен н ые п ростои " и  "Т ари ф н ы й 
разряд".  Полу чи м  у ра в н ен и е регресси и   в и да : 

      21 x23.4x42.09.75y +−=  
3. О ц ен к а  к ачест в а  п олу чен н ог о у ра в н ен и я. 

   Сов ок у п н ы й к оэф ф и ц и ен т  м н ожест в ен н ой к орреляц и и  рав ен  
0,96, что г ов ори т  о доста точн о в ы сок ой степ ен и  св язи  между  
резу льтат и в н ы м  и  дв у мя ф а к т орн ы м и  п ри зн а к ам и . 
     По зн ачен и ю сов ок у п н ог о к оэф ф и ц и ен т а  м н ожест в ен н ой 
детерм и н а ц и и  мож н о г ов ори ть о том , что 92% в ари а ц и и  
п рои зв оди тельн ост и  тру да  обу слов лен о дв у мя а н али зи ру емым и  
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ф а к тора м и . Зн ачи т , в ы бран н ые ф а к т оры  су щест в ен н о в ли яют  
н а  п ок азатель п рои зв оди т ельн ост и  тру да . 
     О бщ ая оц ен к а  адек в а т н ост и  у ра в н ен и я  может  бы ть 
п олу чен а  с п омощью ди сп ерси он н ог о F - кри тери я Ф и ш ера . 
Полу чен н ое зн ачен и е к ри тери я Fрасч.=63,82 . Это  больш е 
соот в етст в у ющего т абли чн ого зн ачен и я. Следов а тельн о, 
у ра в н ен и е регресси и  зн ачи мо и  может  бы ть п ри г одн о для 
п рак т и ческ ог о и сп ользов а н и я. 

 
3.6. Задачи  для са мостоят ельн ог о реш ен и я 

 
Задача 1.  Д ан н ы е оп роса  в осьм и  гру п п  семей о расходах н а  
п роду к ты  п и т а н и я в  зав и си мост и  от  у ров н я доходов  семьи  
п ри в еден ы  в  т абли ц е (чи сла  отн оси тельн ы е в  расчете н а  100 ру б. 
дохода  и  расхода ): 
 
Д оходы  семьи   1,4 3,3 5,5 7,6 9,8 12,0 14,7 18,9 
Расходы  н а  
п роду к ты  п и т а н и я  

1,1 1,4 2,0 2,4 2,8 3,1 3,5 4,0 

 
Требу ется:  
- п редста в и ть да н н ы е т абли ц ы  граф и ческ и ; 
- в ы дв и н у ть г и п отезу  о в и де ф у н к ц и и  зав и си мост и  расходов  н а  
п и т а н и е от  дохода  семьи ; 

- рассчи т а ть  п араметры  модели  регресси и  и  оц ен и ть к ачест в о 
п остроен н ог о у ра в н ен и я; 

- н айт и  к оэф ф и ц и ен т  к орреляц и и  и  к оэф ф и ц и ен т  дет ерм и н а ц и и  
и  п оясн и ть и х эк он ом и ческ и й смы сл; 

- рассчи т а ть теорет и ческ и е зн ачен и я расходов  н а  п и т а н и е  п о 
модели  и  п острои ть граф и к и  ф а к т и ческ и х и  расчетн ы х дан н ы х. 

 
Задача 2.  Резу льта ты  обследов а н и я десят и  ст а т и ст и ческ и  
одн ородн ы х ф и ли алов  ф и рмы  п ри в еден ы  в  т абли ц е (ц и ф ры  
у слов н ы е): 
 
№  ф и ли ала  Прои зв оди тель

н ость тру да  (у ) 
Ф он дов оору же
н н ость (х1) 

Эн ерг ов оору ж
ен н ость (х2) 

1 74 33 56 
2 84 34 58 
3 73 36 67 
4 93 35 70 
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5 56 33 73 
6 71 37 77 
7 117 39 78 
8 111 42 99 
9 135 43 93 

10 125 44 96 
 
Требу ется: 
- п острои ть модель м н ожест в ен н ой ли н ейн ой регресси и  
п рои зв оди тельн ост и  тру да  от  ф а к торов  ф он до- и  
эн ерг ов оору жен н ост и ; 

- оц ен и ть а дек в а т н ость п остроен н ог о у ра в н ен и я; 
- н айт и  к оэф ф и ц и ен т  м н ожест в ен н ой к орреляц и и  и  сов ок у п н ый 
к оэф ф и ц и ен т  детерм и н а ц и и  и  охарак тери зов а ть степ ень 
сов мест н ог о в ли ян и я ф а к торов  н а  п рои зв оди т ельн ость тру да ; 

- рассчи т а ть теорет и ческ и е зн ачен и я п рои зв оди тельн ост и  тру да  
п о модели  и  п острои ть г раф и к и  ф а к т и ческ и х и  расчет н ы х 
дан н ы х. 

 
4. Паутин ообразн ая модель 

 
4.1. М ехан и зм  п остроен и я п а у т и н ообразн ой модели . 

 
Доста точн о п олн ое п редст а в лен и е о том , к а к и м  образом  

п рои сходи т  “н ащ у п ы в а н и е” сост оян и я рав н ов еси я н а  ры н к е 
тов аров , да ет  т а к  н азы в аем ая п а у т и н ообразн ая модель. Е е 
п остроен и е осн ов а н о н а  п редп оложен и и , чт о сп рос и  п редложен и е 
яв ляются ф у н к ц и ями  от  ц ен ы . 

Вв едем  обозн а чен и я: 
c
ty - сп рос в  момен т  в ремен и  t; 
n
ty - п редложен и е в  момен т  в ремен и  t; 

tp  - ц ен а  т ов ара  в  момен т  в ремен и  t. 
Е стест в ен н о счи т а ть, чт о сп рос в  дан н ы й момен т  в ремен и  

за в и си т  от  ц ен ы  в  этот  же момен т  в ремен и : 
bapy t

c
t += , (1) 

а  п редложен и е - от  ц ен ы  в  п редш ест в у ющ и й момен т  в ремен и : 
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dcpy 1t
n
t += − ,  (2) 

то есть и меется за п азды в а н и е в  реак ц и и  п рои зв одст в а  н а  
и змен ен и е ц ен ы . 

Т а к  к а к  с у в ели чен и ем  ц ен ы  сп рос обы чн о п адает , а  
п редложен и е в озрастает , то а  <0, c >0. 

Рав ен ст в о в  к аж ды й момен т  в ремен и  сп роса  и  п редложен и я 

n
t

c
t yy = , (3) 

за в ерш ает  оп и са н и е п а у т и н ообразн ой модели . 

И з соотн ош ен и я (3) лег к о п олу ча ется модель для ц ен ы  в  в и де 
разн остн ог о у ра в н ен и я п ерв ого п орядк а : 

a/)bd(p*a/cp 1tt −+= − , (4) 
Зн ачен и е ц ен ы , п ри  к от ором  у ст а н а в ли в ается рав ен ст в о сп роса  и  
п редложен и я и  к оторое н е п ри в оди т  к  да льн ейш и м  и змен ен и ям  и х, 
обозн ачи м  через *p . Это и мен н о т а  ц ен а , для к оторой в  состоян и и  
рав н ов еси я сп роса  и  п редложен и я сп ра в едли в о соотн ош ен и е: 

a
bdp

a
cp ** −

+= , (5) 

отк у да  п олу чаем  ее зн ачен и е: 

a/c1
p*

−
γ

= ,       г де 
a

bd −
=γ . (6) 

И сследов а н и е п роц есса , оп и сы в аемого моделью, н а  сходи мость 
дает  осн ов а н и е у т в ерждать: 

1. Е сли  1
a
cr <= , то п ри  *

t ppt →∞→ ; 

2. Е сли  1r = , то п ри  tpt ∞→ к олеблет ся ок оло рав н ов есн ого 
    зн ачен и я; 
3. Е сли  1r > , то п ри  ∞→t  ц ен а  бу дет  отк лон яться н а  в се 
    больш у ю в ели чи н у  от  ее рав н ов есн ог о зн ачен и я. 

Граф и ческ и   п роц есс “н ащ у п ы в а н и я “ рав н ов есн ы х ц ен  
хорош о п рои ллюстри ров а н  н а  ри су н к е: 
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4.2.  При мер и  п орядок  в ы п олн ен и я лаборат орн ого зада н и я п о    
расчет у  траек тори и  и змен ен и я ц ен ы , п редложен и я и    

сп роса . 

По дан н ым  т абли ц ы  рассчи т а ть траек тори и  и змен ен и я ц ен ы , 
сп роса  и  п редложен и я и  п острои ть граф и к  дв и ж ен и я ц ен ы  к  
рав н ов есн ом у  состоян и ю: 

 

№  п /п  Цен а  Сп рос Предложен и е 

1 7,50 23,25 10,13 

2 15,38 19,32 12,87 

3 19,25 17,39 14,24 

4 21,12 16,44 14,90 

5 24,21 14,90 15,98 

6 25,53 14,24 16,44 

7 28,25 12,89 17,39 

8 33,75 10,13 19,32 
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Порядок  в ы п олн ен и я задан и я. 

1. Вв едем  и сходн ы е дан н ы е н а  рабочи й ли ст  EXCEL. 

2. О ц ен и м  п араметры  регресси он н ой зав и си мост и  сп роса  от  ц ен ы  
с п омощью п а к ет а  А н ализ  дан н ых и ли  с п омощью в строен н ой 
ф у н к ц и и  ли н ейн ой регресси и . Резу льтат ы  расчета  бу ду т  
следу ющ и е: 
 27p5.0y t

c
t +−=  (7) 

3. О ц ен и м  п араметры  регресси он н ой зав и си мост и  п редложен и я 
от  ц ен ы . Резу льтаты  расчета   бу ду т  следу ющ и е: 

5.7p35.0y 1t
n
t += −  (8) 

4. За п и ш ем  у слов и е рав н ов еси я сп роса  и  п редложен и я: 
5.7p35.027p5.0 1tt +=+− −  (9) 

и ли : 

5.0
5.727p

5.0
35.0p 1tt

−
+

−
= −  (10) 

5. Рассчи т аем  траек т ори и  и змен ен и я ц ен ы , сп роса  и  
п редложен и я: 
а ) н а  св ободн ое п оле рабочег о ли ст а  EXCEL (н а п ри мер, в  
ячейк и  А12 и  А13 ) дв аж ды  в в едем  зн ачен и е п ерв он ачальн ой 
ц ен ы , рав н ой 7,5; 
б) в  ячейк у  А14 в в едем  ф орм у лу  (10) и  ск оп и ру ем  ее в  блок  
А15… А27; 
в ) в  ячейк у  В12 в в едем  ф орм у лу  (7) и  ск оп и ру ем  ее в  блок  
В13… В27; 
г ) в  ячейк у  С12 в в едем  ф орм у лу  (8) и  ск оп и ру ем  ее в  блок  
С13… С27; 
д) в  ячейк и  Д 12 и  Д 13 в в едем  соот в ет ст в ен н о ф орм у лы  (7) и  (8) 
и  п оследн юю и з н и х ск оп и ру ем   в  блок  Д 14… Д27. 

В резу льтате эт и х дейст в и й т а бли ц а  расчетн ы х зн ачен и й т очек  
тра ек тори й бу дет  и меть следу ющ и й в и д: 

Цен а  Т ра ек то рия 
спро са  

Т ра ек то рия 
предло ж ен ия 

Т ра ек то рия движ ен ия к  
ра вн о весн о й цен е 

7,500 23,254 10,124 23,254 

7,500 23,254 10,124 10,124 
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33,771 10,124 19,326 10,124 

33,771 10,124 19,326 19,326 

15,359 19,326 12,877 19,326 

15,359 19,326 12,877 12,877 

28,263 12,877 17,397 12,877 

28,263 12,877 17,397 17,397 

19,219 17,397 14,229 17,397 

19,219 17,397 14,229 14,229 

25,557 14,229 16,449 14,229 

25,557 14,229 16,449 16,449 

21,115 16,449 14,893 16,449 

21,115 16,449 14,893 14,893 

24,228 14,893 15,984 14,893 

24,228 14,893 15,984 15,984 

6.  По да н н ы м , оп и сы в ающ и м  траек тори ю ц ен ы , сп роса  и   
     п редложен и я, п острои м  граф и к  т и п а  XY, н азн ачи в  Х  блок   
     А12… А27, Y1 –  блок  В12… В27, Y2 –  блок  С12… С27, Y3 -  
     блок  Д 12… Д 27. 

Построен н ы й граф и к  бу дет  и меть следу ющ и й в и д : 

0
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движ ен ия к
ра вн овесн ой цен е
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4.3 За дача  для самост оятельн ого реш ен и я.  

По дан н ым  т абли ц ы  п остройте регресси он н ое у ра в н ен и е 
п редложен и я и  а в торегресси он н ое у ра в н ен и е ц ен ы . И сп ользу я 
п ара метры  эт и х у ра в н ен и й, в ычи сли ть п араметры  у ра в н ен и я 
сп роса . О п редели ть рав н ов есн у ю ц ен у . С п омощью п остроен н ы х 
у ра в н ен и й сген ери ров а ть н аборы  дан н ы х и  п острои ть граф и к  
тра ек тори и  “н ащ у п ы в а н и я” рав н ов есн ой ц ен ы . 

 

№  п/п Ц ена в 
момент t 

Ц ена в 
момент t-1 

П редлож ение 

1 - 5 6,74 

2 22,52 22,52 12,87 

3 10,25 10,25 8,58 

4 18,84 18,84 11,58 

5 12,83 12,83 9,48 

6 17,04 17,04 10,95 

7 14,09 14,09 9,92 

8 16,15 16,15 10,64 
 

5. П римен ен ие производствен н ых фун кций  в экон омико-
математическом моделирован ии 

5.1. Пон ят и е п рои зв одст в ен н ой ф у н к ц и и  и  ее осн ов н ы е 
св ойст в а . 

П роизводствен н ой фун кцией н азы в ается ф у н к ц и я в и да  

)X(FY = , (1) 

г де   Y- объ ем  п рои зв одст в а ; 

        )x...,xx(X n,2,1= - в ек тор п рои зв одст в ен н ы х затрат ; 
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ix  - объ ем  за трат  i-г о ф а к тора  п рои зв одст в а ; 
         n –  чи сло ф а к торов  п рои зв одст в а . 
О н а  в ыраж ает  к оли чест в ен н у ю вза и мосв язь п рои зв одст в ен н ы х 
за трат  и  в ы п у ск а  п роду к ц и и . О бы чн о п редп ола г ают , что ф а к торы  
п рои зв одст в а  п ри н адлежа т  эк он ом и ческ ой област и , то есть в се 
н еотри ц а тельн ы , и ли  nRX +∈    

О сн ов н ы е св ойст в а  ПФ : 

1. Е сли  от су тст в у ет  хот я бы  оди н  ф а к тор п рои зв одст в а , то в ы п у ск  
п роду к ц и и  рав ен  н у лю: 

0)x,...,x,0,x,...,x,x(F n1k1k21 =+−  (2) 

2. Е сли  12 XX ≥ , т о 12 YY ≥ . О бы чн о эт о св ойст в о замен яет ся 
у си лен н ы м  в ари а н том . Предп ола г ается, что ПФ  дв аж ды  
ди ф ф ерен ц и ру ема я ф у н к ц и я, т о есть )R(D)X(F n2

+∈  и  в  

эк он ом и ческ ой област и  )R( n
+  в се п ерв ы е част н ые п рои зв одн ы е 

п о за трат а м  н еотри ц а тельн ы : 

0
x
F

i
≥

∂
∂

, n,...,1i =  (3) 

3. Вторые ча ст н ы е п рои зв одн ы е в  nR+  отри ц а тельн ы : 

0
x

F
2
i

2
<

∂
∂

, n,...,1i =  (4) 

Это св ойст в о у т в ерждает  сп ра в едли в ость за к он а  у бы в ающ ей 
п рои зв оди т ельн ост и  ф а к торов . 

4. ПФ  –  одн ородн ая ф у н к ц и я ст еп ен и  α , если  

)x,...,x,x(F)x,...,x,x(F n21n21
αλ=λλλ  (5) 

5.2 При меры  п рои зв одст в ен н ы х ф у н к ц и й 

В эк он ом и к е н а и более часто п ри мен яют ся дв у хф а к т орн ы е 
п рои зв одст в ен н ы е ф у н к ц и и , то есть зав и сящ и е от  дв у х 
п ара метров . Д а ди м  н ек оторы е п ри меры  ПФ . 
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1. Ф у н к ц и я Кобба -Д у г ласа : 
21

21 xAxY αα= ,   10,0A 212,1 =α+α≥αα>  (6) 

2. Л и н ейн ая п рои зв одст в ен н ая ф у н к ц и я (ф у н к ц и я с п олн ы м  
в за и мозамещен и ем  ресу рсов ): 

2211 xaxaY += ,           0aa 2,1 ≥   (7) 

3. ПФ  “затра ты -в ы п у ск ” (ф у н к ц и я с п олн ым  вза и модоп олн ен и ем  
ресу рсов ). 
Эта  ф у н к ц и я яв ляет ся одн ой и з зада н н ы х п роп орц и й, к оторы м и  
для п рои зв одст в а  одн ой еди н и ц ы  в ы п у ск а  оп ределяется 
к оли чест в о затра т  к а ждого в и да : 

)
a
x,

a
xmin(Y

2

2

1

1= ,           0a,a 21 >  (8) 

5.3 При мер и  п орядок  в ы п олн ен и я зада н и я 
п о п остроен и ю ПФ  н а  осн ов е реальн ы х дан н ых. 

Предп олож и м , чт о н еобходи мо оц ен и ть работ у  н ек от орой 
отра сли , если  и зв естен  объ ем  п рои зв одст в а  отрасли  Y, за траты  
тру дов ы х ресу рсов  L и  объ ем  и сп ользу емог о к а п и т ала  К: 

 

№ n/n Y K L 

1 100 100 100 

2 101 107 104.8 

3 112 114 110 

4 122 122 117.2 

5 124 131 121.9 

6 122 138 115.6 

7 143 149 125 

8 152 163 134.2 

9 151 176 139.9 

10 126 185 123.2 



Элемен ты  ЭМ М  

 36

11 155 198 142.7 

12 159 208 147 

13 153 216 148.1 

14 177 226 155 

15 184 236 156.2 

16 169 244 152.2 

17 189 266 155.8 

18 225 298 183 

19 227 335 197.5 

20 223 366 201.1 

21 218 387 195.9 

22 231 407 194.4 

23 179 417 146.4 

24 240 431 160.5 

И сходя и з теорет и ческ и х зн ан и й можем  п редп олож и ть, что 
за в и си мость объ ем а  п рои зв одст в а  от  тру да  и  к а п и т ала  
оп и сы в ается ПФ  Кобба -Д у г ласа . 
       Вы дв и н ем  три  г и п отезы  о п редп ола г аемой зав и си мост и : 
1. βα= L*K*AY , г де 0A,0,0 >>β>α              (9) 

2.  βα= L*K*AY ,    г де 0A,1,0,0 >=β+α>β>α    (10) 
3.  Е сли  обозн ачи ть через λ -т ем п  т ехн и ческ ого п рогресса , то  
     ф у н к ц и я Кобба -Д у г ла сса  п ри мет  в и д: 

βαλ= L*K*AeY t ,   

г де ,0A,1,0,0,0 >=β+α>β>α>λ  t-в ремя                 (11) 
Зада н и е:  н еобходи мо оц ен и ть зн ачен и я п араметров  λβα ,,,A  с 
п омощью ли н ейн ог о регресси он н ог о а н а ли за  и  оп редели ть, к а к ая 
и з г и п отез н а и лу чш и м  образом  отраж ает  эм п и ри ческ и е да н н ы е 
рассм атри в аемой отрасли . 
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Порядок  в ы п олн ен и я задан и я 

1. Пров ерк а  1-ой г и п отезы : 

а ) ПФ  в и да  (9) п ри в едем  к  ли н ейн ому  в и ду  п у тем  
лог ари ф м и ров а н и я:  

LlnKlnAlnYln β+α+=            (12) 

б) обозн ачи в  
,Aln,LlnW,KlnW,YlnZ 021 =β===  

,, 21 β=βα=β  п олу чи м  у ра в н ен и е м н ожест в ен н ой 
регресси и : 

22110 WWZ β+β+β=            (13) 

в ) с п омощью в строен н ой ф у н к ц и и  ли н ейн ой регресси и  и ли  с 
п омощью серв и сн ог о п а к ет а  “Ан али з дан н ы х” оц ен и м  
п араметры  210 ,, βββ :   

=β0 -0,04302 ,     =β1 0,245099,       =β2  0,766056           . 

г ) зап и ш ем  п араметры  1β=α  и  2β=β  и  в ы чи сли м   п ара метр 
А. Для этого н айдем  эк сп он ен т у   от  к он ст а н ты  регресси и  0β  
с п омощью <М астера  ф у н к ц и й>. 

958.0A766.0245.0 ==β=α   

д) рассчи т аем  теорет и ческ и е зн ачен и я объ ем а  п рои зв одст в а  п о 
ф орм у ле: 

766.0245.0* LK958.0Y =  (14) 

е) с п омощью <М астера  ди а грамм> п острои м  гра ф и к и  
ф а к т и ческ и х Y и  теорет и ческ и х *Y  зн ачен и й объ ем а  
п рои зв одст в а  отрасли . 
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Вы в од: п олу чен н ая ф у н к ц и я (14) доста точн о хорош о отраж ает  
реальн ы е дан н ые. Зн ачен и е к оэф ф и ц и ен т а  детерм и н а ц и и  

=2R 0.955 г ов ори т  о хорош ей ф у н к ц и он а льн ой зав и си мост и . 
Кроме тог о, су мм а  =β+α 0.245+0.766=1.11 бли зк а  к  1, 
п оэтом у  мож н о п редп олож и ть, что реальн ая зав и си мость, 
в озмож н о, оп и сы в ается ПФ  Кобба -Д у г ласса . 

Ги п от езы  2 и  3 п ров ери ть самостоятельн о. Д ади м  ли ш ь 
н еобходи мы е к оммен т ари и : 

2. Д ля ф у н к ц и и  Кобба -Д у г ласса , т .к . 1=β+α , мож н о зап и са ть: 
α−αβα == 1L*K*AL*K*AY  (15) 

Сдела в  замен у  п еремен н ых ,
L
KX,

L
YZ ==  п олу чи те: 

α= X*AZ . После лог ари ф м и ров а н и я у ра в н ен и е регресси и  
п ри мет  в и д: 

XlnAlnZln α+=  (16) 

3. Д ля ф у н к ц и и , в  к от орой у чтен  техн и ческ и й п рогресс, п роделать 
те же п реобразов а н и я, что и  для ф у н к ц и и  Кобба -Д у г ласса . В 
резу льтат е п олу чи те: 

αλ= XAeZ t . После лог ари ф м и ров а н и я бу дете и меть 
у ра в н ен и е м н ожест в ен н ой регресси и : 

,tXlnAlnZln λ+α+=  (17) 
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для к оторого оп ределяются п араметры  A,α  и  λ . 
t п ри н и м ает  зн ачен и я от  1 до 24. 

6. М одель фирмы 

6.1. Экон оми к о-м ат ем а т и ческ ая модель задачи  
 
Пу сть п рои зв одст в ен н ая ф и рма  в ы п у ск а ет  оди н  в и д 

п роду к ц и и  и ли  мн ого в и дов , н о в  п остоян н ой стру к т у ре. 
О бозн а чи м  через Х - г одов ой в ы п у ск  ф и рмы  в  н а т у ральн о-
в ещ ест в ен н ой ф орме. Для п рои зв одст в а  п роду к ц и и  ф и рма  
и сп ользу ет  н а стоящ и й тру д L- средн ее чи сло за н яты х в  г од, и  
п рош лы й тру д в  в и де средст в  тру да  К (осн ов н ы е 
п рои зв одст в ен н ы е ф он ды ) и  п редметов  тру да  М  (за трачен н ое за  
г од топ ли в о, эн ерг и я, сырье и  т .п .). 

Пу сть  )x,...,x,x(x n21= - в ек тор-столбец  в озмож н ы х 
объ емов  затрат  разли чн ы х в и дов  ресу рсов . Т огда  техн олог и я 
ф и рмы  оп ределяется п рои зв одст в ен н ой ф у н к ц и ей в и да : 

),x(FX =  (1) 
г де F(x)- дв аж ды  н еп реры в н о ди ф ф ерен ц и ру ем ая ф у н к ц и я и  
м атри ц а  ее в торы х п рои зв одн ы х отри ц а т ельн о оп ределен а . 

Рассмотри м  ф у н к ц и ю п ри бы ли : 
П(х)=рF(x) - Wx, (2) 

г де р –  ц ен а  еди н и ц ы  п роду к ц и и , 
      )W,...,W,W(W n21= - в ек тор-строк а  ц ен  ресу рсов . 
Е сли  н ет  дру г и х огран и чен и й н а  размеры  в ов лек аемы х в  
п рои зв одст в о ресу рсов , кроме ест ест в ен н ог о требов а н и я и х 
н еотри ц а тельн ост и , то задача  н а  м а к си м у м  п ри бы ли  п ри обретает  
в и д: 

[ ]Wx)x(pFmax
0x

−
≥

. (3) 

Это задача  н ели н ейн ого п рогра мм и ров а н и я. Необходи мы м и  
у слов и ям и  ее реш ен и я яв ляются у слов и я Ку н а -Т а к к ера : 

0x)W
x
Fp(x

x
П

,0W
x
Fp

x
П

=−
∂
∂

=
∂
∂

≤−
∂
∂

=
∂
∂

 (4) 

Е сли  в  оп т и м альн ом  реш ен и и  и сп ользов а н ы  в се в и ды  ресу рсов , 
т .е. 0x* > , то у слов и я (4) п ри н и м ают  в и д: 
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n,...,1j,W
x
x(Fp

и ли

,W
x

)x(Fp

j
j

*)

*

==
∂

∂

=
∂

∂

 (5) 

т .е. в  оп т и ма льн ой точк е стои мость п редельн ого п роду к т а  да н н ог о 
ресу рса  долж н а  рав н яться ег о ц ен е. 

Е сли  рассм атри в а ть задачу  н а  м ак си м у м  в ы п у ск а  п ри  
задан н ом  объ еме и здержек  С : 

)x(Fmax
0x

CWx
≥
≤

, (6) 

то это задача  н ели н ейн ого п рограмм и ров а н и я с одн и м  ли н ейн ы м  
огран и чен и ем  и  у слов и ем  н еотри ц а тельн ост и  п еремен н ы х. Д ля ее 
реш ен и я в н ачале строи м  ф у н к ц и ю Л а гран ж а : 

)WxC()x(F),x(L −λ+=λ , 
а  зат ем  м ак си м и зи ру ем  ее п ри  у слов и и  н еотри ц а тельн ост и  
п еремен н ы х:  

),x(Lmax
0x

λ
≥

. 

У слов и я Ку н а -Т а к к ера  для этой задачи   

0x)W
x
F(

0W
x
F

=λ−
∂
∂

≤λ−
∂
∂

 (7) 

п олн остью сов п адают  с (4), если  
p
1

=λ . 

6.2. При мер и  п орядок  в ы п олн ен и я ла бораторн ого зада н и я 
 
Вы п у ск  одн оп роду к тов ой ф и рмы  задает ся п рои зв одст в ен н ой 

ф у н к ц и ей Кобба -Д у г ласса : 
3/13/2 LK3)L,K(FX == . 

На  арен ду  ф он дов  и  оп ла т у  тру да  в ы делен о 150 ден .ед., стои мость 
арен ды  еди н и ц ы  ф он дов  kW =5 ден .ед./ед.ф ., ста в к а  заработн ой 
п ла ты  LW =10ден .ед./чел.; ц ен а  еди н и ц ы  п роду к ц и и  p=5ден .ед.. 
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О п редели ть м ак си м альн ый в ы п у ск  *X дв у мя сп особам и : п о 
задаче н а  м ак си м у м  п ри бы ли  и  п о задаче н а  м ак си м у м  в ы п у ск а  
п ри  задан н ом  объ еме и здержек . 

Реш ен и е п рои ллюстри ров а ть г раф и ческ и , п острои в  и зок осты  
(ли н и и  п остоян н ы х и здержек ) для С=50,100,150 и  и зок в а н ты  
(ли н и и  п остоян н ы х в ы п у ск ов ) для Х =25.2; *X . 

О п редели ть п редельн у ю н орм у  замен ы  одн ого зан ят ого 
ф он дам и   в  оп т и м альн ой т очк е. 

 
 Порядок  в ы п олн ен и я задан и я. 

 
1. О п редели м  оп т и м альн ы й в ы п у ск  п роду к ц и и  п о задаче н а  
м ак си м у м  в ы п у ск а  (см . (6) ): 

  1.1. Т .к . F(0, L)=F(K, 0)=0, то в  оп т и м альн ом  реш ен и и  
.0L,0K ** >>  Следов а тельн о, у слов и я (7) п ри н и м ают  

в и д: 

L

K

W
L
F

,W
K
F

λ=
∂
∂

λ=
∂
∂

    (8) 

1.2. Подста в и м  в  (8) в и д п рои зв одст в ен н ой ф у н к ц и и  
;LK3)L,K(F 3/13/2=  п олу чи м : 

L3/2

3/2

K3/1

3/1

W
L
K

,W
K
L2

λ=

λ=
 (9) 

1.3. Подели м  в  (9) 1-ое у ра в н ен и е н а  2-ое: 

,
W
W

K
L2

L

K=  

т .е. ,
2
1

10
5

K
L2

==  

и ли   K=4L (10) 
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1.4. Подста в и в   (10) в  у слов и е ,150LWKW *
L

*
K =+  

н аходи м : ;5L* =  20K* = . 

Следов а тельн о, 8,37X* =  
2. О п ределен и е оп т и м альн ого в ы п у ск а  п о задаче н а  м ак си м у м  
п ри бы ли  п редла г аем  п ров ест и  самостоятельн о. 

3. Прои ллюстри ру ем  реш ен и е задачи  г еометри ческ и . Для этого 
п острои м  и зок осты  для С=50, 100, 150 и  и зок в а н т ы  для Х =25,2; 
37,8 : 
3.1. Вв едем  зн ачен и я L (н а п ри мер, от  0 до 20) в  ячейк и  А1:A20; 
3.2. Я чейк и  В1:B20, С1:C20, D1:D20 зап олн и м  зн ачен и ям и  К, 

рассчи т а н н ы м и  и з у ра в н ен и я 
5К +10L=C (C=50, 100, 150) 

3.3. Я чейк и  Е 1:Е 20, F1:F20 зап олн и м  зн ачен и ям и  К, 
рассчи т а н н ы м и  и з у ра в н ен и я 

XLK3 3/13/2 =  (Х =25,2; 37,8) 
3.4.   Вы дели м  блок  А1:F20 и  с п омощью <М астера  ди а грамм> 
        п острои м  и зок ост ы  и  и зок в а н ты , в ы бра в  “точечн ый” 

в ари а н т  п остроен и я граф и к ов . 
Построен н ы й г раф и к  должен  и меть в и д гра ф и к а , 
и зображен н ог о н а  ри с. 
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В оп т и м альн ой т очк е (20, 5) и зок в а н т а  8,37X* =  и  и зок ост а  
С=150, п роходящ и е через эт у  точк у , к асаются, п оск ольк у , 
сог ласн о (8), н орма ли  к  эт и м  кри в ы м , задан н ы е г ради ен т ам и  

),
L
F,

K
F(

∂
∂

∂
∂

  ),W,W LK  к олли н еарн ы . 

4. Рассчи т а ем  н орм у  замен ы  тру да  ф он дам и  в  оп т и м альн ой точк е: 

,
2
1

5*2
20

L2
K

K
F

L
F

S *

*

K ===
∂

∂
∂

∂
=  

т .е. оди н  работающ и й может  бы ть замен ен  дв у мя еди н и ц ам и  
ф он дов . 
 

6.3. Задачи  для са мостоят ельн ого реш ен и я. 
 

Задача  1. Прои зв одст в ен н ая ф у н к ц и я ф и рмы  и меет  
следу ющ и й в и д: 

2
22211

2
1 xx6xx2x24x4X −+++−= , 

г де 2,1 xx -за траты  ресу рсов . О п редели ть м ак си м альн ы й в ы п у ск   и  
обесп ечи в ающ и е этот  в ы п у ск  затра ты  ресу рсов . 

 
Задача  2.  Прои зв одст в ен н ая ф у н к ц и я  в и да : 

3/1
3

3/1
2

3/1
1 xxx5X =    оп и сы в ает  зав и си мость между  затра т ам и  

ресу рсов  321 x,x,x  и  в ы п у ск ом  X.  О п редели ть м ак си м альн ы й 
в ы п у ск , если   9xxx 321 =++ .  Как ов ы  п редельн ые п роду к ты  в  
оп т и ма льн ой точк е? 

 
Задача  3.  Прои зв одст в ен н ая ф у н к ц и я ф и рмы  и меет  

следу ющ и й в и д: 
3/2

2
3/1

1 xx3X =  . 
О п редели ть п редельн ы е п роду к т ы  п о ресу рсам  и  п острои ть 
и зок в а н т у  Х =3. Найт и  н орм у  замен ы  п ерв ого ресу рса  в торым  в  
точк е  1xx 21 == . 
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7. М одель потреблен ия 
 

7.1. Предп очтен и я п отреби теля и  его ф у н к ц и я п олезн ост и . 
 
Вв едем  обозн а чен и я: 
n –  к он ечн ое чи сло рассма три в а емы х т ов аров ; 

)x,...,x,x(x n21= - в ек тор-столбец  т ов аров , п ри обретен н ы х 
п отреби телем  за  оп ределен н ы й срок  п ри  задан н ы х ц ен а х и  доходе 
за  тот  же срок . 

Простран ст в о тов аров  –  эт о м н ожест в о в сев озмож н ы х 
н аборов   тов аров  х с н еотри ц а тельн ы м и  к оорди н а т ам и : 

}{ 0x:xC ≥= . 
Предп ола г ается, что к аж ды й п отреби тель и меет  св ои  

п редп очтен и я н а  н ек отором  п одм н ожест в е п ростран ст в а  т ов аров  
CX ⊂ , т .е. для Xy,x ∈∀ и меет  мест о одн о и з трех соотн ош ен и й: 

yx f  (н абор х п редп очт и тельн ее y) 
yx p  (н абор х мен ее п редп очт и тельн ее, чем  y) 
yx ≈  (оба  н абора  обладают  оди н а к ов ой степ енью              
п редп очтен и я) 

О т н ош ен и я п редп очт ен и я обладают  св ойст в ам и : 
1) если  zx,zy,yx fff  (транзи т и в н ость) 
2) если  yxто,yx f> (н ен а сы ща емость: больш и й 
н а бор в сег да  п редп очт и т ельн ее мен ьш его) 

О т н ош ен и я п редп очт ен и я п отреби теля мож н о п редста в и ть в  
в и де ф у н к ц и и  п олезн ост и  U(x), т а к ой, что и з yx f следу ет  
U(x)>U(y) и  и з yx ≈ следу ет  U(x)=U(y). Т а к ое п редста в лен и е 
м н огов ари а н т н о. Нап ри мер если  U(x)-ф у н к ц и я п олезн ост и , то 
С*U(x), lnU(x) –  т а к ж е ф у н к ц и и  п олезн ост и . 

Предп ола г ается, что ф у н к ц и я п олезн ост и  обладает  
св ойст в а ми : 

1) 0
x
U

i
>

∂
∂

 - с рост ом  п отреблен и я бла г а  п олезн ость растет ; 

2) ∞=
∂
∂

→ i0x x
Ulim

i

 - н ебольш ой п ри рост  бла г а  п ри  ег о 

п ерв он ачальн ом  отсу тст в и и  резко у в ели чи в ает  п олезн ость; 
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3) 0
x
U
2
i

2
<

∂
∂

 - с ростом  п отреблен и я бла г а  ск орость роста  

п олезн ост и  замедляется; 

4) 0
x
Ulim

ix i

=
∂
∂

∞→
 - п ри  очень больш ом  объ еме бла г а  его 

да льн ейш ее у в ели чен и е н е п ри в оди т  к  у в ели чен и ю 
п олезн ост и . 

Предельн ой полез н остью  товара н азы в ает ся п редел 
отн ош ен и я п ри ращ ен и я п олезн ост и  к  в ызв а в ш ем у  этот  п ри рост  
п ри ращен и ю тов ара : 

ii0x x
U

x
Ulim

i ∂
∂

=
∆
∆

→∆
, (1) 

Т а к и м  образом , п редельн ая п олезн ость п ок азы в ает , н а  
ск олько в озрастет  п олезн ость, если  тов ар в озрастет  н а  м алу ю 
еди н и ц у . 

П оверхн остью  безразличия н азы в ает ся г и п ерп ов ерхн ость 
размера  (n-1), н а  к от орой п олезн ость п ост оян н а : 

U(x)=C –  const, 

и ли   0dx
x
UdU

n

1i
i

i
=

∂
∂= ∑

=
 (2) 

У слов и е (2) озн а чает , что к аса т ельн ая к  п ов ерхн ост и  безразли чи я 
п ерп ен ди к у лярн а  гради ен т у  п олезн ост и . 

Предельн ой н ормой замен ы одн ого товара другим 
н азы в ается от н ош ен и е п редельн ы х п олезн остей эт и х т ов аров : 

2

1

1

2

x
U
x
U

dx
dx

∂
∂
∂
∂

=−  (3)  

Норма  замен ы  п ок азы в ает , ск олько требу ет ся еди н и ц  в торого 
тов ара , чт обы  замен и ть в ы бы в ш у ю еди н и ц у  п ерв ого тов ара . 

Б ю дж етн ым мн ож еством н азы в ает ся м н ожест в о тех 
н аборов , к от оры е может  п ри обрест и  п отреби тель, и мея доход М : 

}{ Mpx:xB ≤= , 
г де   )p,...,p,p(p n21= - в ек тор-строк а  ц ен . 
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7.2. Задача  п отреби т ельск ого в ы бора  
 
Задача  рац и он альн ого п ов еден и я п отреби т еля н а  ры н к е 

за к лючается в  в ы боре т а к ог о п отреби тельск ог о н а бора  *x , 
к от орый м ак си м и зи ру ет  его ф у н к ц и ю п олезн ост и  п ри  задан н ом  
бюджетн ом  огра н и чен и и . 

Ф орма льн о задача  п отреби т ельск ого в ы бора  и меет  в и д: 
max)x(U →  

п ри  у слов и ях: 

0x
Mpx

≥
≤

 (4) 

Д ля реш ен и я эт ой задачи  н а  у слов н ы й эк стрем у м  п ри мен и м  мет од 
Л а гра н ж а . Вы п и сы в аем  ф у н к ц и ю Л а гра н ж а : 

).Mpx()x(U),x(L −λ−=λ   
Необходи мые у слов и я лок а льн ог о эк стрем у м а : 

Mxp
n

1j

*
jj =∑

=
 (5) 

0p
x

)x(U
x
L

i
*

i

*
i

i
=λ−

∂
∂

=
∂
∂

,         i=1,2,… n (6) 

И з (6) следу ет , что п отреби тель п ри  ф и к си ров а н н ом  доходе 
т а к  в ы би рает  н абор *x , что в  этой точк е от н ош ен и я п редельн ы х 
п олезн ост ей рав н ы  отн ош ен и ям  ц ен : 

n1
n

*
n

1

*
1 p:...:p

x
)x(U:...:

x
)x(U

=
∂

∂
∂

∂
 (7) 

 
7.3. При мер и  п орядок  в ы п олн ен и я ла бораторн ого зада н и я 

 
 Ф у н к ц и я п олезн ост и  п отреби теля и меет  в и д: 

3/1
2

3/2
121 xx3)x,x(U = . 

О п редели ть м ак си м а льн у ю п олезн ость, если  п отреби тель и меет  
доход в  100д.е., а  ц ен ы  тов аров  соот в ет ст в ен н о рав н ы  5 и  
10д.е./е.т .. Как ов а  н орма  замен ы  в торог о тов ара  п ерв ым  в  
оп т и ма льн ой точк е? 
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Порядок  в ы п олн ен и я задан и я 
 

1. Рассмотри м  а н али т и ческ ое реш ен и е да н н ой задачи . 
 

Т а к  к а к  бюджетн ое огран и чен и е в  оп т и м альн ой точк е долж н о 
в ы п олн яться к а к  ра в ен ст в о, т .е. 
         ,300x10x5 *

2
*
1 =+  (1) 

и  в  си лу  тог о, что в се тов ары  н еобходи мы , т .е. у слов и е 
н еотри ц а тельн ост и  п еремен н ы х бу дет  в ы п олн ен о а в том а т и ческ и , 
у слов и я лок альн ого эк стрем у м а   (5), (7) для дан н ой задачи  п ри м у т  
в и д следу ющей си стемы  у ра в н ен и й: 










=+

==

100x10x5

2
1

10
5

x

x2

*
2

*
1

*
1

*
2

 (2) 

И з п ерв ог о у слов и я в ы тек ает , что *
1

*
2 xx4 = ;  п одст а в ляем  это 

соот н ош ен и е в о 2-ое у ра в н ен и е си стемы  (2) и  н аходи м : 

3
40x*

1 = ;   
3

10x*
2 = . 

Следов а тельн о,  оп т и м альн ы й н а бор тов аров  ,
3

40(x* =   )
3

10
, 

а  м ак си м а льн ая ф у н к ц и я п олезн ост и  maxU =25,2 
2.    Геометри ческ ое реш ен и е дан н ой задачи  состои т  в  следу ющем . 
Д оп у ст и мое м н ожест в о (т о есть м н ожест в о н а боров  бла г , 
дост у п н ы х для п отреби теля) п редста в ляет  треу г ольн и к , 
огран и чен н ы й осями  к оорди н а т  и  бюджетн ой п рямой. На  этом  
м н ожест в е требу ется н айт и  точк у , п ри н адлеж ащ у ю к ри в ой  
безразли чи я с м ак си м альн ым  у ров н ем  п олезн ост и . Пои ск  этой 
точк и  мож н о и н терп рет и ров а ть  граф и ческ и  к а к  п оследов а тельн ы й 
п ереход н а  ли н и и  в се более в ы сок ого у ров н я п олезн ост и  до т ех 
п ор, п ок а  эт и  ли н и и  ещ е и меют  общ и е точк и  с доп у ст и мы м  
м н ожест в ом . 

Граф и ческ ая и ллюстрац и я реш ен и я дан н ой задачи , к ог да  
бюджетн а я п рям ая и меет  в и д у ра в н ен и я  100x10x5 21 =+ , а  

у ров ень м ак си м альн ой п олезн ост и   3/1
2

3/2
1 xx3 = 25,2                

п редста в лен а  н а  ри с. 
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3.  Рассчи т аем  н орм у  замен ы  одн ог о т ов ара  дру г и м   в  оп т и м альн ой     
т очк е: 

,
2
1

3
40

3
10*2

x
x2

x
U

x
U

*
1

*
2

2

1 ===
∂

∂
∂

∂
 

т .е. п отребу ется 2 ед. в т орого тов ара , чтобы  замен и ть одн у  
в ыбы в ш у ю еди н и ц у  п ерв ого тов ара . 
                                

7.4. Задача  для са мостоят ельн ог о реш ен и я 
 

О п редели ть, к а к ой н а бор т ов аров  в ы берет  п отреби тель, 
обла дающ и й доходом  в  300ден .ед., если  его ф у н к ц и я п олезн ост и   

3
321321 xxx)x,x,x(U = , 

а  ц ен ы  тов аров  1p =2д.е./е.т .,  2p =4д.е./е.т ., .т.е/.е.д1p3 =  

0

3

6

9

12

15

0 3 6 9 12 15 18 21 24

x1

x2

M=100
U=25,2



Элемен ты  ЭМ М  

 49

Литература 
 

1. Ф едосеев  В.В., Гармаш  А.Н., и  др. Экон ом и к о-м атем а т и ческ и е 
методы  и  п ри к ладн ые модели : У чебн ое п особи е для в у зов .- М .: 
Ю НИ Т И , 1999. 

2. Зам к ов  О .О ., Т олст оп ятен к о А.В., Ч ерем н ы х Ю .Н. 
М ат ем а т и ческ и е методы  в  эк он ом и к е.- М .: М ГУ  и м . М .В. 
Л омон осов а , И зд-в о “Дело и  Серв и с”, 1999. 

3. В.А. Колема ев . М атем а т и ческ ая эк он ом и к а .- М .: Ю НИ Т И ,1998. 
4. Д а в н и с В.В., Л и хачев а  Л .Н., Эйт и н г он  В.Н. М одели  
м акроэк он ом и ческ ого рав н ов еси я.- Ворон еж , И зд-в о ВГУ ,1995. 

5. Драйп ер Н., См и т  Г . При к ладн ой регресси он н ы й а н али з.-М .: 
Ф и С, 1986. 

 
 

Содерж ан ие 
 
 

1. Вв еден и е.   3 
2. О сн ов н ы е оп ерац и и  м атри чн ой алг ебры  в  EXCEL.   3 
3. Экон ом и к о-м атем а т и ческ ая модель м атери альн ог о 
бала н са  п рои зв одст в а  и  расп ределен и я п роду к ц и и .   5 

4. М одели  регресси он н ог о а н али за . 16 
5. Пау т и н ообразн а я модель. 29 
6. При мен ен и е п рои зв одст в ен н ой ф у н к ц и и  в  эк он ом и к о- 
м атем а т и ческ ом  модели ров а н и и . 34 

7. М одель ф и рмы . 40 
8. М одель п отреблен и я. 45 
9. Л и терат у ра . 50 
 
 
 
Соста в и тели :  Д а в н и с Валери й Влади ми ров и ч 

Щ еп и н а  И ри н а  Нау мов н а  
М ок ш и н а  Св етла н а  И в а н ов н а  
Вои щ ев а  О льг а  Ста н и сла в ов н а  
Щ ек у н ск и х Св етла н а  Ста н и сла в ов н а  

 
Реда к тор:        Б у н и н а  Т .Д . 
 


