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В ведени е 

  
В а ж нейшим на правлением совершенствования практических  полезны х  

навы ков прикла дного ма тема тика  является озна комление его с широким 
спектром упра ж нений и за да ч, представляю щ их  собой описание фрагментов 
типовы х  ситуаций, возника ю щ их  при решении за да ч математического 
моделирования экономических  и производственны х  процессов. О сновной 
за да чей методических  указаний является создание учебной среды , 
обеспечива ю щ ей выра ботку устойчивы х  навы ков вла дения разнообразны ми 
приёма ми моделирования и созда ю щ ей основу умения применять 
теоретические основы  моделирования к решению  реа льны х  за да ч 
экономической практики. 

М етодические ука за ния содерж ат пять пара гра фов, в которы х  приведён 
справочны й материа л, содерж а щ ий описание приё мов моделирования и 
перечень за да ний, вы полнение которы х  в указанном порядке обеспечива ет 
устойчивое овла дение им. Т ипы  за да ний охва ты ва ю т весь круг прикла дны х  
ма кроэкономических  и микроэкономических  моделей, чита емы х  в курсе 
«М оделирование экономических  и производственны х  процессов»  для 
студентов 4 курса  дневного и 5 курса  вечернего отделения факультета  П М М . 
П оследний парагра ф  (шестой) содерж ит формулировку за да ний и 
упра ж нений для са мостоятельной ра боты  студентов и мож ет бы ть 
использован студентами для са моконтроля глубины  усвоения основ 
прикла дного моделирования экономических  и производственны х  процессов. 

При вы полнении за да ний, приведё нны х  в да нны х  методических  
указаниях , следует иметь в виду, что в первую  очередь следует овла деть 
приёма ми, используемы ми в §1 и §2. В се остальны е за да ния мож но 
вы полнять в произвольном порядке. В нутри пара гра фов за да ния приведены  в 
порядке возрастания слож ности разра ботки их  ма тематических  моделей. 
 О сновы  математического моделирования экономических  и производст-
венны х  процессов рекомендуется изуча ть, используя литературу, список 
которой да н в Прилож ении. Т а м ж е приведена  программа  курса  
«М оделирование экономических  и производственны х  процессов» . З а да чи, 
приведенны е в да нной разра ботке, могут бы ть та кж е использованы  в курсе 
«М а тема тические методы  исследования операций» . 
 

 
 
 
 
 
 
 



 
§ 1. М одели рование процессов форми рования  

оптимального ассортимента 
 

1.1. М одель форми ровани я опти мального ассорти мента 
 
Р а ссма трива ется некоторы й производственны й объект. Д ля вы пуска  

продукции объект использует ма териа льны е, трудовы е и сы рьевы е ресурсы , 
а  та кж е имею щ ееся в его распоряж ении производственное оборудование. 
Предпола га ется, что управляю щ ий орган экономического объекта  вла деет 
информа цией о возможном объё ме поступа ю щ их  со стороны  ресурсов, о 
величине экономических  показателей, о норма х  расх ода  ресурсов и 
ож ида емой прибы ли от реа лизации ка ж дого вида  вы пуска емой продукции. 
З а да ча  состоит в разра ботке модели формирования о пт им а ль н о г о  
а с с о рт им ен т а  вы пуска  для да нного экономического объекта . Под 
оптимальны м а ссортиментом можно понима ть либо вы пуск, да ю щ ий 
ма ксима льную  прибы ль, либо вы пуск, требую щ ий минима льны х  за тра т, либо 
вы пуск, ма ксимизирую щ ий объё м прода ж . 

М одель содерж ит три типа  ограничений: 
 

I  – на  учёт производственны х  возможностей; 
II – на  учёт тех нико-экономических  пока за телей;  
III – на  спрос. 
 

 О граничения группы  I форма лизованно за писы ва ю тся в виде: 
 

mibxa i
n

j
jij ..1,

1
=≤∑

=

 

 
З десь j – номер продукта , j = 1..n; 

n – число вы пуска емы х  продуктов; 
i – номер ресурса , i=1..m; 
m – число используемы х  ресурсов; 
aij – нормы  ра сх ода  i-го ресурса  на  вы пуск единцы  j-го продукта ; 
bi – общ ее количество i-го ресурса ; 
xj – объё м вы пуска  j-го продукта . 

 
 О граничения II группы  форма лизованно записы ва ю тся в виде: 
 

LlDxd l

n

j
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1
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=
 

Где  l – порядковы й номер экономического показателя, l = 1..L; 
L – число учиты ва емы х  экономических  пока за телей; 



dlj – величина  l-го пока за теля, оценива ю щ его j-й продукт; 
Dl – расчё тна я величина  l-го показателя, принима емого 
экономическим объектом для оценки его деятельности. 

 
 О граничения III группы  формализовано за писы ва ю тся в виде: 
 

njAxA jjj ..1 , =≤≤  

( )jj AA ,  – интервал возможного изменения вы пуска  продукции j-го 
вида . 

В  ка честве функции цели ча щ е всего используется ма ксимиза ция 
прибы ли: 

∑
=

→
n

j
jjxc

1
max  

Где cj – прибы ль от реализа ции продукции j-го вида . 
В  качестве функции цели можно ра ссматрива ть та кж е минимиза цию  

затрат, максимиза цию  вы пуска  комплектной продукции (критерии 
К анторовича ). 
 Р а ссмотрим модель вы бора  на бора  тех нологий, позволяю щ их  при 
ограниченны х  ресурса х  получить ма ксимальное число комплектов. 
Предпола га ется, что мерой использования тех нологий принята  
интенсивность (в единица х  измерения времени). В ремя рассматрива ется как 
один из видов ресурсов. 

j – порядковы й номер вида  тех нологии;  
n – число видов тех нологий; 
xj – интенсивность использования j-й тех нологии; 
i – порядковы й номер вида  (комплектую щ его изделия);  
l – число видов вы пуска емы х  изделий; 
li – число деталей i-го вида , необх одимы х  для комплектования единицы  

вы пуска емой продукции; 
s – вид ресурса  (сы рья, энергии и т.д.); 
k – число видов вы деляемы х  ресурсов; 
bs – объё м вы деляемого ресурса  s-го вида ; 
aij – норма  вы пуска  деталей i-го вида  при использовании j-й тех нологии 

с единичной интенсивностью ; 
bsj - норма   использования (расх ода ) s-го  вида   ресурсов  при 

применении  
j-й тех нологии с единичной интенсивностью ; 

z - число единиц вы пуска емой комплектной продукции. 
М а тема тическа я модель тех нологий, максимизирую щ их  число 

комплектов, имеет вид: 
 

max→z  
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1.2. З адач и  на зак реплени е при емов модели ровани я 

опти мального ассортимента 
 

З а дача  1. Компа ния по производству игрушек изготавлива ет две различны е 
игрушки А и В . При изготовлении ка ж да я игрушка  долж на  обра ба ты ва ться 
тремя разны ми машинами. Эти машины  могут обра ба ты вать только одну 
игрушку в ка ж ды й момент времени. И зготовление одной единицы  А  требует 
40 мин. ра боты  1-й машины , 20 мин. – 2-й и 10 мин. – 3-й. Д ля изготовления 
одной единицы  В  необх одимо 20 мин. – 1-й, 30 мин. – 2-й и 30 мин. – 3-й. 
К а ж да я машина  мож ет ра бота ть 40 ча сов в неделю . И грушка  А  приносит 4 
руб. прибы ли на   единицу, а  В  – 3 руб. Пола га ю т, что спрос на  эти игрушки 
превы ша ет предлож ение компа нии. 

П остроить матема тическую  модель для определения того, сколько 
ка ж дого вида  игрушек должна  делать компа ния ка ж дую  неделю , чтобы  
ма ксимизировать прибы ль? 
 
Реш ен ие. О бозна чим через xa объем вы пуска  игрушки А , а  через xb – объем 
вы пуска  игрушки В . Т огда  40xa мин. – общ ее время ра боты  1-й машины  по 
обра ботке всех  игрушек А , 20xb мин. – общ ее время ра боты  1-й машины  по 
обра ботке всех  игрушек В . А на логично для 2-й машины : 20xa мин. – на  
игрушки А , 30xb мин. – на  игрушки В . И  для 3-й машины : 10xa мин. – на  
игрушки А , 30xb мин. – на  игрушки В . О тсю да  получим ограничения группы  I 
– на  временны е ресурсы  ка ж дой машины : 

402040 ≤+ ba xx  
403020 ≤+ ba xx     

 (1) 
403010 ≤+ ba xx  

 О граничения II и III групп для да нной за да чи не определены . 
  П остроим целевую  функцию . З а да ча  состоит в максимизации прибы ли 
компании, поэтому в качестве целевой функции возьмем вы ра ж ение, 
описы ва ю щ ее прибы ль: 

max34 →+ ba xx     
 (2) 

 З десь 4xa – общ а я прибы ль, получа ема я от реа лизации игрушки вида  A 
в количестве xa, соответственно 3xb – общ а я прибы ль, получа ема я от 
реализа ции игрушки вида  B в количестве xb. 



 Т а ким образом, целева я функция (2) и ограничения (1) представляю т 
собой искомую  математическую  модель. 
З а дача  2. М ех а нический цех  мож ет изготовить за  смену 600 деталей № 1 или 
1200 деталей № 2. Производственна я мощ ность термического цех а , куда  эти 
дета ли поступа ю т на  обра ботку в тот ж е день, позволяет обра ботать за  смену 
1200 деталей № 1 или 800 деталей № 2. Ц ены  на  дета ли одина ковы . 
О пределить еж едневную  производственную  програ мму вы пуска  деталей, 
ма ксимизирую -щ ую  товарную  продукцию  предприятия, для ка ж дого из 
следую щ их  дополнительны х  условий: 

a) оба  цех а  ра бота ю т одну смену; 
b) мех а нический цех  ра бота ет три смены , а  термический – две смены ; 
c) предприятие ра бота ет в две смены , при этом деталей № 1 долж но 
бы ть изготовлено не более 800 шт., а  дета лей № 2 – не более 1000 
шт. 

 
Реш ен ие. О бозна чим через x1 объем вы пуска  дета лей № 1, x2 – дета лей № 2. 
Д ля всех  трех  модифика ций за да чи целева я функция оста ется неизменной – 
ма ксимум вы пуска  продукции, то есть: 
      max21 →+ xx     
 (1) 

При одина ковой целевой функции модифика ции за да чи будут иметь 
разны е ограничения. 

a) Примем всю  продолж ительность одной смены  за  1. Т огда  1600
1 x  - доля 

смены , в течение которой в мех а ническом цех е будут производиться x1 

деталей № 1, а  21200
1 x  - доля смены , в течение которой в том ж е цех е 

будут производиться x2 деталей № 2. Т огда  ограничение на  общ ий объем 
ра бочего времени мех а нического цех а  будет вы глядеть следую щ им 
образом: 

1
1200

1
600
1

21 ≤+ xx             

(а2) 
 А на логичное ограничение построим и для термического цех а : 

1
800

1
1200

1
21 ≤+ xx             

(а3) 
 О граничения (а 2-а 3) и целева я функция (1) составляю т искомую  
математическую  модель для вариа нта  за да чи (а ). 

 
b) К ак и для варианта  (а ) примем всю  продолжительность одной смены  за  1. 
Т огда  получим следую щ ие ограничения на  ра бочее время обоих  цех ов: 

 



мех а нический –  3
1200

1
600
1

21 ≤+ xx           

(b2) 

    термический – 2
800

1
1200

1
21 ≤+ xx           

(b3) 
 
 О граничения (b2-b3) и целева я функция (1) составляю т искомую  
математическую  модель для вариа нта  за да чи (b). 

 
c) К а к и для вариа нтов (а ) и (b) примем всю  продолжительность одной смены  
за  1. Т огда  получим следую щ ие ограничения на  ра бочее время обоих  
цех ов: 

мех а нический –  2
1200

1
600
1

21 ≤+ xx           

(с2) 

    термический – 1
800

1
1200

1
21 ≤+ xx           

(с3) 
Кроме того, в да нном варианте в за да че присутствую т ограничения III вида  
на  спрос, которы е вы ра ж а ю тся следую щ им образом: 

 
8001 ≤x , 10002 ≤x             

(c4) 
 

О граничения (с2-с4) и целева я функция (1) составляю т искомую  
ма тема тическую  модель для варианта  за да чи (с). 
З а дача  3. М ех а нический завод при изготовлении трё х  различны х  типов 
дета лей использует токарны е, фрезерны е и строгальны е станки. При этом 
обра ботку ка ж дой детали можно вести тремя различны ми тех нологическими 
способа ми.  

В  та блице указаны  ресурсы  (в станко-ча са х ) ка ж дой группы  станков, 
нормы  расх ода  времени при обра ботке детали на  соответствую щ ем станке по 
да нному тех нологическому способу, а  такж е прибы ль от вы пуска  единицы  
дета ли ка ж дого вида : 

 
Д етали I II III 

Т ехнологические 
способы  1 2 3 1 2 3 1 2 3 

Р есурсы  
времени 

С
та
нк
и Т окарны й 

Ф резерны й 
Строгальны й 

0,4 
0,5 
1,3 

0,9 
- 

0,5 

0,5 
0,6 
0,4 

0,4 
1,0 
- 

0,3 
0,2 
1,5 

- 
0,5 
0,3 

0,7 
0,3 
- 

- 
1,4 
1,0 

0,9 
- 

0,5 

250 
450 
600 

Прибы ль 12 18 30  
 



Составить оптима льны й пла н за грузки производственны х  мощ ностей, 
обеспечива ю щ ий ма ксима льную  прибы ль. 

Счита я, что меж ду количеством вы пуска емы х  деталей долж но 
вы полняться соотношение 1:2:4, определить производственную  программу, 
обеспечива ю щ ую  изготовление ма ксима льного числа  комплектов. 
 
Реш ен ие. О бозна чим через xij объем вы пуска  i-той дета ли j-ты м 
тех нологическим способом, а  через z – количество вы пуска емы х  комплектов.  
Т огда  ограничения на  количество комплектов будут вы глядеть следую щ им 
образом: 
     zxxx ≥++ 131211  

zxxx 2232221 ≥++     
 (1) 

zxxx 4333231 ≥++  
Б лок ограничений на  ресурсы  представлен ограничениями на  

количество ра бочего времени ка ж дого станка :  
 

токарны й: 
 
( ) ( ) ( ) 2509,07,03,04,05,09,04,0 33312221131211 ≤++++++ xxxxxxx  

 
фрезерны й: 
 

( ) ( ) ( ) 4504,13,05,02,00,16,05,0 32312322211311 ≤++++++ xxxxxxx  
 (2) 
 
строга льны й: 

 
( ) ( ) ( ) 6005,00,13,05,14,05,03,1 33322322131211 ≤++++++ xxxxxxx  
 
П остроим целевую  функцию . З а да ча  состоит в максимизации прибы ли 

компании. Поэтому в ка честве целевой функции получим следую щ ее 
выра ж ение: 

 
( ) ( ) ( ) max301812 333231232221131211 →++++++++ xxxxxxxxx

 (3) 
  
Т а ким образом, целева я функция (3) и ограничения (1-2) представляю т собой 
искомую  математическую  модель. 
 

1.3. Дополнительны е  у пражнени я 
 



1. Н а  звероферме могут выра щ иваться песцы , чёрно-буры е лисы , 
нутрии и норки. Д ля их  питания использую тся три вида  кормов. В  та блице 
приведены  нормы  расх ода  кормов, их  ресурс в ра счё те на  день, а  такж е 
прибы ль от реализа ции одной шкурки ка ж дого зверя. 
 

Н ормы  расхода  кормов (кг/день) В ид  корма  Песец Лиса  Н утрия Норка  
Р есурс кормов (кг) 

1.3. 
II 
III 

1 
2 
1 

2 
4 
1 

1 
2 
3 

2 
0 
2 

300 
400 
600 

Прибы ль руб./шкурка  6 12 8 10  
 
П остроить математическую  модель для определения того, сколько и 

каких  зверьков следует вы ра щ ива ть на  ферме, чтобы  прибы ль от реализа ции 
шкурок бы ла  ма ксима льной. 

2. А втомобильны й завод вы пуска ет машины  марок А  и В . 
Производственны е мощ ности отдельны х  цех ов или отделов приведены  в 
следую щ ей та блице: 

 
К оли ч ество маш ин за год №  Н а именование цехов или уча стков Т ипа  А  Т ипа  В  

1 Подготовительное производство 125 110 
2 Кузовной цех  80 320 

К оли ч ество маш ин за год №  Н а именование цехов или уча стков Т ипа  А  Т ипа  В  
3 Производство шасси 110 110 
4 Производство двигателей 240 120 
5 Сборочны й цех  160 80 
6 У ча сток испы таний 280 70 
 
О пределить наиболее рента бельную  производственную  программу при 

следую щ их  дополнительны х  условиях : 
а) прибы ли от вы пуска  одной машины  типа  А  и В  соответственно равны  2000 
и 2400 рублей; 

б) производственна я мощ ность 1-го и 5-го цех ов увеличена  в 1,5 раза  за  счё т 
использования сверх урочны х  ра бот, что приводит к уменьшению  прибы ли 
от вы пуска  одной машины  типа  А  до 1500 рублей и типа  В  – до 2100 
рублей (для «сверхпла новы х »  автомобилей). 

3. М ех а нический завод при изготовлении двух  типов дета лей 
использует токарное, фрезерное и сварочное оборудование. При этом 
обра ботку ка ж дой детали можно вести двумя различны ми тех нологическими 
способа ми. П олезны й фонд  времени ра боты  ка ж дой группы  оборудования (в 
ста нко-ча са х ), нормы  ра сх ода  времени при обра ботке детали на  
соответствую щ ем оборудовании по да нному тех нологическому способу и 
прибы ль от вы пуска  единицы  деталей ка ж дого вида  да ны  в та блице: 

 



Д етали I II 
Т ехнологические 

способы  1 2 1 2 
Р есурсы  
времени 

О
бо
ру

-
до
ва
ни
е Т окарное 

Ф резерное 
Сварочное 

2 
3 
- 

2 
1 
1 

3 
1 
1 

- 
2 
4 

20 
37 
30 

Прибы ль 11 6 9 6  
 

Составить оптимальны й пла н “за грузки оборудования”, 
обеспечива ю щ ий заводу ма ксима льную  прибы ль. 

4. Предприятие мож ет вы пускать продукцию  по трё м тех нологическим 
способа м. При этом за  1 ча с по 1-му способу оно вы пуска ет 20 единиц 
продукции, по 2-му – 25 единиц и по 3-му – 30 единиц продукции. 

К оличество производственны х  ресурсов, ра сх одуемы х  за  ча с при 
различны х  способа х  производства , и на личны й объем ресурсов приведены  в 
та блице: 
        Ф акторы  
Способ 
производства  

Сы рьё  П арк 
станков 

Р а боча я 
сила  Энергия Т ранспорт Прочие 

расходы  

I 
II 
III 

2 
1 
3 

3 
4 
2 

7 
3 
4 

2 
1 
3 

1 
0 
1 

4 
2 
1 

Р а сполага емы е 
ресурсы  факторов 60 80 70 50 40 50 

 
Спланировать ра боту предприятия из условия получения максимума  

вы пуска  продукции, если известно, что общ ее время ра боты  предприятия 
составляет 30 ча сов. 

5. Предприятие ра сполага ет тремя видами ресурсов А , Б , В , в 
количества х , равны х  соответственно 34, 16, 22 ты с. единиц. Сущ ествует 
четы ре способа  производства  продукции. Р а сх од ка ж дого вида  ресурсов в 
течение месяца  по ка ж дому способу производства  известен и приведё н в 
та блице. 
 

           способ производства   
  ресурсы  I II III IV 

А  
Б  
В  

2 
4 
2 

4 
1 
3 

1 
4 
1 

5 
1 
2 

Количество вы пускаемой в течение 
месяца  продукции, ты с. ед . 7 3 4 2 

 
О пределить оптима льную  производственную  программу таким 

образом, чтобы  вы пуск единиц продукции бы л бы  ма ксима льны м; 
6. В  х озяйстве производится зерно, кукуруза  на  силос и содерж ится 

крупны й рога ты й скот. Д ля вы ра щ ива ния сельскох озяйственны х  культур 
вы деляется 10 ты с. га  пашни, для содерж ания скота  – 1 ты с. га  естественны х  



па стбищ , для производства  всех  ра бот – 200 ты с. человеко-дней трудовы х  
ресурсов. Н а  содерж ание одной коровы  за тра чива ется 25 человеко-дней 
труда  и 40 кормовы х  единиц, при этом прибы ль получа ется 460 рублей в год. 
Д ля корма  использую тся естественны е па стбищ а , а  та кж е мож ет отводиться 
весь урож а й кукурузы  на  силос и до 20% валового сбора  зерна . О стальны е 
показатели производства  приведены  в та блице:  
 
Н аименование культуры  Урож а йность 

с 1 га , 
ц 

З а траты  
труда  на  1 га , 
чел-дней 

Коэффициент 
перевода  на  1 
кормовую  ед . 

Прибы ль с 1ц, 
руб. 

З ерновы е 
Кукуруза  на  силос 
Е стественны е пастбищ а  

20 
400 

5 

2 
20 
- 

1,1 
0,2 
0,5 

4 
1 
- 

 
Т ребуется на йти оптима льное сочетание производства  продукции, 

да ю щ ее х озяйству ма ксимальную  прибы ль. 
7. “Theta Mashine Shop” производит три продукта : ротационны е 

покры шки, корпуса  подшипников и листовое ж елезо. У правляю щ ий 
столкнулся с проблемой составления наилучшего производственного пла на  
на  следую щ ий месяц. Совместно со своими сотрудниками управляю щ ий 
пришёл к следую щ ей та блице да нны х  на  пла нируемы й месяц: 
 
 

Продукт 
Время на  ед . 
продукции 

(ч) 

Количество 
металла  на  ед. 
продукции (кг) 

Ц ена  ед . 
продукции 

($) 

М а ксимальны й 
прогнозируемы й 
спрос (шт.) 

Р отационны е покрышки 
 

Корпуса  подшипников 
 

Листовое железо 

2,5 
 

1,0 
 

2,0 

3,25 
 

1,50 
 

2,00 

30 
 

32 
 

25 

300 
 

550 
 

320 

 
Б ы ло определено, что в планируемом месяце компания имеет не более 

900 ча сов производственного времени и нет ограничений на  поставки 
металла . К а ж ды й ча с производственного времени будет стоить $7 (оплата  
труда ), а  ка ж да я единица  металла  – $2. Р а счет за  поставляемую  продукцию  
производится в конце планируемого месяца . О бъем свободны х  денежны х  
средств (для за купок сы рья и опла ты  ра бочего времени) на  нача ло месяца  
составляет $14960. Р а спределение продукции мож ет бы ть осущ ествлено в 
течение этого ж е месяца . 

К а ким долж ен бы ть производственны й план следую щ его месяца , 
ма ксимизирую щ ий прибы ль? 

 
§ 2. М одели рование процессов перевозок  и  назнач ения  

 



2.1. П ростейш и е  модели  
 
 О дни м и з распространённы х процессов, при  математи ч еск ом 
моделировании которы х  с успех ом используется транспортна я за да ча  и её  
модификации, является процесс перевозки и ра спределения продукции, 
сы рья, трудовы х  и материа льны х  ресурсов. Другими слова ми, речь идё т о 
моделировании процессов перевозки продукции с m пунктов производства  в 
n пунктов потребления та к, чтобы  при этом бы л вы полнен бала нс 
производства  и потребления и затрачены  минимальны е средства  на  
транспортировку. 
 М а тема тически этот процесс мож ет бы ть описан следую щ им образом: 
 

∑ ∑
= =

→
n

j

m

i
iij xc

1 1
min      

 (1) 

∑
=

==
n

j
iij miax

1
..1,      

 (2) 

∑
=

==
m

i
jij njbx

1
..1,      

 (3) 
njmixij ..1,..1,0 ==≥      

 (4) 
 

З десь ai – объё м запа сов i-го продукта  на  скла да х  (или в пункта х  
производства ), ai>0; 

bj – объё м потребления j-го объекта , bj>0; 
xij – количество продукции, перевозимое с i-го скла да  j-му 

потребителю ; 
cij – стоимость перевозки единицы  груза  с i-го скла да  j-му 

потребителю . 
О тметим, что за да ча  (1) – (4) является сбала нсированной, если:  

∑∑
==

=
n

j
j

m

i
i ba

11
 

 Е сли последнее условие не вы полняется, причё м объё м потребления 
превосх одит объё м запа сов, то ограничение (2) записы ва ется в виде: 

njbx j

m

i
ij ..1,

1
=≤∑

=
 

Е сли ж е предлож ение превосх одит потребление, то ограничение (1) 
записы ва ется в виде: 

miax i

n

j
ij ..1,

1
=≤∑

=

 



Н ередко появляю тся дополнительны е требования на  пропускную  
возмож ность коммуникации, в этом случа е появляется дополнительное 
ограничение: 

 
njmidx ijij ..1,..1, ==≤  ,   

 (5) 
 
где dij – пропускна я способность пути от i-го поставщ ика  к j-му потребителю . 
 П ростой  моди фи к аци ей  данной  модели  является модель процесса 
на зна чения. Р ечь идё т о назна чении m различны х  специалистов на  n мест 
ра боты  при условии, что ка ж дую  ра боту долж ен вы полнять лишь один 
специалист, и ка ж ды й специа лист долж ен вы полнять лишь одну ра боту. 
Приоритетна я возмож ность i-го специа листа  на  получение j-й ра боты  
оценива ется коэффициента ми cij ма трицы  С. При моделировании та ких  
процессов xij вводится как булевска я переменна я 
 





=
рабо т ыйjвыпо лн ениен ан а зн а ченбудетн ерабо т никйiесли

рабо т ыйjвыпо лн ениен ан а зн а ченбудетрабо т никйiесли
xij  -       -   ,0

 -      -   ,1
 

 
О граничения в этом случа е записы ва ю тся в виде: 

njx
m

i
ij ..11,

1
==∑

=
 

или 

mix
n

j
ij ..11,

1
=≤∑

=

, 

в случа е, если m>n, т.е. специалистов больше, чем мест  ра боты . 
Ф ункция цели имеет вид: 

∑ ∑
= =

→
n

j

m

i
ijijxc

1 1
min  

 
К  этому  же ти пу  моделей  при мы к аю т модели  задач  развити я и  

размещ ения, за клю ча ю щ их ся в одновременном оты ска нии объё ма  вы пуска  
изделий на  пункта х  производства  и вопроса  прикрепления пунктов 
производства  к пункта м потребления. Д а нны е модели на зы ва ю тся моделями 
развития и размещ ения и имею т следую щ ий вид: 
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j
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njDxD jjj ..1, =≤≤  
njmixij ..1,..1,0 ==≥  

Где cj – за тра ты  производства  единицы  продукции у j-го 
производителя; 

xj – объё м производства  j-го производителя; 
jj DD ,  – верхняя и нижняя границы  для вы пуска  продукции; 

cij – затраты  на  транспортировку ед. продукции от j-го 
производителя к i-му потребителю ;  

xij – количество продукции, перевозимой от j-го производителя к 
i-му потребителю ; 

ai – потребности i-го за казчика . 
В  зак лю ч ени е при ведём модель развити я и  размещени я в общем 

виде, в случа е, когда  перевозится R видов продукции. 
Н а йти оптимальны й вариант развития транспортной сети, 

удовлетворяю щ ий перевозке грузов к потребителям. 
В ведё м обозна чения: 

q – номер варианта  развития сети, Q – число всех  вариантов 
развития сети; 

g - вид  груза , G – число всех  видов груза ; 
i, j – пункты , меж ду которы ми осущ ествляется перевозка ; 
s – вид лимитированного ресурса ; S – число всех  видов 

лимитированны х  ресурсов; 
Rsij – количество вы деленны х  ресурсов s-го вида  для развития 

транспортного уча стка  меж ду пункта ми i и j; 
q
sijgR  – потребность в s-м виде ресурсов для перевозки g-го вида  

грузов по уча стку i, j согла сно q-му вариа нту развития 
сети; 

q
gijc  – текущ ие за тра ты  на  перевозку g-го вида  груза  из пункта  i в 

пункт j согла сно q-му варианту развития сети; 
Kij – вы деленны е ка пита льны е влож ения для развития уча стка  

сети от пункта  i к пункту j; 
q
gijK  – капитальны е влож ения, вы деленны е согла сно q-му 

вариа нту развития сети для перевозки g-го груза  от пункта  i 
к пункту j; 

E – нормативны й коэффициент эффективности ка пита льны х  
влож ений в транспорт; 

aij – пропускна я способность уча стка  I, j; 
q
gija  – пла н перевозок g-го вида  продукции, перевозимого от 

пункта  I к пункту j согла сно q-му вариа нту; 



q
gijx  – искома я величина , равна я 1, если на  уча стке от пункта  I к 

пункту j вы бира ется q-й вариа нт развития сети по перевозкам g-го вида  
груза , и равна я 0 в противном случа е. 
М а тема тическа я модель: 
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– минимизация приведё нны х  затрат; 
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– вы бира ется лишь один вариа нт развития; 
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– ограничение на  объё мы  вы деленны х  ресурсов; 
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– ограничение на  объё мы  капита льны х  влож ений; 

mjniaxa ij
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– ограничение на  план перевозок. 
Д а нна я за да ча  реша ется метода ми целочисленного программирования. 

 
2.2. З ак реплени е при емов построени я моделей  

 
З а дача  1. И звестен вы пуск продукции на  трё х  завода х : 460, 340 и 300 тонн 
соответственно. Т ребования четы рё х  потребителей на  эту продукцию  
составляю т: 350, 200, 450 и 100 тонн. И звестны  та кж е затраты  на  
производство 1 единицы  продукции на  ка ж дом заводе: 9, 8 и 2 руб. 
соответственно, а  такж е ма трица  транспортны х  расх одов на  доставку 1 
единицы  продукции от i-го завода  k-му потребителю . 

( )















==

1854
3215
1643

ikcC  

 
О пределить оптимальны й пла н прикрепления потребителей к завода м 

из условия минимизации суммарны х  затрат на  производство и 
транспортировку.  

Сравнить с оптима льны м пла ном, построенны м из условия 
минимизации только транспортны х  расх одов. 
 



Реш ен ие. О бозна чим через xik объем поставки продукции от i-того завода   k-
тому потребителю . Д а нна я транспортна я за да ча  является сбала нсированной 
(460+340+300 = 350+200+450+100). Т огда  ограничения на  вы пуск продукции 
будут вы глядеть следую щ им образом: 
     46014131211 =+++ xxxx  

34024232221 =+++ xxxx    
 (1) 

30034333231 =+++ xxxx  
О граничения на  потребление продукции: 

     350312111 =++ xxx  
200322212 =++ xxx     

 (2) 
450332313 =++ xxx  
100342414 =++ xxx  

 Н еотрица тельность объемов поставок: 
     4..1,3..1  ,0 ==≥ kixik     
 (3) 
 

З а да ча  состоит в минимизации суммарны х  расх одов на  производство и 
перевозку. Поэтому в качестве целевой функции получим следую щ ее 
выра ж ение: 

 
( ) ( ) ( )

max854
325

643
289

34333231

24232221

14131211

343332312423222114131211

→++++
+++++

+++++
++++++++++++

xxxx
xxxx
xxxx

xxxxxxxxxxxx

 (4) 
  
 Т а ким образом, целева я функция (4) и ограничения (1-3) представляю т 
собой ма тема тическую  модель для решения поставленной за да чи. 
 В  случа е, когда  необх одимо минимизирова ть только транспортны е 
ра сх оды , из целевой функции исклю ча ется вы ра ж ение, описы ва ю щ ее 
производственны е затра ты . Ц елева я функция в этом случа е примет вид: 

max854
325

643

34333231

24232221

14131211

→++++
+++++

++++

xxxx
xxxx

xxxx
   

 (4`) 
 При этом все ограничения останутся прежними. 
З а дача  2. Строительны й песок добы ва ется в трё х  карьера х  и доставляется на  
четы ре строительны е площ а дки. Д а нны е о производительности за  день (ai в 
тонна х ), потребностях  в песке строительны х  площ а док (bk в тонна х ), затраты  



на  добы чу песка  (di в руб./т) и транспортны х  расх ода х  (cik) приведены  в 
следую щ ей та блице: 
 

bk 
ai  40 35 30 45 di 

46 
34 
40 

4 
1 
3 

3 
1 
5 

2 
6 
9 

5 
4 
4 

2 
3 
1 

 
Н едоста ю щ ее количество песка  – 30 т в день – мож но обеспечить 

следую щ ими тремя путями: 
I – увеличение производительности первого карьера , что повлечёт за  

собой дополнительны е за тра ты  в 3 руб. на  добы чу 1 т сверх  пла на ; 
II – увеличение производительности второго карьера  с 

дополнительны ми затрата ми в 2  руб./т сверх  пла на ; 
III – эксплуа та ция нового карьера  с общ ими запа са ми 30 тонн, 

затрата ми на  добы чу 5 руб./т и на  транспортировку к ука за нны м 
строительны м площ а дка м: c41 = 2, c42 = 3, c43 = 1, c44 = 2 (руб./т). 

 
П остроить модель определения плана  за крепления строительны х  

площ а док за  карьерами и оптимального варианта  ра сширения поставок 
песка . 
 
Реш ен ие. О бозна чим через xik объем поставки продукции от i-того карьера   
на  k-тую  строительную  площ а дку. Д а нна я транспортна я за да ча  не является 
сбалансированной ( 45303540403446 +++≤++ ). Поэтому в за да че без 
дополнительны х  условий (I-III) ограничения на  вы пуск продукции будут 
вы глядеть следую щ им образом: 
 
     4614131211 =+++ xxxx  

3424232221 =+++ xxxx    
 (1) 

4034333231 =+++ xxxx  
 
О граничения на  потребление продукции: 

     40312111 ≤++ xxx  
35322212 ≤++ xxx     

 (2) 
30332313 ≤++ xxx  
45342414 ≤++ xxx  

 Н еотрица тельность объемов поставок: 
      
                                           4..1,3..1  ,0 ==≥ kixik                
(3) 



 
З а да ча  состоит в минимизации суммарны х  расх одов на  производство и 

перевозку. Поэтому в качестве целевой функции получим следую щ ее 
выра ж ение: 

 
( ) ( ) ( )

min4953
46

5234
32

34333231

24232221

14131211

343332312423222114131211

→++++
+++++

+++++
++++++++++++

xxxx
xxxx

xxxx
xxxxxxxxxxxx

 (4) 
  
 В арианты  расширения поставок фа ктически необх одимы  для того, 
чтобы  сбалансировать за да чу и обеспечить потребности строительны х  
площ а док. П оэтому для того чтобы  учесть да нны е варианты , введем новы е 
переменны е и изменим ограничения (1-2) и целевую  функцию  (4). 
 П усть x4k – объем поставки песка  из нового четвертого карьера  на  k-ую  
строительную  площ а дку; z1 – объем дополнительного производства  на  
первом карьере, z2 – объем дополнительного производства  на  втором карьере. 
Т огда  ограничения (1) будут заменены  на  следую щ ие: 
     114131211 46 zxxxx +≤+++  

224232221 34 zxxxx +≤+++    
 (1`) 

4034333231 ≤+++ xxxx  
3044434241 ≤+++ xxxx  

О граничения (2) на  следую щ ие: 
      

                                        40312111 =++ xxx  
35322212 =++ xxx     

 (2`) 
30332313 =++ xxx  
45342414 =++ xxx  

 
 Н еотрица тельность объемов поставок: 
  
    0,  ;4..1,4..1  ,0 21 ≥==≥ zzkixik              
(3`) 

 
Ц елева я функция примет вид: 
 



( ) ( ) ( )

min232
4953

46
5234

5352

44434241

34333231

24232221

14131211

34333231224232221114131211

→++++
+++++

+++++
+++++

++++++++++++++

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

xxxxzxxxxzxxxx

 (4`) 
 
З а дача  3. П ервы й скла д  (S1) имеет сталь двух  марок: 3000 т марки  «А »  и 
4000 т марки «Б » . В торой скла д (S2) такж е имеет сталь двух  марок: 5000 т 
марки «А »  и 2000 т марки «Б » . Ста ль должна  бы ть вы везена  в два  пункта  
потребления: в пункт P1 необх одимо поставить 2000 т ста ли марки «А » , 3000 
т марки «Б »  и остальны е 2000 т ста ли лю бой марки. А на логично второй 
пункт потребления P2 долж ен получить 6250 т ста ли, из них  1000 т стали 
марки «А »  и 1500 т стали марки «Б » . И звестно, что 2000 т стали марки «А »  
могут бы ть заменены  на  1600т стали марки «Б »  (но не наоборот). Стоимость 
перевозок в рублях  за  тонну составляет: из пункта  S1 в пункты  P1 и P2 1 руб. 
и 1,5 руб., из пункта  S2 в P1 и P2 соответственно 2 руб. и 1 руб. 

Составить модель оптима льного плана  перевозок. 
 
Реш ен ие. О бозна чим через g

ikx  объем поставки ста ли g-той марки из i-того 
скла да  на  k-ты й пункт потребления. Подобны е за да чи (со 
взаимоза меняемы ми ресурса ми) реша ю тся путем вы ра ж ения объемов одного 
ресурса  в единица х  другого. Н апример, в да нной за да че вы пишем все 
ограничения в единица х  стали марки «Б » . В  та блице приведены  основны е 
пара метры  за да чи, выра ж енны е в единица х  стали марки «Б » : 
 

  в исходны х  
единица х  

в единица х  стали 
марки «Б »  

марка  «А »  3000 2400 З апа сы  на  скла де S1 марка  «Б »  4000 4000 
марка  «А »  5000 4000 З апа сы  на  скла де S2 марка  «Б »  2000 2000 
марка  «А »  2000 1600 
марка  «Б »  3000 3000 Потребность 1-го пункта  

потребления лю бой марки 2000 1600* 
марка  «А »  1000 800 
марка  «Б »  1500 1500 Потребность 2-го пункта  

потребления лю бой марки 3750 3000* 
* В  качестве стали «лю бой марки»  логично вы брать сталь марки «А » , которую  затем 
можно заменить на  меньшее количество стали марки «Б » . 

 
 К а к видим, общ а я потребность в стали обоих  пунктов потребления 
составляет 11500 тонн (в единица х  ста ли марки «Б » ), в то время как общ ий 
запа с (обоих  скла дов) составляет 12400 тонн. З а да ча  не является 



сбалансированной. Т огда  ограничения на  на личие ресурсов будут вы глядеть 
следую щ им образом: 
     30001211 ≤+ AA xx  

40001211 ≤+ BB xx      
 (1) 

50002221 ≤+ AA xx  
20002221 ≤+ BB xx  

О граничения на  потребление ста ли марки «Б »  (т.к. она  не за менима  
маркой «А » ): 

30002111 ≥+ BB xx      
 (2) 

15002212 ≥+ BB xx  
Cталь марки «А » , как и оста ток «лю бой марки» , могут бы ть за менены  

ста лью  марки «Б » , поэтому к ограничениям (2) для ка ж дого скла да  
необх одимо добавить ограничения на  общ ее количество поставляемой стали 
всех  марок, вы ра ж енное в единица х  стали марки «Б » : 

 
( ) ( ) 62008,0 21112111 =+++ BBAA xxxx   

 (3) 
( ) ( ) 53008,0 22122212 =+++ BBAA xxxx  

  
З десь 6200 и 5300 – общ а я потребность соответственно 1-го и 2-го пунктов 
потребления  ста ли обеих  марок, выра ж енна я в единица х  стали марки «Б »  

(подробнее – см. та блицу), а  
2000
16008,0 =  – коэффициент перевода  стали марки 

«А »  в сталь марки «Б » . 
 Н еотрица тельность объемов поставок: 
 
     { }"Б","А",2..1,2..1  ,0 ∈==≥ gkix g

ik  
 (4) 
 

З а да ча  состоит в минимизации суммарны х  расх одов на  производство и 
перевозку. Поэтому в качестве целевой функции получим следую щ ее 
выра ж ение: 

( ) ( ) ( ) ( ) min25,1 2222212112121111 →+++++++ BABABABA xxxxxxxx  
(5) 

 
 Ц елева я функция (5) и ограничения (1-4) представляю т собой 
ма тема тическую  модель для решения поставленной за да чи. 
 



З а дача  4. К омпания Beta Motor Company имеет 4 различны х  сборочны х  
линии на  своё м главном заводе. У правляю щ ий производством имеет 5 
служ а щ их  и ж ела ет назна чить по одному служ а щ ему к ка ж дой из сборочны х  
линий. К а ж ды й из этих  служ а щ их  мож ет ра ботать на  лю бой сборочной 
линии, но с различны ми за тра та ми, связанны ми с индивидуальны м опы том и 
ма стерством. Эти за траты  приведены  в та блице: 
 

Сборочная линия 
 1 2 3 4 

Служ а щ ий 1 
Служ а щ ий 2 
Служ а щ ий 3 
Служ а щ ий 4 
Служ а щ ий 5 

23 
18 
25 
20 
16 

19 
22 
20 
24 
18 

22 
20 
22 
24 
20 

27 
18 
30 
28 
25 

 
К а ким образом следует управляю щ ему производством прикрепить 

служ а щ их  к сборочны м линиям с тем, чтобы  минимизирова ть общ ие 
затраты ? 
 
Реш ен ие. В ведем переменны е { }1,0∈ikx  следую щ им образом: xik = 1, если i-
ты й служ а щ ий на зна ча ется на  k-тую  производственную  линию , в противном 
случа е xik = 0. Д анна я за да ча  не является сбала нсированной – количество 
служ а щ их  больше количества  производственны х  линий. Т огда  ограничения 
за да чи будут вы глядеть следую щ им образом: 
     

     5..1  ,1
4

1
=≤∑

=

ix
k

ik      

 (1) 
– сотрудник не мож ет бы ть на зна чен на  две линии одновременно, кроме того, 
один из сотрудников останется неназна ченны м; 

4..1  ,1
5

1
==∑

=

kx
i

ik      

 (2) 
– на  ка ж дую  линию  обязательно будет на зна чен один сотрудник; 

 
     { }1,0∈ikx          (3) 
 

– ограничение на  переменны е по условию . 
З а да ча  состоит в минимиза ции общ их  за тра т на  производство. Поэтому 

в качестве целевой функции получим следую щ ее вы ра ж ение: 
 



min25201816
28242420
30222025
18202218

27221923

54535251

44434241

34333231

24232221

14131211

→++++
++++

+++++
+++++

++++

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

   

 (4) 
 

2.3. У пражнени я для самостоятельной  работы  
 

1. П остроить модель формирования пла на  перевозок из условия 
доставки груза  в кратча йший срок. И звестны  объё мы  ресурсов у трё х  
поставщ иков (30, 35, 40) и потребности в них  у пяти потребителей (20, 34, 16, 
10, 25), а  та кж е матрица  

( )















==

106143
79651
84362

iktT , 

где tik – время, за трачива емое на  перевозку груза  от i-го поставщ ика  в k-ты й 
пункт назна чения. 

2.У  трё х  поставщ иков есть цемент нескольких  видов и марок. 
 

Поставщ ик В иды  цемента  М арки 
цемента  

Количество 
цемента , кг 

Коэффициент 
перевода  в 
марку «400»  

Портландцемент 500 
400 

2560 
4000 

1,2 
1,0 А 1 

Ш лакопортландцемент 400 
300 

5000 
1800 

1,0 
0,8 

Портландцемент 400 1000 1,0 
А 2 Ш лакопортландцемент 400 

300 
1000 
1210 

1,0 
0,8 

Портландцемент 500 3240 1,2 А 3 Ш лакопортландцемент 400 5000 1,0 
 
И звестен спрос потребителей на  цемент по видам спроса . 
 

Потре-
бители 

В ид спроса  О бъё м 
спроса , кг 

В 1 
Портландцемент марки 500 
Портландцемент марок 400 или 500 
Ц емент лю бого вида  и марки 

1300 
2000 
3000 

Потре-
бители 

В ид спроса  О бъё м 
спроса , кг 

В 2 
Портландцемент марок 400 или 500 
Портландцемент или шлакопортландцемент марок 
400 или 500 

2000 
9000 



В 3 
Портландцемент марки 500 
Ц емент лю бого вида  и марки 

3000 
3500 

 
З а траты  на  перевозку одной тонны  цемента  (лю бого вида ) от ка ж дого 
поставщ ика  до ка ж дого потребителя: 
 

потребители 
поставщ ики В 1 В 2 В 3 

А 1 
А 2 
А 3 

12 
20 
18 

35 
25 
9 

27 
17 
29 

 
Составить модель формирования пла на  перевозки цемента , 
минимизирую щ его транспортны е расх оды  на  перевозку. 

3. Н а  3 са х арны х  завода  доставляется са х арна я свекла  из 4-х  совхозов. 
М а ксима льны е мощ ности ее производства  по первому , второму  и 
ч етвертому  совхозам равны  соответственно 250, 300, и 600 ты с. тонн. 
М инима льное производство са х арной свеклы  во втором совхозе составляет 
100 ты с. тонн. Себестоимость производства  свеклы  по совх озам составляет 
соответственно 15, 20, 35 и 10 руб. за  центнер. Стоимость перевозки 1 тонны  
свеклы  на  ка ж ды й завод  за да на  матрицей: 

 



















=

201715
853
4102

1597

C  

 
 Составить математическую  модель оптима льного производства  
са х арной свеклы  и ее перевозки на  заводы . 

4. Н а  завода х , ра сполож енны х  в точка х  h1 и h2 , из сы рья, добы ва емого 
в месторож дениях  i1 и i2, изготавлива ю тся два  сорта  продукции А и В   для 
пунктов потребления j1 и j2. Потребности пункта  j1 могут бы ть 
удовлетворены  при помощ и 1500 единиц продукции сорта  А , из которы х  
1000 единиц «заменимы »  В , то есть вместо ка ж дой единицы  сорта  А  мож но 
использовать две единицы  сорта  В . Д ля пункта  j2 требуется 1200 единиц 
продукта  сорта  А , из которы х  за менимы ми В  являю тся 900 единиц. 
 И з единицы  сы рья мож ет бы ть получено или две единицы  продукта  А , 
или четы ре единицы  продукта  В . 
 Себестоимость добы чи сы рья в обоих  месторож дениях  одинакова  – 60 
руб., а  провоз единицы  сы рья обх одится: из пункта  i1 в пункт k1 – 60 руб., в 
пункт k2 – 120 руб.; из i2 в k1 – 180 руб., в k2 – 60 руб. 
 Р а сх оды  по изготовлению  единицы  продукции сорта  А  на  завода х  k1 и 
k2 составляю т (без расх одов по добы че и доставке сы рья) соответственно 90 



руб. и 60 руб. Р а сх оды  по изготовлению  единицы  продукции сорта  В  и на  
заводе k1, и на  заводе k2 составляю т 15 руб. 
 П еревозка  готовой продукции обх одится в ра счё те на  единицу 
продукции (лю бого сорта ): при сна бж ении заводом k1 потребителей в j1 в 30 
руб.; при сна бж ении тех  ж е потребителей заводом k2 – 60 руб.; при доставке в 
пункт i2 продукции из k1 расх оды  составляю т 50 руб., при доставке в тот ж е 
пункт продукции из k2 соответствую щ а я величина  составляет 70 руб. 
 М а ксима льно возмож ны й объё м добы чи сы рья в месторож дении i1 – 
500 ед ., i2 – 1000 ед. 
 В ерхние границы  возмож ны х  ма сшта бов производства  готовой 
продукции составляю т для завода  k1: 800 единиц продукции сорта  А  и 2000 
единиц сорта  В , для завода  k2 – 700 единиц по сорту А  и 1600 единиц по 
сорту В . При этом производственна я програ мма  для завода  k1 долж на  
предусматрива ть производство не менее 600 единиц продукции сорта  А . 
 Т ребуется составить комплексны й план добы чи сы рья в пункта х  i1 и i2, 
перера ботки его на  завода х  k1 и k2 и доставки готовой продукции 
потребителям в j1 и j2, которы й обеспечил бы  полное удовлетворение 
потребностей при наименьших  производственны х  и транспортны х  расх ода х . 

5. Н ефтяна я компа ния в х оде а укциона  получила  в свое распоряж ение 
четы ре месторож дения. Геологоразведочны е ра боты  показа ли, что в районе 
месторож дения М 1 можно бы ло бы  пробурить не более 30 сква ж ин, 
месторож дения М 2 – не более 80, М 3 – не более 10, М 4  –  не более 20. К  
сож алению , не сущ ествует гарантии, что все пробуренны е сква ж ины  будут 
производительны . В ероятности успешного завершения буровы х  ра бот на  
всех  месторож дениях  приведены  в та блице: 
 

М есторож дения 
В ероятность 
успешного 

завершения бурения 

Стоимость бурения 
одной сква жины , 

млн. руб. 

Количество 
обса дны х  труб на  
одну сква жину 

М 1 
М 2 

М 3 
М 4 

50% 
90% 
60% 
80% 

12 
5 

10 
8 

20 
50 
35 
40 

 
 В  да нной та блице такж е приведена  полна я стоимость бурения одной 
сква ж ины , а  та кж е количество обса дны х  труб, необх одимы х  для одной 
сква ж ины . О бса дны е трубы  требую тся для подготовки сква ж ины  к 
эксплуа та ции, поэтому они использую тся только в случа е успешного 
бурения. 
 К омпа ния имеет собственны е запа сы  обса дны х  труб, которы е 
на х одятся на  двух  скла да х  компании S1, S2 и S2 в количества х  1500, 850 и 
2000 штук соответственно. Кроме того, в случа е необх одимости трубы  могут 
бы ть закуплены  у производителя, имею щ его собственны й скла д  S4 по цене 1 
ты с. руб. за  штуку в количестве не более 2500. 

В  следую щ ей та блице приведены  затраты  на  транспортировку труб от 
ка ж дого скла да  до ка ж дого из месторож дений (ты с. руб. за  1 трубу) 



 
месторож дения 

 
скла ды  

М 1 М 2 М 3 М 4 

S1 
S2 
S3 
S4 

0,5 
0,01 
0,8 
0,5 

0,3 
0,4 
0,6 
0,7 

0,6 
0,1 
0,6 
0,6 

0,02 
0,4 
1,1 
0,1 

 
К омпа ния имеет возможность опла тить расх оды , связа нны е с 

разра боткой всех  месторож дений. 
Н а  основании да нной информа ции построить модель для определения 

оптимального пла на  бурения сква ж ин нефтяной компа нии, 
минимизирую щ его все ра сх оды . 

6. И нспектор компа нии «О теда »  имеет 3 различны х  проекта  строи-
тельства  дорог, ка ж ды й из которы х  бы л ра ссчита н на  всё  лето. И нспектор 
х очет, чтобы  проекты  бы ли завершены  к концу лета  и средства  на  эти 
проекты  изы скивались на  месте. В  результате бы ли на йдены  три подрядчика , 
ка ж ды й из которы х  предлагал цену на  ка ж ды е из трё х  проектов, котора я 
показана  в следую щ ей та блице. 

(ты с. долларов) 
проект 

подрядчик Р 1 Р 2 Р 3 

С1 
С2 
С3 

14 
18 
19 

16 
14 
17 

18 
16 
20 

 
Н еобх одимо ра спределить контракты  таким образом, чтобы  

минимизировать общ ие затраты  по всем проекта м, предпола га я, что ка ж ды й 
подрядчик мож ет вы полнить ровно один проект. 

7. Компания имеет 5 новы х  районов прода ж  и 6 коммивояж ёров, 
пригодны х , чтобы  на зна чить их  в эти районы . Эти районы  прода ж  
достаточно ма лы , та к что для ка ж дого ра йона  требуется только один человек. 
Д анны е относительно этих  районов прода ж  и коммивояж ёров да ны  ниж е. 

 
Р а йон прода ж  А 1 А 2 А 3 А 4 А 5 

Годовой объём потенциальны х  
прода ж  (в 10000 долл.) 5,2 7,0 6,4 4,8 5,0 

 
Коммивояж ёры  1 2 3 4 5 6 

О ценка  степени 
за хвата  риска  (%) 75 60 55 80 50 45 

 



Проценты  представляю т оценку доли потенциальны х  прода ж  ка ж ды м 
коммивояж ёром, если бы  они ра ботали в одина ковы х  условиях . Проценты  
отра ж а ю т различия в способностях  коммивояж еров осущ ествлять прода ж и.  

К а ким образом следует сделать назна чения для того, чтобы  
ма ксимизировать общ ий потенциальны й объё м прода ж ? 

8. 7 кла ссов школы  бизнеса  собира ю тся посетить 14 местны х  
компаний. К а ж ды й кла сс будет разделён на  2 группы  и ка ж да я группа  
посетит одну компанию . З а да ча  заклю ча ется в том, чтобы  распределить 
компании меж ду группа ми таким образом, чтобы  наилучшим образом 
отразить ж елание входящ их  в них  студентов. 
 В  ка ж дой группе бы ло проведено голосование и опрос для того, чтобы  
разра ботать перечень предпочтений для 14 компаний: «1»  озна ча ет 
«наиболее предпочтительна » , «14»  – «наименее предпочтительна » . 
Предпочтения ка ж дого из семи кла ссов приведены  в та блице ниж е: 
 

Кла ссы  Компания 
1 2 3 4 5 6 7 

1 
2 М  
3 М  
4 
5 М  
6 
7 М  
8 М  
9 
10 
11 
12 М  
13 М  
14 

11 
5 
2 

14 
1 
9 
6 

10 
13 
12 
4 
3 
7 
8 

10 
4 
2 

13 
1 

12 
7 

14 
11 
8 
6 
3 
9 
5 

11 
3 
4 

12 
1 
7 
9 
8 

13 
14 
2 
6 
5 

10 

14 
4 
3 

10 
2 
6 
7 
9 

12 
13 
1 
5 
8 

11 

13 
6 
3 

14 
1 

11 
2 
8 

12 
10 
7 
4 
5 
9 

6 
4 
7 

12 
1 
9 
5 

11 
13 
14 
3 
2 
8 

10 

9 
6 
2 

14 
1 

11 
8 
7 

12 
13 
4 
3 
5 

10 
 

Р а спределить по две компании на  кла сс так, чтобы  минимизирова ть 
суммарное значение «точек ранж ирования» . 

И спользуя тот ж е са мы й метод , переделать ра спределение та к, чтобы  
ка ж дому кла ссу досталось по одной промы шленной компа нии (обозна ченной 
«М »  в приведённой та блице) и одной компа нии, занятой в сфере услуг. 

 
§ 3. Распределительны е модели  

 
3.1. М одели  распределительны х процессов 

 



 З а да чи оптимального распределения взаимозаменяемы х  ресурсов 
получили название ра с пределит ель н ых зада ч. Д ля их  формулировки введё м 
обозна чения: 
 
i – номер одного из взаимоза меняемы х  ресурсов, p – общ ее число 
взаимоза меняемы х  ресурсов; 
ai – общ ее количество i-го ресурса ; 
k – номер потребителя, q – общ ее число всех  потребителей; 
bk – количество «единиц потребности»  k-того потребителя; 
cik – оценка  использования единицы  i-го ресурса  на  удовлетворение k-го 
потребителя; 
λik – количество «единиц потребности»  k-того потребителя, которы е 
удовлетворяю тся единицей i-го ресурса ; 
xik – количество единиц i-го ресурса , используемы х  для удовлетворения k-го 
потребителя. 

C учё том обозна чений ма тема тическа я модель ра спределительны х  
процессов имеет следую щ ий вид : 

min(max)
1 1
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В  зависимости от конкретного х а рактера  за да чи мож ет варьирова ться 
конкретное содерж а ние, а  такж е размерность исх одны х  величин ai, bk, cik, λik, 
что в свою  очередь приведё т к некоторой модифика ции модели. Т а к, 
на пример, λik мож ет выра ж а ть число единиц i-го ресурса , за тра чива емы х  на  
единицу k-той потребности. Т огда  ограничения (1), (2) за меняю тся на  

∑
=
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Е сли при этом cik озна ча ет оценки единицы  k-го изделия в руб./шт, то 
изменится и вы ра ж ение для целевой функции: 
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λ

 

 
Ц елева я функция мож ет максимизирова ться, например, если cik 

озна ча ет прибы ль, стоимость и т.д., или минимизироваться, если эти оценки 
измеряю т за тра ты , себестоимость и т.д . Ф орма  модели такж е будет зависеть 
от вы бора  переменны х  xik. В не зависимости от этих  полученны х  
модификаций модели она  имеет некоторое сх одство с транспортной. О дна ко 
на личие в одной из групп ограничений множителей λik приводит к известны м 
ослож нениям при а на лизе этих  моделей.  

Р а спределительны е за да чи реша ю тся с помощ ью  специа льны х  
вы числительны х  методов, представляю щ их  собой модификацию  методов 
решения транспортны х  за да ч. Ч а стны ми видами таких  за да ч являю тся: 
1) просты е ра спределительны е за да чи (все λik = const); 
2) за да чи с однородны ми ресурса ми (все строки матрицы  ( )ikλ  одинаковы , то 
есть λik = λ1k при различны х  k); 
3) за да чи с пропорциональны ми ресурсами (λik = αiλ1k при различны х  i). 
 

 
 
 

3.2. З адач и  для зак реплени я при емов модели ровани я 
распределительны х процессов 

 
З а дача  1. И меется три сорта  бумаги в количества х  10, 8 и 5 т, которы е мож но 
использовать на  издание четы рё х  книг тира жом в 8000, 6000, 15000 и 10000 
экземпляров. Р а сх од бума ги на  одну книгу составляет 0,6, 0,8, 0,4 и 0,5 кг, а  
себестоимость (в коп.) печатания книги при использовании i-го сорта  бума ги 
за да ё тся матрицей: 
 

( )















==

20162430
20242418
25321624

ikcC  

 
О пределить оптима льное распределение бума ж ны х  ресурсов. 

В а риа н т  реш ения 1. О бозна чим через xik к о личес т во  бум а ги i-го сорта , 
ра сх одуемой на  печать k-той книги. Т огда  получим следую щ ие ограничения 
на  запа сы  бумаги (по ка ж дому сорту): 
 

1000014131211 ≤+++ xxxx  
800024232221 ≤+++ xxxx    

 (1) 



500034333231 ≤+++ xxxx  
 
 О граничения на  производственную  програ мму: 

 

( ) 8000
6,0

1
312111 ≥++ xxx  

( ) 6000
8,0

1
322212 ≥++ xxx    

 (2) 

( ) 15000
4,0

1
332313 ≥++ xxx  

( ) 10000
5,0

1
342414 ≥++ xxx  

 
 Т ребование неотрица тельности переменны х : 4..1,3..1,0 ==∀≥ kixik .
 (3) 
 Ф ункция цели в да нной за да че представляет собой вы ра ж ение, 
описы ва ю щ ее производственны е расх оды  на  печа ть книг, которы е долж ны  
бы ть минимизированы : 
 

( )

( )

( )

( ) min202025
5,0

1

162432
4,0

1

242416
8,0

1

301824
6,0

1

342414

332313

322212

312111

→+++

+++

+++

+++

xxx

xxx

xxx

xxx

  

 (4) 
 
 О граничения (1-3) и целева я функция (4) составляю т искомую  
ма тема тическую  модель. 
В а риа н т  реш ения 2. О бозна чим через xik к о личес т во  экзем пляро в k-той 
к н иги, отпеча та нной на  бумаге i-того сорта . Т огда  получим следую щ ие 
ограничения на  запа сы  бума ги (по ка ж дому сорту): 
 

100005,04,08,06,0 14131211 ≤+++ xxxx  
80005,04,08,06,0 24232221 ≤+++ xxxx   

 (1) 
50005,04,08,06,0 34333231 ≤+++ xxxx  

 
 О граничения на  производственную  програ мму: 



 
8000312111 ≥++ xxx  
6000322212 ≥++ xxx    

 (2) 
15000332313 ≥++ xxx  
10000342414 ≥++ xxx  

 
 Т ребование неотрица тельности переменны х : 4..1,3..1,0 ==∀≥ kixik .
 (3) 
 Ф ункция цели: 

min20162430
20242418
25321624

34333231

24232221

14131211

→+++
++++

++++

xxxx
xxxx
xxxx

  

 (4) 
 
 О граничения (1-3) и целева я функция (4) составляю т искомую  
ма тема тическую  модель. 
З а дача  2. А виакомпа ния для организа ции па сса ж ирских  перевозок меж ду 
центром и четы рьмя города ми ра сполага ет тремя группами са молётов: 1-я 
группа  – из 10 четы рё х моторны х  са молётов, 2-я – из 25 двух моторны х  
са молё тов и 3-я – из 40 двух моторны х  старого образца . 
 М инима льное (гара нтированное) количество па сса ж иров, перевозимы х  
одним са молётом да нного типа  по ка ж дому маршруту за  один месяц (в ты с. 
человек), и связа нны е с этим эксплуата ционны е ра сх оды  на  1 са молё т (в ты с. 
рублей) указаны  соответственно в правы х  верхних  и левы х  ниж них  угла х  
ка ж дой клетки та блицы . Т а м ж е в двух  последних  строка х  приведены : 
количество па сса ж иров, которое нуж но перевезти  по да нному маршруту в 
месяц, и стоимость одного билета . 
 

Город маршрут 
са молет 1 2 3 4 

1 1,6 
16 

2,2 
20 

1,3 
15 – 

2 2,8 
30 

3,0 
25 

2,4 
20 

2,0 
25 

3 0,8 
15 – 1,0 

12 
1,5 

16 
Количество па сса ж иров, 
ты с. чел. 20 50 40 30 

Стоимость билета , 
руб. 25 15 20 15 

 
Р а спределить са молёты  по маршрутам из условия достиж ения 

ма ксима льной прибы ли авиакомпа нии. 
 



Реш ен ие. О бозна чим через xij количество са молетов i-го вида , вы полняю щ их  
рейсы  по j-му маршруту. Т огда  получим ограничения на  количество 
са молетов ка ж дого вида : 

1014131211 ≤+++ xxxx  
2524232221 ≤+++ xxxx    

 (1) 
4034333231 ≤+++ xxxx  

 В  да нной за да че потребностью  является необх одимость перевезти 
определенное количество па сса ж иров по определенному маршруту. Т огда  
ограничения на  удовлетворение потребностей будут вы глядеть следую щ им 
образом: 

208,08,26,1 312111 ≥++ xxx  
50              0,32,2 2221 ≥+ xx    

 (2) 
400,14,23,1 333231 ≥++ xxx  
305,10,2             4342 ≥+ xx  

 
 Т ребование неотрица тельности переменны х : 4..1,3..1,0 ==∀≥ jixij .
 (3) 
 Ц елева я функция должна  представлять собой вы ра ж ение, 
описы ва ю щ ее дох од  авиакомпании, которы й формируется за  счет прода ж  
билетов за  вы четом эксплуа та ционны х  расх одов. О на  будет иметь вид : 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) max16121525202530152016

5,121514,23,12032,2158,08,26,125

34333124232221131211

34243323132212312111

→++−+++−++−
−+++++++++

xxxxxxxxxx
xxxxxxxxxx

 (4) 
 
 О граничения (1-3) и целева я функция (4) составляю т искомую  
ма тема тическую  модель. 
 

3.3. З адач и  для самостоятельного реш ени я 
 
1. Н а  четы рё х  тка цких  ста нка х  с объё мом ра бочего времени 200, 300, 250 и 
400 станко-ча сов мож ет изготавлива ться тка нь трё х  артикулов в количества х  
260, 200, 340 и 500 метров за  1 ча с. Составить модель формирования пла на  
загрузки ста нков, если прибы ль (в руб.) от реа лизации 1 м тка ни i-го 
а ртикула  при её  изготовлении на  k-м станке х ара ктеризуется элементами 
ма трицы : 

( )















==

9,06,00,16,1
2,19,10,12,2
8,20,22,25,2

ikcC , 



а  суммарна я потребность в ткани ка ж дого из а ртикулов равна  соответственно 
200, 100 и 150 ты с. м. 
2. Четы ре ремонтны е ма стерские могут за  год отремонтирова ть 
соответственно 700, 500, 450 и 550 машин при себестоимости ремонта  одной 
машины  в 50, 70, 65 и 60 руб. П ланируется годова я потребность в ремонте 
пяти а втобаз: 350, 350, 300 и 200 машин. И збы точны е мощ ности 1-й и 2-й 
ма стерских  могут бы ть использованы  для обслуживания других  видов ра бот, 
в 3-й и 4-й ма стерских  – только на  указанны й вид ра бот. М а трица  

( )























==

40103020
50504010
40303060
10308020
50701040

ikcC  

х а ра ктеризует транспортны е расх оды  на  доставку машины  с i-й а втоба зы  на  
k-тую  ремонтную  ма стерскую . 

О пределить минима льную  годовую  потребность в кредита х  на  
вы полнение указанного объё ма  ремонтны х  ра бот по всем а втобаза м. 
3. Четы ре различны х  предприятия могут вы пуска ть лю бой из четы рё х  видов 
продукции. Производственны е мощ ности предприятий позволяю т 
обеспечить вы пуск продукции ка ж дого вида  в количества х  (по завода м): 50, 
70, 100 и 30 ты с. штук, а  пла новое за да ние составляет соответственно (по 
видам продукции) 30, 80, 20 и 100 ты с. шт. М а трица  

( )


















==

5768
6846
4975
8459

ikcC  

х а ра ктеризует себестоимость единицы  k-го вида  продукции при производстве 
его на  i-м предприятии. 

Н а йти оптимальное распределение планового за да ния меж ду 
предприятиями. 
4. И меется три предприятия (1, 2, 3), которы е могут вы пуска ть три вида  
продукции: А , Б , В . К а ж дое из них  распола га ет двумя видами ресурсов (I, II), 
объё мы  которы х  составляю т для 1-го предприятия 250 и 150 единиц, для 2-го 
100 и 200 единиц и для 3-го соответственно 240 и 300 единиц. И звестны : 
нормы  затра т ка ж дого ресурса  на  i-м предприятии для производства  единицы  
k-й продукции (k = 1, 2, 3); себестоимость производства  единицы  k-й 
продукции на  i-м предприятии; объё м производства  k-й продукции, 
предусмотренны й производственной программой. 

В се указанны е числовы е да нны е приведены  в следую щ ей та блице: 
 

Продукция А  Продукция Б  Продукция В  Предпри-
ятия Н ормы  затрат себесто- Н ормы  затрат себесто- Н ормы  затрат себесто-



 I 
ресурс 

II 
ресурс 

имость I 
ресурс 

II 
ресурс 

имость I 
ресурс 

II 
ресурс 

имость 

1 2 4 2 1,1 2 8 2,5 3 5 
2 1,5 5 3 1,6 3 7 2,2 2,5 6 
3 2,2 3 2,5 1,2 2,4 9 2,4 4,2 7 

Програм-
ма  

вы пуска  
300 170 250 

 
Составить ма тема тическую  модель для определения оптимальной 

специализации производства  из условия минимиза ции суммарной 
себестоимости. 

Р ешить ту ж е за да чу из предполож ения, что I вид  ресурсов ж ё стко 
закреплён за  предприятием, а  II вид можно передавать от одного 
предприятия другому. 

 
§ 4. М одели рование процессов смеш и вания 

 
4.1. Ти повы е модели  процессов смеш и вани я 

 
 Р а ссма трива ется проблема  составления смесей из различны х  
компонент, обла да ю щ их  за да нны м на бором свойств. Среди всевозможны х  
смесей необх одимо на йти смесь, обла да ю щ ую  за да нны ми свойствами, 
согла сую щ имися со свойства ми компонент, и имею щ ую  минимальную  
стоимость. 
 В ид форма лизованной модели за да чи составления оптима льны х  смесей 
зависит от типов переменны х . Е сли в ка честве переменны х  xj взять долю  j-й 
компоненты  в смеси, то модель за пишется в виде: 
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З десь: 
i – порядковы й номер свойств, которы ми обла да ю т компоненты  и смесь, 

mi ..1= ; 
aij – величина  i-го свойства  для j-той компоненты ; 
Ri – требование на  величину i-го свойства  для ед . смеси; 



( )jj ba ,  – интервал возможного вклю чения j-той компоненты  в смесь; 
cj – стоимость единицы  j-той компоненты . 

Е сли неизвестны е сформулированы  в виде: xj – объё м влож ений j-той 
компоненты  в н а т ура ль н о м  выра ж ен ии, то ограничение (1) приведё нной 
выше модели записы ва ется в виде: 

∑
=

=
n

j
j bx

1
, 

где b – общ ее количество смеси, которое долж но бы ть получено. 
В  такие модели, ка к правило, такж е вклю ча ю тся ограничения (2-3). 

О днако bj несё т иную  смы словую  нагрузку. З десь bj – количество j-той 
компоненты , которое есть в на личии. 

Е сли известны  условия изготовления компонентов с учё том 
имею щ их ся для этой цели ресурсов, то возника ет более сложна я 
объединённа я за да ча  составления оптимальной смеси, для которой будут с 
на ибольшим эффектом использованы  ресурсы  в производстве компонентов. 
У сложнение за да чи мож ет происх одить и за  счё т внесения в модель 
ограничений, связанны х  с условиями использования смесей. В  качестве 
примера  ра ссмотрим модель составления оптима льны х  сх ем внесения 
удобрений. В ведё м обозна чения: 
j – вид культуры , J – число всех  видов культур; 
i – вид смеси удобрений, I – число всех  видов смесей; 
q – способ внесения удобрений, Q – число всех  способов внесения 
удобрений; 
r – номер формы , в которой на х одится действую щ ее вещ ество в удобрении 

(легко- или труднора створимы е); 
Nr, Pr, Kr – количество а зота , фосфора  и ка лия r-й формы , имею щ егося на  

предприятии; 
Niqjr, Pijqr, К ijqr - количество действую щ его вещ ества  а зота , фосфора  и ка лия r-

й формы , необх одимого для внесения по q-му способу в i-ю  смесь под 
j-ю  культуру на  1 га  земли; 

m – вид  органического удобрения, M – число всех  видов органических  
удобрений; 

Hm – количество m-го вида  органических  удобрений, имею щ их ся на  
предприятии, 
Hijqm – количество органического удобрения m-го вида , вносимое по q-му 

способу в i-ю  смесь под j-ю  культуру на  1га  земли; 
Sjq – площ а дь посева  под j-ю  культуру, в которую  можно внести удобрения 

по q-му способу; 
aijq – логический коэффициент, равны й 1, если можно внести i-ю  смесь q-м 

способом под  j-ю  культуру, и равны й 0 в противном случа е; 
Cijq – эффективность (прибы ль), полученна я при внесении i-й смеси q-м 

способом под  j-ю  культуру на  1га  земли; 
xijq – число гектаров земли, отводимое под j-ю  культуру с внесением i-й 

смеси удобрения q-м способом. 



П олучим следую щ ую  математическую  модель: 
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О рга нические удобрения: ∑ ∑ ∑
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4.2. З адач и  на зак реплени е при емов модели ровани я 
процесса смеш и вани я 

 
З а дача  1. И з четы рё х  видов основны х  материалов (медь, цинк, свинец, 
никель) составляю т три вида  сплавов ла туни: обы чны й, специальны й и для 
х удож ественны х  изделий. Ц ены  единицы  веса  меди, цинка , свинца  и никеля 
составляю т 0,8 руб., 0,6 руб., 0,4 руб. и 1,0 руб., а  единицы  веса  сплава , 
соответственно, 2 руб., 3 руб., 4 руб. 
 Сплав для х удож ественны х  изделий долж ен содерж ать не менее 6% 
никеля, не менее 50% меди и не более 30% свинца ; специальны й – не менее 
4% никеля, не менее 70% меди, не менее 10% цинка  и не более 20% свинца . 
В  обы чны й сплав компоненты  могут входить без ограничения. 
 Производственна я мощ ность предприятия позволяет вы пуска ть (за  
определё нны й срок) не более 400 ед. веса  обы чного сплава , не более 700 ед. 
веса  специа льного сплава  и не более 100 ед . веса  сплава  для х удож ественны х  
изделий. 
 Н а йти производственны й план, обеспечива ю щ ий ма ксимальную  
прибы ль. 
 
Реш ен ие. О бозна чим через xij долю  i-той компоненты  в j-той смеси. Т огда  
получим следую щ ие ограничения модели: 
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 О граничения на  количество компонент в смесях : 
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 (2) 
 
 Т ребование неотрица тельности переменны х : 3..1,4..1,0 ==∀≥ jixij .
 (3) 
 Ц елева я функция представляет собой сумму величин прибы ли, 
получа емой с единицы  веса  ка ж дого сплава : 
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 (4) 
 
 О граничения (1-3) и целева я функция (4) представляю т собой модель 
для получения искомой информации. 
З а дача  2. Госпиталь стремится минимизирова ть стоимость мясного пита ния 
(говядина , свинина  и бара нина ). Б ольничны й рацион долж ен содерж ать, по 
кра йней мере, 1,5 фунта  ж ирного мяса  на  человека  в неделю . Говядина , 
котора я стоит 1,25 доллара  за  фунт, содерж ит 20% ж ирной и 80% постной 
ча сти. Свинина  – 1,5 доллара  за  фунт и содержит  60% ж ирной и 40% 
постной ча сти, баранина  стоит 1,4 доллара  за  фунт и состоит из 30% ж ирной 
и 70% постной ча сти. Госпиталь имеет х олодильную  площ а дь не более чем 
на  900 фунтов мяса . В  госпита ле на  мясной диете 200 па циентов. Сколько 
фунтов ка ж дого вида  мяса  необх одимо покупать еж енедельно для того, 
чтобы  обеспечить необх одимую  калорийность рациона  при минимальной 
стоимости? 
 
Реш ен ие. П усть xi – количество мяса  i-го вида , за купа емого госпита лем. 
Т огда  получим следую щ ие ограничения модели. О граничение на  объем 
х олодильной камеры : 
 

     900321 ≤++ xxx      (1) 
 
 О граничение на  калорийность рациона : 



     ( ) 5,13,06,02,0
200
1

321 ≥++ xxx   

 (2) 
 
 Т ребование неотрицательности переменны х : 3..1,0 =∀≥ ixi . 
 (3) 
 Ц елева я функция – минимиза ция расх одов на  за купки: 
 

min4,15,125,1 321 →++ xxx    
 (4) 

 
 Ц елева я функция (4) и ограничения (1-3) образую т искомую  модель. 

 
4.3. Задач и  для самостоятельного реш ения 

 
1. Потребность в а зотны х  удобрениях  составляет 10 млн. т. И х  мож но 

удовлетворить за  счё т производства  двух  продуктов: а ммиа чной селитры  и 
а ммиа чной воды . Д ля их  производства  необх одим а ммиа к, общ ий расх од 
которого для удовлетворения соответствую щ их  нуж д в плановом году не 
мож ет превы шать 8 млн. тонн. Т ех нологические нормы  материа льны х  за тра т, 
удельны е текущ ие расх оды  и капитальны е влож ения в производство ка ж дого 
из продуктов да ны  в та блице: 
 

Х имический 
продукт 

Т ехнологические 
нормы  затрат 
а ммиака , т/т 

У дельны е 
капитальны е 

влож ения, руб./т 

Себестоимость 
единицы  

продукта , руб./т 
А ммиа чна я селитра  
А ммиа чна я вода  

0,6 
1,0 

3,0 
6,0 

7,0 
6,5 

 
О пределить план производства  селитры  и а ммиа чной воды  в пла новом 

году, необх одимы х  для удовлетворения потребности народного х озяйства  в 
а зотны х  удобрениях , с на именьшими суммарны ми за трата ми. 

Р ешить за да чу при знании нормативной эффективности ка питало-
влож ений 0,1. 

Проследить, как отра ж а ю тся на  оптимальном пла не изменения 
значений нормативной эффективности ка пита ловлож ений от 0,1 до 0,3. 

2. Н ефтеперера ба ты ва ю щ ий завод получа ет 4 полуфа бриката : 400 ты с. 
л а лкилата , 250 ты с. л крекингбензина , 350 ты с. л бензина  прямой перегонки 
и 100 ты с. л изопентона . В  результате смешивания этих  четы рё х  
компонентов в разны х  пропорциях  образую тся три сорта  а виа ционного 
бензина : 

сорт А    2 : 3 : 5 : 2 
сорт В   3 : 1 : 2 : 1 
сорт С  2 : - : 1  : 3 



Стоимость 1 ты с. л указанны х  сортов бензина  составляет 
соответственно 120 руб., 100 руб. и 150 руб. 

О пределить план смешивания компонентов, при котором будет 
достигнута  ма ксима льна я стоимость всей продукции. 

О пределить оптима льны й план смешивания из условия ма ксима льного 
использования компонентов. 

3. Компа ния по производству удобрений мож ет произвести в текущ ем 
месяце 1400 т нитра тов, 1600 т фосфа тов и 1200 т поташа . Это количество 
имеется в ра споряж ении или уж е зака за но и не мож ет бы ть получено в 
большом количестве, пока  не пройдут следую щ ие 30 дней. Н еобх одимо 
определить способы  смешивания а ктивны х  ингредиентов с определённы ми 
инертны ми ингредиентами, предлож ение которы х  не ограничено, в два  
основны х  удобрения, которы й позволит ма ксимизировать прибы ли в 
текущ ем месяце. 
 Двумя основны ми удобрениями являю тся тип 1 (5:10:10) и тип 2 
(10:10:5). Числа  в скобка х  представляю т процентное отношение (по весу) 
нитра тов, фосфа тов и поташа  соответственно (оставшую ся долю  составляю т 
инертны е ингредиенты ).  
 Ц ены  ингредиентов пока за ны  в та блице: 
 

И нгредиенты  удобрения Ц ена  за  тонну 
Нитраты  
Ф осфа ты  
Поташ 
И нертны е удобрения 

160 
140 
100 

8 
 

З а траты  смешения, упаковки и прода ж и одина ковы  для обоих  смесей и 
составляю т 15 долларов за  тонну. Ц ены  на  удобрения, по которы м компа ния 
мож ет их  реа лизова ть, в на стоящ ее время составляю т 50 долларов за  тонну 
типа  1 и 55 долларов для типа  2. 

Н еобх одимо определить, сколько производить ка ж дого типа  смеси в 
этом месяце, чтобы  максимизирова ть общ ую  прибы ль. 

4. «Ю ж на я а лкогольна я корпора ция»  импортирует три сорта  виски – 
И рла ндское, Ш отла ндское и К ана дское. О ни смешива ю т их  согла сно 
рецепта м, уста навлива ю щ им ма ксимум или минимум процентного 
содерж а ния И рла ндского и К ана дского в ка ж дой смеси: 
 

Смесь Спецификация Ц ена  на  1/5 галлона  
Old Oierhoul 
 
 
Highband Spec 
 
 
Young Frezy 

Н е меньше 60% И рландского 
Н е больше 20% К ана дского 
 
Н е больше 60% К ана дского 
Н е меньше 15% И рландского 
 
Н е больше 50% К ана дского 

6,80 
 
 

5,70 
 
 

4,50 
 



Стоимость и за па сы  трё х  основны х  видов виски приведены  в та блице: 
 

В иски Н а личие виски, 
1/5 галлона  в день 

Стоимость 1/5 
галлона  

И рландское 
Ш отландское 
К а на дское 

2000 
2500 
1200 

7 
5 
4 

 
 Составить модель, позволяю щ ую  определить, сколько производить 
ка ж дого типа  смеси, чтобы  получить ма ксима льную  прибы ль. 

 
§ 5. М одели  оптимального раск роя материала  

 
5.1. П ростейш ая модель опти мального раск роя материала 

 
 Н а  многих  промы шленны х  предприятиях  при ма ссовом производстве 
продукции необх одимо получить на иболее рациональны й раскрой 
ма териалов (доски, листы  металла , трубы , прока т, рулоны  ткани и т.д.). П лан 
ра скроя счита ется оптима льны м, если он обеспечива ет наибольший вы х од 
заготовок или на именьший объё м отх одов. 

П ростейш ая модель опти мального раск роя материалов для 
получения за да нного количества  за готовок вы глядит следую щ им образом. 

Н а  предприятие поступа ю т однотипны е рулоны  ма териалов. Н а до 
на йти такой пла н ра скроя рулонов ма териа ла  по ширине, при котором будут 
на именьшие отх оды . 

В ведё м обозна чения: 
i – вид за готовки, m – число всех  видов за готовок; 
j – вариант ра скроя рулона  по ширине, n – число всех  вариа нтов раскроя; 
di – необх одимое число за готовок i-го вида ; 
dij – число за готовок i-го вида , которое мож но получить из одного рулона  

ма териала  согла сно j-му вариа нту раскроя; 
С j – отх оды  ма териала , полученны е из рулона  материала  согла сно j-му 

варианту ра скроя; 
A – общ ее количество рулонов, имею щ их ся в наличии; 
xj – искомое число рулонов, ра скраива емы х  согла сно j-му варианту. 
 М а тема тическа я за пись модели: 
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Это за да ча  линейного программирования, для решения которой мож но 

применить симплекс-метод . 
 Т еперь рассмотрим модель опти мального раск роя парти й  
материалов для изготовления комплектов. 
 Н а  предприятие, изготавлива ю щ ее комплекты , поступа ет сы рьё  в виде 
партий материа лов, имею щ их  свои размеры . Н а до получить раскрой 
ма териалов, обеспечива ю щ ий вы пуск максимального числа  комплектов. Д ля 
формирования модели введё м обозна чения: 
s – номер партии материа ла , S – число всех  партий ма териалов; 
i – вид за готовки; 
li – число заготовок i-го вида , необх одимы х  для одного комплекта ; 
n – число всех  комплектов; 
ds – количество материа лов одного размера  в одной партии s-го вида ; 
j – номер варианта  ра скроя; 
ns – число вариа нтов ра скроя для ка ж дой единицы  s-й партии; 
dsij – число заготовок i-го вида , получа емы х  из единицы  материала  s-й партии 

согла сно j-му вариа нту раскроя; 
xsj – искомое количество единиц материа ла  s-й партии, раскраива емы х  

согла сно j-му вариа нту. 

При раскрое всех  партий будет получено ∑ ∑
= =

S

s

n

j
sjsji

s

xd
1 1

 заготовок i-го 

вида  

И х  достаточно для ∑ ∑
= =

S

s

n

j
sjsji

i

s

xd
l 1 1

1  комплектов. 

Поскольку число комплектов минимизируется теми за готовками, 
которы е позволяю т составить на именьшее число комплектов, то число 
полны х  комплектов равно: 

∑ ∑
= =

=
S

s

n

j
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n
1 1

1min  

З а да ча  состоит в ма ксимизации числа  комплектов 

max1min
1 1

→∑ ∑
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S
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s
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при условии вы полнения пла на  раскроя за готовок 

Ssdx s

n

j
sj

s

..1 ,
1

==∑
=

, 

а  та кж е неотрицательности компонент. 
 

ssj njSsx ..1 ,..1 ,0 ==≥ . 
 



Е сли через z обозна чить число комплектов, то сформированна я модель 
сводится к следую щ ей за да че линейного програ ммирования: 

 
max→z  

 
при ограничениях  
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ssj njSsxz ..1 ,..1 ,0 ,0 ==≥≥  
 

5.2. З адач и  на зак реплени е материала 
 
З а дача  1. Листы  ма териа ла  размером 6х 13 на до ра скроить так, чтобы  
получились за готовки двух  типов: 800 за готовок размером 4х 5 м и 400 штук 
заготовок размером 2х 3 м. При этом расх од материа ла  долж ен бы ть 
минима льны м. Способы  раскроя ма териала  и количество за готовок ка ж дого 
типа , полученны х  при ра скрое одного листа , да ны  в та блице. 
 

Способы  раскроя Р а змер 
заготовок, м2 I II III IV 

4 х  5 
2 х  3 

3 
1 

2 
6 

1 
9 

0 
13 

 
Реш ен ие. П усть xi – количество за готовок, ра скроенны х  i-м способом. Т огда  
ограничение на  количество заготовок: 

4001396
80023

4321

321

=+++
=++

xxxx
xxx

   

 (1) 
 
 Т ребование неотрицательности переменны х : 3..1,0 =∀≥ ixi . 
 (2) 
 Ц елева я функция – минимиза ция количества  расх одуемы х  листов: 
 

min4321 →+++ xxxx     
 (3) 

 
 О граничения (1-2) и целева я функция (3) образую т искомую  модель. 
 
 

5.3. З адач и  для самостоятельного реш ени я 
 



1. Н а  скла де предприятия имею тся заготовки (ста льны е бруски) длиной 
8,1 м. И з этих  заготовок необх одимо изготовить 100 комплектов более 
коротких  заготовок. При этом в один комплект вх одят два  бруска  длиной 3 м 
и по одному бруску длиной 2 м и 1,5 м. Н еобх одимо ра скроить исх одны й 
ма териал та к, чтобы  получить требуемое количество комплектов коротких  
заготовок с минимальны ми отх ода ми. Количество коротких  заготовок, 
которое получа ется из одного исх одного бруска  при различны х  способа х  
ра скроя, и величины  отх одов по ка ж дому способу раскроя за да ны  в 
та блица х : 
 

Способ Р а змер 
заготовки, м 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

3 
2 

1,5 

2 
1 
0 

2 
0 
1 

1 
2 
0 

1 
1 
2 

0 
4 
0 

0 
3 
1 

0 
2 
2 

0 
1 
4 

0 
0 
5 

О тходы , м 0,1 0,6 1,1 0,1 0,1 0,6 1,1 0,1 0,6 

  
2. П олуфа брика ты  поступа ю т на  предприятие в виде листов фа неры . 

В сего имеется две партии материалов, причё м перва я партия содержит 400 
листов, а  втора я 250 листов фанеры . И з поступа ю щ их  листов фа неры  
изготавлива ю тся комплекты , вклю ча ю щ ие 4 дета ли 1-го типа , 3 детали 2-го 
типа  и 2 детали 3-го типа . О дин лист фа неры  ка ж дой партии мож ет 
ра скраиваться различны ми способа ми. 
 К оличество деталей ка ж дого типа , которое получа ется при ра скрое 
одного листа  соответствую щ ей партии по тому или иному способу ра скроя, 
представлено в та блице: 
 

Первая партия В тора я партия 
Способ 
раскроя 

Д етали 
1 2 3 

Способ  
раскроя 

Д етали 
1 2 

1 
2 
3 

0 
4 

10 

6 
3 

16 

9 
4 
0 

1 
2 
3 

6 
5 
8 

5 
4 
0 

 
Т ребуется ра скроить ма териал так, чтобы  получить ма ксима льное 

число комплектов. 
 

§ 6. Разны е задач и  
 

1. У правление а эрофлота  х очет нанять новы х  стю ардесс на  ра боту в 
течение 4-х  последую щ их  месяцев. Н а йм осущ ествляется в на чале месяца  и 
продолж а ется до конца  месяца , чтобы  обучить стю ардесс преж де, чем они 
приступят к регулярны м полёта м. 



 Т ребуется 110 ча сов непрерывной ра боты  стю ардессы  в течение 
месяца , чтобы  обучить ка ж дую  из них , и поэтому непреры вны е 
обслужива ю щ ие полёты  сокра щ а ю тся на  110 ча сов для ка ж дой 
практика нтки. 
 В  среднем стю ардесса  ра бота ет по 160 ча сов в месяц на  авиалиниях  
а эрофлота . Н иж е приведено количество лё тны х  ча сов стю ардесс, 
необх одимое для постоянного обслуж ивания в следую щ ие 4 месяца : 
 

 
Сентябрь  9000 
О ктябрь  8000 
Н оябрь  10000 
Д ека брь  12000 

 
 1 сентября на  а виа линиях  ра бота ло 67 стю ардесс. И з прошлого опы та  
известно, что 10% стю ардесс покида ю т свою  ра боту ка ж ды й месяц. К а ж да я 
стю ардесса  получа ет 200 рублей в виде зара ботной пла ты . Стоимость 
подготовки стю ардессы  120 рублей. 
 Составить модель формирования пла на  на йма  стю ардесс, чтобы  
обеспечить линии и минимизирова ть за тра ты  на  их  обучение и ра боту. 

2. В  х озяйстве требуется вы полнить следую щ ие типы  ра бот: 
культива цию  пара , подъё м пара , культива цию  пропашны х , сенокос. 
 Р а бота  вы полняется при помощ и тракторов Д Т -75 (10 машин), 
«Б еларусь»  (8 машин) и Т -25 (5 машин). Сезонна я норма  выра ботки 
составляет: для трактора  Д Т -75 – 4000 га , для трактора  «Б еларусь»  – 2400 га  
и для Т -25 – 750 га . 

Т ребуется распределить ра боты  меж ду трактора ми та к, чтобы  они бы ли 
вы полнены  с минимальной себестоимостью . При подъё ме пара  и 
культива ции пропашны х  трактор Т -25 не используется. 
 

Себестоимость 
В ид работы  

Д Т -75 «Б еларусь»  Т -25 
О бъё м 
ра бот, га  

Культивация 
 
Подъё м пара  
 
Культивация пропашны х  
 
Сенокошение 

4,5 
 

3 
 

4 
 

3,5 

4,2 
 

3,5 
 

4,5 
 

3 

5 
 
 
 
 
 

4,2 

1200 
 

4000 
 

350 
 

1000 
 

3. Д ля контроля за  ра ботой баллистической ракеты  использую тся 4 
вида  да тчиков, которы е помещ ены  на  ракете и результа ты  измерений 
которы х  регистрирую тся тремя типами на земны х  регистра торов-са мописцев. 
К а ж ды й да тчик определяет одну из х арактеристик (темпера тура , давление и 
т.д.) и переда ё т результаты  по отдельному кана лу связи на  лю бой са мописец. 



В  следую щ ей та блице указаны  численность да тчиков и са мописцев, а  такж е 
время, за тра чива емое на  вклю чение соответствую щ его ка нала  связи. 
 

Д атчики 
 

Са мописцы  
20 40 50 40 

70 
90 
60 

2 
3 
3 

1 
2 
4 

5 
3 
1 

3 
4 
2 

 
О пределить оптима льное закрепление да тчиков к регистрирую щ им 

устройства м, при котором достига ется минимум суммарны х  за тра т времени 
на  переклю чение кана лов. 

4. И нвестиционна я компания «О мега »  имеет 800 ты с. долларов, 
которы е она  х очет вложить в некоторы е или все из следую щ их  а ктивов: 
корпора тивны е облигации, правительственны е облига ции, вы сокорисковы е 
корпора тивны е облига ции, обы кновенны е а кции, привилегированны е а кции 
и недвиж имость. Эксперт компании по инвестициям оценива ет ож ида емую  
годовую  дох одность, фактор риска , пока зы ва ю щ ий вероятность, с которой 
оценива емы й продукт будет дефицитен. Кроме того, известны  сроки, на  
которы е средства  могут бы ть размещ ены  в те или ины е а ктивы . 
 

И нвестиционны е мероприятия 
О жида емы й 

годовой продукт 
(%) 

Ф актор риска  
Средний 

инвестиционны й 
срок (в года х ) 

Корпоративны е облигации 
 
Правительственны е облигации 
 
В ы сокорисковы е облигации 
 
О бы кновенны е акции 
 
Привилегированны е а кции 
 
Н едвижимость 

6,2 
 

7,5 
 

14,5 
 

13,8 
 

7,7 
 

10,6 

0,17 
 

0,03 
 

0,63 
 

0,55 
 

0,12 
 

0,30 

12 
 

15 
 

4 
 

2 
 

6 
 

5 
 

К омпа ния стремится увеличить средний инвестиционны й срок, по 
кра йней мере, до 7 лет. Правительственное регулирование препятствует 
влож ению  более чем 30% инвестиций компании в вы сокорисковы е 
облигации и обы кновенны е а кции. Т а кж е компания х очет, чтобы  средний 
фактор риска  составлял не более чем 0,25. 

К а к инвестиционна я компания «О мега »  долж на  разместить 800 ты с. 
долларов, чтобы   ма ксимизировать ож ида емы й дох од? 

5. Правительственное а гентство имеет в распоряж ении 100000 
долларов для распределения их  меж ду пятью  фа брика ми, располож енны ми 
вдоль определё нной реки с тем, чтобы  помочь им сократить уровень 



загрязнения в реке в течение следую щ его года . В се фа брики стремятся 
полностью  использова ть фонды , полученны е для того, чтобы  сократить 
уровень загрязнений. 
 Т екущ ее исследование показало следую щ ий уровень загрязнения и 
стоимость сокра щ ения уровня за грязнения. 
 
 
 

З авод F1 F2 F3 F4 F5 

Т екущ ий годовой уровень загрязнения 
(в млн. галлонов) 
 
Стоимость сокра щ ения уровня загрязнения на  
1 млн. галлонов (ты с. долл.) 

3,7 
 
 

4,1 

5,3 
 
 

6,95 

3,1 
 
 

4,5 

4,4 
 
 

3,8 

4,8 
 
 

5,72 

 
И з-за  определённы х  условий окруж а ю щ ей среды  а бсолю тно 

необх одимо, чтобы  уровень загрязнений F2 и F5 бы л сокра щ ё н, по кра йней 
мере, на  2,9 и 2,4 млн. га ллонов соответственно. 
 К а к должны  бы ть распределены  деньги по завода м для того, чтобы  
ма ксимизировать общ ее сокра щ ение уровня за грязнений в реке в течение 
следую щ его года ? 

6. Са молёт компании “Gamma Air Lines" лета ет меж ду Н ью -Й орком и 
М онреа лем. Эти полёты  беспоса дочны е и гра фик их  движ ения пока за н в 
та блице: 
 

И з Н ью -Й орка  в М онреаль И з М онреаля в Н ью -Й орк 
Р ейс О тправление Прибы тие Р ейс О тправление Прибы тие 
110 
120 
130 
140 
150 
160 

6.00 
8.00 

12.00 
15.00 
19.00 
23.00 

8.00 
10.00 
14.00 
17.00 
21.00 
1.00 

310 
320 
330 
340 
350 
360 

7.00 
10.00 
13.00 
16.00 
21.00 
0.00 

9.00 
12.00 
15.00 
18.00 
23.00 
2.00 

 
А виа ционны й устав предписы ва ет, что когда  члены  экипа ж а  

приписа нного в Н ью -Й орке са молёта  летят в М онреаль, они долж ны  
вернуться в Н ью -Й орк на  следую щ ем рейсе; подобной ж е системы  
придержива ю тся и члены  экипа ж а , приписанного в М онреа ле. “Gamma Air 
Lines" ж ела ет минимизировать сумму времени остановок в пути своих  
экипа ж ей. К аким образом следует распределить экипа ж и, чтобы  
минимизировать общ ее время оста новок в пути? 

7. Д ля строительства  домов на  100 строительны х  площ а дка х  вы браны  5 
типов проектов. П о ка ж дому из проектов известны : длительность за кла дки 
фунда мента  и строительства  оста льной ча сти здании в днях , а  такж е ж ила я 
площ а дь дома  и стоимость 1 кв. м ж илой площ а ди. 



 
Т ип дома  I II III IV V 

Длительность закла дки фунда мента  
Продолжительность остальны х  работ 
Ж илая площ а дь 
Стоимость 1 кв. м 

20 
40 

3000 
200 

30 
20 

2000 
150 

35 
60 

5000 
220 

30 
35 

4000 
180 

40 
25 

6000 
200 

 
П араллельно мож но вести закла дку 10 фунда ментов и строительство 15 

зда ний. 
1) О пределить план строительства , обеспечива ю щ ий ввод максимальной 
ж илой площ а ди в течение года  (300 ра бочих  дней). 
2) Р ешить ту ж е за да чу при дополнительном ограничении, число домов 
долж но ока заться не менее 10. 
3) О пределить годовой пла н строительства , максимизирую щ ий суммарную  
площ а дь при дополнительном условии, что средняя себестоимость 1 кв. м не 
превы ша ет 180 р. 

8. Предприятие вы пуска ет два  продукта  (k = 1,2) для удовлетворения 
спроса   bjk, меняю щ егося по полугодиям (j = 1,2). И зготовление продуктов 
мож ет производиться на  трё х  машина х  (i = 1,2,3), для которы х  известно 
время tik, затра чива емое i-й машиной на  производство k-го продукта  и 
суммарны й резерв времени aij, которы м ра сполага ет i-я машина  в j-м 
полугодии. И звестны  та кж е затраты  ck на  хра нение единицы  k-го продукта  в 
течение полугодия. В се ука за нны е величины  приведены  в следую щ ей 
та блице: 
 

tik aij bkj 
 I II  I II  I II ck 

1 
2 
3 

2 
2 
4 

1 
3 
2 

1 
2 
3 

70 
100 
120 

10 
60 

100 

1 
2 

20 
30 

30 
40 

3 
5 

 
О пределить оптима льную  производственную  програ мму из условия 

минимизации затрат на  х ранение. 
 

П Р И Л О Ж ЕН И Е  
 

1. П РО ГР А М М А  К У РС А  
 

Тема 1. О сновы  при к ладного модели ровани я 
1.1. П онятия: “модель”, “моделирование”. Свойства  моделей. В иды  

моделирования: физическое, геометрическое, предметно-
матема тическое, логико-математическое. Примеры . 

1.2. П онятие: “экономико-ма тема тическа я модель“ (Э М М ). Т ипы  
Э М М : балансова я, оптимиза ционна я, эконометрическа я. Эта пы  



разра ботки моделей. О собенности моделирования макро(микро) 
экономических  процессов. 

1.3. М а тема тическа я структура  модели.  Структурное моделирование. 
Тема 2. О сновны е ти повы е модели  реги онального  и спользовани я 
прои зводственны х ресу рсов 
2.1. Производственны е функции ка к основа  разра ботки 

макроэкономических  моделей. Понятие и виды  производственны х  
функций (П Ф ).   

2.2. Ф ормальны е свойства  П Ф . Предельны е и средние значения. 
И зокванта . П Ф  в темповой записи. Эла стичность за мещ ения 
факторов. 

2.3. З а да чи оптимизации ра сх одования ресурсов. И х  кла ссифика ция. 
М одель Н овожилова . М одели экономического взаимодействия. 
В за имны е за да чи. М одель К анторовича .  

2.4. М одели оптимиза ции деятельности отра слевы х  комплексов: 
транспортно-производственны е, транспортны е, развитие и 
размещ ения производства .  

2.5. М одели оптимизации деятельности производственны х  фирм: 
формирования оптима льного плана , за грузки оборудования, 
ка лендарного пла нирования. 

2.6. М одели оптимизации тех нологических  процессов: смешивания, 
ра скроя.  

Тема 3. М одели ровани е многоотраслевы х к омплек сов 
3.1. Сх ема  и х а рактеристика  разделов меж отра слевого баланса  (М О Б ). 

О сновны е балансовы е соотношения модели М О Б . М етоды  
оты ска ния объемов валовы х  вы пусков. 

3.2. К оэффициенты  прямы х  затрат: понятие, способы  расчета . 
К оэффициенты  косвенны х  затрат. Коэффициенты  полны х  за тра т: 
два  определения, способы  расчета . 

3.3. К оэффициенты  прямы х  и полны х  трудовы х  затрат и за тра т 
фондов. Смешанна я модель М О Б . Р а сширенна я модель М О Б . 

3.4. А налитические приемы  а грегирования. О шибка  а грегирования. 
Р а венство Х а та нака . 

3.5. Д ина мический меж отра слевой ба ланс (Д М О Б ): сх ема , балансовы е 
отношения. Д М О Б  как система  дифференциальны х  уравнений. 
Д М О Б  ка к система  конечно-разностны х  уравнений. 

3.6. М одель Д М О Б  с учетом лага  капитального строительства . 
      Тема 4. Э к ономи ч еск ая ди нами к а и  ее модели ровани е 

4.1.Экономическа я динамика . Показа тели экономической      дина мики. 
П онятие динамического равновесия. Примеры  моделей экономической 
динамики.  
4.2. М одель Лурье. Критерий проверки проведения  О Т М  на  основе 
модели Лурье. 
4.3. М одель Х аррода -Д омара . М одель Солоу. 
4.4. Д инамические модели экономического вы бора  потребителя. 
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