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ÎÁÙÈÅ ÒÐÅÁÎÂÀÍÈß

Äàííûé Ñáîðíèê ñîäåðæèò ïðîãðàììó ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà è íà-
áîð êîíòðîëüíûõ, òåñòîâûõ çàäàíèé ïðè èçó÷åíèè ïðåäìåòà Âû÷èñëè-
òåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû êàê îòäåëüíîãî êóðñà èëè æå êàê ïåðâîãî
ðàçäåëà êóðñà ×èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì ïðåäíà-
çíà÷åí äëÿ ðàçâèòèÿ ó ñòóäåíòîâ ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ â îáëàñòè âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè îñîáåííîñòÿìè:

1. Îñíîâó ïðîãðàììû ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò ñîñòàâëÿþò ðàáîòû ïî
÷èñëåííûì ìåòîäàì ëèíåéíîé àëãåáðû.

2. Â îöåíêå çà êàæäûé ñåìåñòð îáó÷åíèÿ ó÷àñòâóþò òðè ëàáîðà-
òîðíûå ðàáîòû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ çà÷åòíûìè. Äëÿ äîïóñêà ê ñåìåñò-
ðîâîìó ýêçàìåíó íåîáõîäèìî âûïîëíèòü õîòÿ áû îäíó ðàáîòó â êàæäîì
ñåìåñòðå îáó÷åíèÿ.

3. Äëÿ âûïîëíåíèÿ è ñäà÷è çà÷åòíûõ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò â òå÷åíèå
ñåìåñòðà îòâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ñðîêè:

� ïåðâàÿ ðàáîòà ïðèíèìàåòñÿ â òå÷åíèå ïåðâûõ äâóõ ìåñÿöåâ
ñåìåñòðà;

� âòîðàÿ ðàáîòà ïðèíèìàåòñÿ â òå÷åíèå òðåòüåãî ìåñÿöà ñåìåñò-
ðà;

� òðåòüÿ ðàáîòà ïðèíèìàåòñÿ äî íà÷àëà ñåññèè.
Â äðóãîå âðåìÿ ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû íå ïðèíèìàþòñÿ. Ïðè ýòîì

ïîñëåäóþùèå ðàáîòû ïðèíèìàþòñÿ òîëüêî ïðè ñäàííîé ëàáîðàòîðíîé
ðàáîòå No. 1.

4. Äëÿ âûïîëíåíèÿ è ñäà÷è ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò êàæäûé ñòóäåíò
èìååò 4 ÷àñà êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè â íåäåëþ: 2 ÷àñà ïî ðàñïèñàíèþ
ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà íà ÝÂÌ è 2 ÷àñà ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû â
äèñïëåéíîì êëàññå.

5. Çà âûïîëíåíèå çà÷åòíûõ ðàáîò êàæäûé ñòóäåíò ïîëó÷àåò îöåíêó
â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì êðèòåðèåì:
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×èñëî ñäàííûõ ðàáîò Îöåíêà
1 �3�
2 �4�
3 �5�

Ýòà îöåíêà âëèÿåò íà ôèíàëüíóþ îöåíêó ïî êóðñó, âûñòàâëÿåìóþ íà
ýêçàìåíå.

6. Ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà ïî êóðñó �×èñëåííûå ìåòîäû� ðàññ÷è-
òûâàåòñÿ, èñõîäÿ èç ôîðìóëû:

Î÷ì = 0.3 · Îëð + 0.3 · Îâ1 + 0.3 · Îâ2 + 0.1 · Îêð,

ãäå Î÷ì � ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà, Îëð � îöåíêà çà ëàáîðàòîðíûå ðàáî-
òû, Îâ1 � îöåíêà çà îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ â áèëåòå, Îâ2 � îöåíêà çà
îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ â áèëåòå, Îêð � îöåíêà çà êîíòðîëüíóþ ðàáîòó
èëè çà ðåøåíèå çàäà÷è íà ýêçàìåíå.

Çàäà÷è äëÿ êîíòðîëüíûõ ðàáîò èëè äëÿ ýêçàìåíà ôîðìèðóþòñÿ ïî
òèïó êîíòðîëüíûõ, òåñòîâûõ çàäàíèé, ïðèâåäåííûõ â çàêëþ÷èòåëüíîì
ðàçäåëå äàííîãî ñáîðíèêà. Ýòè æå çàäàíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â âèäå
óïðàæíåíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Åñëè äàííûé ïðåäìåò èçó÷àåòñÿ â òå÷åíèå äâóõ ñåìåñòðîâ, òî îöåí-
êà áåðåòñÿ êàê 1/2 îò ñóììû îöåíîê çà ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû â êàæäîì
ñåìåñòðå. Åñëè êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà íå ïðîâîäèòñÿ, òî â ðàñ÷åòíîé ôîð-
ìóëå áåðåòñÿ 1/3 îò ñóììû òðåõ îñòàâøèõñÿ ÷àñòíûõ îöåíîê. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå ïðàâèëî îêðóãëåíèÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìó-
ëå îöåíêè. Îäíàêî äåéñòâóåò ñëåäóþùåå óñëîâèå: íåóäîâëåòâîðèòåëüíàÿ
îöåíêà õîòÿ áû çà îäèí âîïðîñ â ýêçàìåíàöèîííîì áèëåòå âëå÷åò îáùóþ
íåóäîâëåòâîðèòåëüíóþ îöåíêó ïî êóðñó è íåîáõîäèìîñòü ïîâòîðíîãî ýê-
çàìåíà.

Êàæäàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ êàê ó÷åáíûé ïðîãðàìì-
íûé è âû÷èñëèòåëüíûé ïðîåêò, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè îñîáåííîñòÿ-
ìè:
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1. Ïðîåêò âêëþ÷àåò ÷èñëåííûé êîíòðîëüíûé äåìîíñòðàöèîííûé
ïðèìåð è ôîðìóëèðîâêó àëãîðèòìà. Ïîîùðèòåëüíûì (íå îáÿçàòåëüíûì)
ïðèçíàêîì ñ÷èòàåòñÿ âêëþ÷åíèå â ïðîåêò ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ
÷èñëåííîãî ìåòîäà: ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñîîòâåò-
ñòâóþùåì àëãîðèòìå.

2. Ïðîåêò áàçèðóåòñÿ íà çíàíèÿõ, ïîëó÷åííûõ â îáëàñòè ÝÂÌ è
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîýòîìó ïðîãðàììà äîëæíà äåìîíñòðèðîâàòü èíäè-
âèäóàëüíûé ïîäõîä ñòóäåíòà, èìåòü õîðîøèé ñòèëü ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
íàèáîëåå ïîëíî èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè ÝÂÌ è àëãîðèòìè÷åñêîãî
ÿçûêà (PASCAL) â öåëÿõ ýêîíîìèè ìàøèííîãî âðåìåíè è îïåðàòèâíîé
ïàìÿòè ÝÂÌ.

3. Ïðîåêò òðåáóåò ñáîðà è àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïî-
ëó÷åííûõ â õîäå âû÷èñëåíèé.

Ïðîãðàììà ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà ïðåäïîëàãàåò øåñòü ðàáîò:
1. Èçó÷åíèå ìåòîäîâ èñêëþ÷åíèÿ.
2. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðå-

æåííûìè ìàòðèöàìè.
3. Ðàçëîæåíèå Õîëåññêîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö.
4. Èçó÷åíèå ìåòîäîâ îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ.
5. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ îäíîâðåìåííîãî ðåøåíèÿ ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé.
6. Ïîñëåäîâàòåëüíûå àëãîðèòìû ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Ïðè îáó÷åíèè â òå÷åíèå îäíîãî ñåìåñòðà:
Âêëþ÷àÿ ðàáîòó No. 1, êîòîðàÿ îáÿçàòåëüíà äëÿ äîïóñêà ê ýêçà-

ìåíó, ñòóäåíò âûïîëíÿåò òðè çà÷åòíûå ðàáîòû ïî ñõåìå 1-2-3, 1-2-4 èëè
1-3-4. Â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ñäàííûõ ðàáîò èç òðåõ çà÷åòíûõ ñòó-
äåíò ïîëó÷àåò îöåíêó â ñîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûì âûøå êðèòåðèåì. Ïðè
ýòîé (îäíîñåìåñòðîâîé) ñõåìå îñíîâíîãî êóðñà îáó÷åíèÿ ðàáîòû No. 5
è No. 6 èñïîëüçóþòñÿ êàê çà÷åòíûå ïî äîïîëíèòåëüíîìó, ñïåöèàëüíîìó
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êóðñó.
Ïðè îáó÷åíèè â òå÷åíèå äâóõ ñåìåñòðîâ:
Ðàáîòû No. 1, No. 2 è No. 3 ÿâëÿþòñÿ çà÷åòíûìè äëÿ ïåðâîãî ñå-

ìåñòðà, ïðè÷åì ðàáîòà No. 1 äîëæíà áûòü âûïîëíåíà ïåðâîé. Ðàáîòû
No. 4, No. 5 è No. 6 ÿâëÿþòñÿ çà÷åòíûìè äëÿ âòîðîãî ñåìåñòðà, íî ëþáàÿ
èç íèõ ìîæåò áûòü âûáðàíà ïåðâîé.
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà No. 1: ÈÇÓ×ÅÍÈÅ
ÌÅÒÎÄÎÂ ÈÑÊËÞ×ÅÍÈß

1. Çàäàíèå

Íàïèñàòü è îòëàäèòü ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ çàäàííûé âàðèàíò ìåòî-
äà èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = f , âû÷èñëåíèÿ det(A)

è A−1. Ïðåäóñìîòðåòü ñîîáùåíèÿ, ïðåäóïðåæäàþùèå î íåâîçìîæíîñòè
ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ñ çàäàííîé ìàòðèöåé A. Îòäåëèòü îñíîâíûå
÷àñòè ïðîãðàììû:

à) ïîäïðîãðàììó ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû A, îòâå÷àþùóþ çàäàííî-
ìó âàðèàíòó ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ;

á) ïîäïðîãðàììó ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé;

â) ïîäïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèö;
ã) ïîäïðîãðàììû îáðàùåíèÿ ìàòðèö;
ä) ñåðâèñíûå ïîäïðîãðàììû.
Óäåëèòü îñîáîå âíèìàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðîãðàììû (â ñìûñëå

ýêîíîìèè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè). Ïðåäóñìîòðåòü ïîøàãîâîå âûïîëíåíèå
àëãîðèòìà èñêëþ÷åíèÿ ñ âûâîäîì ðåçóëüòàòà íà ýêðàí.

Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå ïóíêòû çàäàíèÿ:
1. Ïðîâåñòè ïîäñ÷åò ôàêòè÷åñêîãî ÷èñëà âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé

óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, ñðàâíèòü åãî ñ îöåíî÷íûì ÷èñëîì (n3/3).

2. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ (ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îáðàùåíèå ìàòðèö) ñ ó÷åòîì âðåìåíè, çàòðà-
÷èâàåìîãî íà ðàçëîæåíèå ìàòðèöû. Äëÿ ýòîãî ñïðîåêòèðîâàòü è ïðîâåñòè
ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé îõâàòûâàåò ìàòðèöû ïîðÿäêà îò 5 äî 100 (÷åðåç 5
ïîðÿäêîâ). Ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàòû â âèäå òàáëèöû è ãðàôèêà çàâèñè-
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ìîñòè âðåìåíè, âûïîëíåíèÿ (â ìèíóòàõ è ñåêóíäàõ) îò ïîðÿäêà ìàòðèö.
Òàáëèöó è ãðàôèê âûâåñòè íà ýêðàí.

3. Îöåíèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, èìåþùèõ òîò æå ñàìûé ïîðÿäîê, ÷òî è çàäà÷è èç ïóíêòà 2.
Äëÿ ýòîãî ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûå ìàòðèöû A, âûáðàòü òî÷íîå ðåøå-
íèå x∗ è îáðàçîâàòü ïðàâûå ÷àñòè f = Ax∗. Ïðîâåñòè àíàëèç òî÷íîñòè
âû÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ x îò ïîðÿäêà ìàòðèöû. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèòü
â âèäå òàáëèöû è ãðàôèêà.

Äëÿ çàïîëíåíèÿ ìàòðèöû A èñïîëüçîâàòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà èç
äèàïàçîíà îò -100 äî 100. Â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ âçÿòü âåêòîð
x∗ = (1, 2, . . . , n)T , ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè èñ-
ïîëüçîâàòü íîðìó âåêòîðà

‖x‖∞ = max
i

(|xi|). (1.1)

4. Ïîâòîðèòü ïóíêò 3 çàäàíèÿ äëÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ìàòðèö
(ñì. ðàçäåë 4), èìåþùèõ ïîðÿäîê îò 4 äî 40.

5. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó A−1 äâóìÿ ñïîñîáàìè:
(1) ÷åðåç ðåøåíèå ñèñòåìû AX = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà;
(2) ÷åðåç ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ,

îáðàùåíèå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, à èõ ïåðåìíîæåíèå
äàåò ìàòðèöó A−1.

Ñðàâíèòü çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè è òî÷íîñòü îáðàùåíèÿ ñïî-
ñîáîâ (1) è (2). Ýêñïåðèìåíòû ïðîâåñòè äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêîâ îò 5 äî 100
÷åðåç 5. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè â îáîèõ ñïîñîáàõ èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

‖A−1ò − A−1ïð‖ ≥ ‖E − AA−1ïð‖ · ‖A‖−1 (1.2)

è íîðìó ìàòðèöû
‖A‖∞ = max

i




n∑

j=1
|aij|


 , (1.3)

ãäå A−1ò � òî÷íîå çíà÷åíèå îáðàòíîé ìàòðèöû, à A−1ïð � ïðèáëèæåííîå
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çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå îáðàùåíèÿ êàæäûì èç ñïîñîáîâ (1) è
(2).

6. Ïðîâåñòè ïîäñ÷åò ôàêòè÷åñêîãî ÷èñëà âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ïðè îáðàùåíèè ìàòðèö ïåðâûì è âòîðûì ñïîñîáà-
ìè, ñðàâíèòü åãî ñ îöåíî÷íûì ÷èñëîì (n3).

Ïðèìå÷àíèå. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
íà ýêðàí äèñïëåÿ äîëæíû áûòü âûâåäåíû ñëåäóþùèå òàáëèöû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

Ïîðÿäîê Âðåìÿ Òî÷íîñòü Òåîðåòè÷åñêîå Ðåàëüíîå
÷èñëî îïåðàöèé ÷èñëî îïåðàöèé

Àíàëîãè÷íàÿ òàáëèöà äîëæíà áûòü ïîñòðîåíà äëÿ ïëîõî îáóñëîâ-
ëåííûõ ìàòðèö.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèö:

Ïîðÿäîê Âðåìÿ Òî÷íîñòü ×èñëî îïåðàöèé
ñï. 1 ñï. 2 ñï. 1 ñï. 2 ñï. 1 ñï. 2 òåîð.

Íåîáõîäèìî âûâåñòè íà ýêðàí ñëåäóþùèå ãðàôèêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
à) Çàâèñèìîñòü ðåàëüíîãî è îöåíî÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé îò ïîðÿäêà

ìàòðèöû (äëÿ ðàçíûõ ãðàôèêîâ èñïîëüçîâàòü ðàçíûå öâåòà).
á) Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðåøåíèÿ îò ïîðÿäêà ìàòðèö.
â) Çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îò ïîðÿäêà ìàòðèö. Ïðè ïîñòðî-

åíèè ãðàôèêîâ èñïîëüçîâàòü äàííûå èç ïåðâîé òàáëèöû. Äëÿ ýòîãî èõ
íåîáõîäèìî çàïèñàòü â òåêñòîâûé ôàéë.
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Äëÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèö:
à) Çàâèñèìîñòü ðåàëüíîãî è îöåíî÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé îò ïîðÿäêà

ìàòðèöû (äëÿ ðàçíûõ ãðàôèêîâ èñïîëüçîâàòü ðàçíûå öâåòà).
á) Çàâèñèìîñòü âðåìåíè îáðàùåíèÿ ïåðâûì è âòîðûì ñïîñîáîì îò

ïîðÿäêà ìàòðèö.
â) Çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè îáðàùåíèÿ ïåðâûì è âòîðûì ñïîñîáîì îò

ïîðÿäêà ìàòðèö.
Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ èñïîëüçîâàòü äàííûå èç âòîðîé òàáëèöû.

2. Àëãîðèòìû èñêëþ÷åíèÿ

Îáû÷íûé ìåòîä Ãàóññà, îñóùåñòâëÿþùèé LU -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A,
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì èñêëþ÷åíèè ïåðåìåííûõ èç óðàâíåíèé
ñèñòåìû

Ax = f. (1.4)

Íà ïåðâîì øàãå äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðâîé ïåðåìåííîé x1 â ïåðâîì óðàâ-
íåíèè

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = f1 (1.5)

äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ a11 6= 0. Òîãäà, ðàçäåëèâ
îáå ÷àñòè (1.5) íà a11, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè
x1 ðàâåí 1. Ïîñëå ýòîãî, óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà ai1 è âû÷èòàÿ
èç i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.4), i = 2, . . . , n, ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷à-
åì ïåðåìåííóþ x1 èç âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû êðîìå ïåðâîãî. Íà âòîðîì
øàãå îïèñàííûé àëãîðèòì ïîâòîðÿåì äëÿ ïåðåìåííîé x2, ò.å. íîðìèðó-
åì âòîðîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàííîé â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî øàãà ìåòîäà
Ãàóññà ñèñòåìû (1.4)

a
(1)
22 x2 + . . . + a

(1)
2n xn = f

(1)
2 , (1.6)
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ñ÷èòàÿ, ÷òî a
(1)
22 6= 0. Ïîñëå ýòîãî èñêëþ÷àåì ïåðåìåííóþ x2 èç îñòàâøèõ-

ñÿ n− 2 óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.4). Òàêèì îáðàçîì, çà n øàãîâ ïîëó÷èì
ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ âåðõíåé
òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò åäèíèöû1

Ūx = y. (1.7)

Ñèñòåìà (1.7) ëåãêî ðåøàåòñÿ îáðàòíîé ïîäñòàíîâêîé

xi = yi −
n∑

j=i+1
uijxj, i = n− 1, . . . , 1, xn = yn. (1.8)

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (1.4) íà ÝÂÌ äîñòàòî÷íî õðàíèòü êîýôôè-
öèåíòû ìàòðèöû A è ýëåìåíòû âåêòîðà f . Òîãäà êàæäûé øàã ìåòîäà
Ãàóññà ñîñòîèò â ïåðåñ÷åòå êîýôôèöèåíòîâ àêòèâíîé ïîäìàòðèöû ìàò-
ðèöû A è ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà f . Â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî
õîäà ìåòîäà Ãàóññà íà ìåñòå ìàòðèöû A îáðàçóþòñÿ äâå òðåóãîëüíûå
ìàòðèöû: íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà L ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè è âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà U ñ åäèíèöàìè íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè, ò.å. Ū .

Àëãîðèòì, äàþùèé LŪ -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A, êðàòêî ìîæíî çà-
ïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ k = 1 äî n

Íîðìèðóåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A(k−1);
Äëÿ i = k + 1 äî n

Âû÷èòàåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A(k−1),
óìíîæåííóþ íà a

(k−1)
ik , èç i-é ñòðîêè.

Çäåñü A(k−1) îçíà÷àåò àêòèâíóþ ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A ïîñëå k − 1-ão
øàãà ìåòîäà Ãàóññà, k = 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì A(0) = A.

Àëãîðèòì, äàþùèé L̄U -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A, îòëè÷àåòñÿ òîëüêî
íîðìèðîâêîé ýëåìåíòîâ àêòèâíîé ïîäìàòðèöû, à èìåííî:

1Çäåñü è äàëåå ÷åðòà íàä ìàòðèöåé îçíà÷àåò, ÷òî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû.
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Äëÿ k = 1 äî n− 1

Íîðìèðóåì ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A(k−1);
Äëÿ i = k + 1 äî n

Âû÷èòàåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A(k−1),
óìíîæåííóþ íà a

(k−1)
ik , èç i-é ñòðîêè.

Îïèñàííûå âûøå àëãîðèòìû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ïðèâåäåíû.
íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ î÷åíü ðåäêî: òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ìîæíî
ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ íà äèàãîíàëè íå
ïîÿâÿòñÿ íóëåâûå ýëåìåíòû. Îäíàêî ýòî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî
äëÿ ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî (âåäóùåãî) ýëåìåíòà.

Ñóùåñòâóþò òðè ñòðàòåãèè âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà: ïî ñòîëáöó,
ïî ñòðîêå è ïî àêòèâíîé ïîäìàòðèöå. Ïåðâàÿ ñòðàòåãèÿ ïîäðàçóìåâàåò,
÷òî â êà÷åñòâå ãëàâíîãî íà k-îì øàãå ìåòîäà Ãàóññà âûáèðàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ ýëåìåíò ïåðâîãî ñòîëáöà àêòèâíîé ïîäìàòðèöû.
Çàòåì ýòîò ýëåìåíò ìåíÿåòñÿ ìåñòàìè ñ äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå ñòðîê ìàòðèöû A(k−1) è ýëåìåíòîâ âåêòîðà
f (k−1). Íà ñàìîì äåëå ñòðîêè ìàòðèöû A(k−1) è ýëåìåíòû âåêòîðà f (k−1)

îñòàþòñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ, à ïåðåñòàâëÿþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòû äîïîëíè-
òåëüíîãî âåêòîðà, â êîòîðîì õðàíÿòñÿ íîìåðà ñòðîê èñõîäíîé ìàòðèöû,
ñîîòâåòñòâóþùèå íîìåðàì ñòðîê ïåðåñòàâëåííîé ìàòðèöû, ò.å. âåêòîðà
ïåðåñòàíîâîê. Âñå îáðàùåíèÿ ê ýëåìåíòàì ìàòðèö L, U è âåêòîðà f îñó-
ùåñòâëÿþòñÿ ÷åðåç âåêòîð ïåðåñòàíîâîê.

Ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå â êà÷åñòâå ãëàâíîãî
ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà ïåðâîé ñòðîêè àêòèâíîé ïîäìàòðè-
öû. Çàòåì ýòîò ýëåìåíò îáìåíèâàåòñÿ ìåñòàìè ñ äèàãîíàëüíûì, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A(k−1) è ýëåìåíòîâ âåêòîðà x.
Êàê è ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ðåàëüíî îáìåíèâàþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòû äî-
ïîëíèòåëüíîãî âåêòîðà, â êîòîðîì õðàíÿòñÿ ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ ìàò-
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ðèöû A. Äîñòóï ê ýëåìåíòàì ìàòðèö L, U è âåêòîðà x îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî âåêòîðà.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðàòåãèÿ âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà êàê áû îáúåäèíÿåò
äâå ïåðâûõ. Çäåñü â êà÷åñòâå ãëàâíîãî âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïî ìî-
äóëþ ýëåìåíò àêòèâíîé ïîäìàòðèöû. Â îáùåì ñëó÷àå, ÷òîáû ïîñòàâèòü
ýòîò ýëåìåíò íà ìåñòî äèàãîíàëüíîãî, òðåáóåòñÿ îáìåíèâàòü ñòîëáöû è
ñòðîêè ìàòðèöû A(k−1), ÷òî ñâÿçàíî ñ ââåäåíèåì äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ
âåêòîðîâ. Â ïåðâîì õðàíÿòñÿ ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ, à âî âòîðîì � ïå-
ðåñòàíîâêè ñòðîê ìàòðèöû A, è ÷åðåç íèõ îñóùåñòâëÿòñÿ äîñòóï ê ýëå-
ìåíòàì ìàòðèö è âåêòîðîâ.

Ïðèâåäåííûå âûøå àëãîðèòìû LU -ðàçëîæåíèÿ ñ ó÷åòîì âûáîðà
ãëàâíîãî ýëåìåíòà áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä.

Àëãîðèòì 1. LŪ-ðàçëîæåíèå ïî ìåòîäó Ãàóññà

Äëÿ k = 1 äî n

Âûáèðàåì ãëàâíûé ýëåìåíò â A(k−1);
Íîðìèðóåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A(k−1);
Äëÿ i = k + 1 äî n

Âû÷èòàåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A(k−1),
óìíîæåííóþ íà a

(k−1)
ik , èç i-é ñòðîêè.

Ïîä âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ èç òðåõ
ñòðàòåãèé, îïèñàííûõ âûøå.

Àëãîðèòì 2. L̄U-ðàçëîæåíèå ïî ìåòîäó Ãàóññà

Äëÿ k = 1 äî n− 1

Âûáèðàåì ãëàâíûé ýëåìåíò â A(k−1);
Íîðìèðóåì ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A(k−1);
Äëÿ i = k + 1 äî n
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Âû÷èòàåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A(k−1)

óìíîæåííóþ íà a
(k−1)
ik èç i-é ñòðîêè.

Ïîä ãàóññîâûì èñêëþ÷åíèåì ïî ñòðîêàì ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëå-
ìåíòà ïî ñòðîêå ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ ðàçíîâèäíîñòü ìåòîäà Ãàóññà, â êî-
òîðîé íà êàæäîì øàãå èñêëþ÷åíèÿ èçìåíÿåòñÿ îäíà ñòðîêà � ïåðâàÿ
ñòðîêà àêòèâíîé ïîäìàòðèöû.

Ïåðâûé øàã ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ãëàâíîãî ýëåìåíòà
â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû A è íîðìèðîâêå ýòîé ñòðîêè. Íà ñëåäóþùåì
øàãå èç âòîðîé ñòðîêè âû÷èòàåòñÿ ïåðâàÿ, óìíîæåííàÿ íà a21. Çàòåì
âî âòîðîé ñòðîêå èùåòñÿ ãëàâíûé ýëåìåíò è ñòðîêà íîðìèðóåòñÿ. Íà
òðåòüåì øàãå èç òðåòüåé ñòðîêè ìàòðèöû A âû÷èòàþòñÿ äâå ïåðâûõ.
Ñíà÷àëà âû÷èòàåòñÿ ïåðâàÿ ñòðîêà, óìíîæåííàÿ íà a31, çàòåì � âòîðàÿ
ñòðîêà, óìíîæåííàÿ íà a32. Ïîòîì â èçìåíåííîé òðåòüåé ñòðîêå îòûñ-
êèâàåòñÿ ãëàâíûé ýëåìåíò è ñòðîêà íîðìèðóåòñÿ. Ïîâòîðÿÿ îïèñàííûé
àëãîðèòì n ðàç, ïîëó÷èì LŪ -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A.

Àëãîðèòì 3. LŪ-ðàçëîæåíèå ïî ìåòîäó Ãàóññà (ïî ñòðîêàì)

Äëÿ k = 1 äî n

Äëÿ i = 1 äî k − 1

Âû÷èòàåì i-þ ñòðîêó ìàòðèöû A,
óìíîæåííóþ íà aki, èç k-é ñòðîêè;

Âûáèðàåì ãëàâíûé ýëåìåíò â k-é ñòðîêå;
Íîðìèðóåì k-þ ñòðîêó ìàòðèöû A.

Ñëåäóþùåé ðàçíîâèäíîñòüþ ìåòîäà Ãàóññà ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûå
ñõåìû. Ïåðâàÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Êðàóòà, à âòîðàÿ � êîìïàêòíîé ñõå-
ìîé � ñòðîêà çà ñòðîêîé�. Â ìåòîäå Êðàóòà íà êàæäîì øàãå èñêëþ÷åíèÿ
èçìåíÿþòñÿ òîëüêî ïåðâûé ñòîëáåö è ïåðâàÿ ñòðîêà àêòèâíîé ïîäìàò-
ðèöû. Â ñõåìå � ñòðîêà çà ñòðîêîé� íà k-ì øàãå èçìåíÿåòñÿ òîëüêî k-ÿ
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ñòðîêà ìàòðèöû A.
Âûâåäåì ôîðìóëû ìåòîäà Êðàóòà äëÿ k-ãî øàãà. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî óæå ñäåëàíû ïåðâûå k − 1 øàãîâ, ò.å. îïðåäåëåíû k − 1 ñòîëáåö
ìàòðèöû L è k − 1 ñòðîêà ìàòðèöû Ū . Èç ñîîòíîøåíèÿ

A = LŪ (1.9)

äëÿ (i, j)-ão ýëåìåíòà èìååì

aij =
n∑

p=1
lipupj. (1.10)

Â ñèëó òðåóãîëüíîñòè ìàòðèö L è Ū ïðè p > i lip = 0 è ïðè p > j

upj = 0. Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ukk = 1, äëÿ k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A

èìååì
aik = lik +

k−1∑

p=1
lipupk, i ≥ k. (1.11)

Èç (1.11) ñëåäóåò
lik = aik −

k−1∑

p=1
lipupk, i ≥ k. (1.12)

Òàêèì îáðàçîì, k-é ñòîëáåö ìàòðèöû L èçâåñòåí. Òåïåðü èç (1.10) äëÿ
k-é ñòðîêè ìàòðèöû A èìååì

akj = lkkukj +
k−1∑

p=1
lkpupj, j > k. (1.13)

Èç (1.13) íàõîäèì

ukj =


akj −

k−1∑

p=1
lkpupj




/
lkk, j > k. (1.14)

Èòàê, (1.14) äàåò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ k-é ñòðîêè ìàòðèöû Ū .
Â ðåçóëüòàòå, çíàÿ ïåðâûå k− 1 ñòîëáöîâ ìàòðèöû L è k− 1 ñòðîê

ìàòðèöû Ū , ìû ìîæåì ïî ôîðìóëàì (1.12) è (1.14) îïðåäåëèòü k-é ñòîë-
áåö ìàòðèöû L è çàòåì k-þ ñòðîêó ìàòðèöû Ū . Ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû
L îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

li1 = ai1, i = 1, 2, . . . , n. (1.15)

19



Ýòî ñëåäóåò èç (1.12) è òîãî, ÷òî ïåðâûì ñòîëáöîì ìàòðèöû Ū ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûé êîîðäèíàòíûé âåêòîð e1. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè íèæíèé
ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ ìåíüøå âåðõíåãî, òî çíà÷åíèå ñóììû ðàâíî íóëþ.
Ïîñëå ýòîãî â ïåðâîì ñòîëáöå âûáèðàåòñÿ ãëàâíûé ýëåìåíò. Çàòåì ïî
ôîðìóëàì

u1j = a1j/l1j, j = 2, 3, . . . , n, (1.16)

âû÷èñëÿåòñÿ ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû Ū . Ïîâòîðÿÿ óêàçàííóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü äåéñòâèé n ðàç, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1.12) è (1.14) ïîëó÷àåì
LŪ -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A.

Àëãîðèòì 4. LŪ-ðàçëîæåíèå ïî êîìïàêòíîé ñõåìå Êðàóòà

Äëÿ k = 1 äî n

Ïî ôîðìóëàì (1.12) âû÷èñëÿåì k-é ñòîëáåö ìàòðèöû L;
Âûáèðàåì ñðåäè ýëåìåíòîâ k-ãî ñòîëáöà ãëàâíûé ýëåìåíò;
Ïî ôîðìóëàì (1.14) âû÷èñëÿåì k-þ ñòðîêó ìàòðèöû Ū .

×òîáû ïîëó÷èòü ìåòîä Êðàóòà, äàþùèé L̄U -ðàçëîæåíèå, ñ âûáî-
ðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ôîðìóëû
(1.12) è (1.14), à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû L̄ è ñòðîê ìàòðèöû U . Òàêèì îáðàçîì, íà k-ì øàãå ñíà÷àëà ïî
ôîðìóëàì

ukj = akj −
k−1∑

p=1
lkpupj, j ≥ k. (1.17)

âû÷èñëÿåòñÿ ñòðîêà ìàòðèöû U . Çàòåì â ýòîé ñòðîêå âûáèðàåòñÿ ãëàâíûé
ýëåìåíò è íàõîäèòñÿ ñòîëáåö ìàòðèöû L̄ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

lik =


aik −

k−1∑

p=1
lipupk




/
ukk, i ≥ k. (1.18)

Àëãîðèòì 5. L̄U-ðàçëîæåíèå ïî êîìïàêòíîé ñõåìå Êðàóòà

Äëÿ k = 1 äî n
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Ïî ôîðìóëàì (1.17) âû÷èñëÿåì k-þ ñòðîêó ìàòðèöû U ;
Âûáèðàåì ñðåäè ýëåìåíòîâ k-é ñòðîêè ãëàâíûé ýëåìåíò;
Ïî ôîðìóëàì (1.18) âû÷èñëÿåì k-é ñòîëáåö ìàòðèöû L̄.

Êîìïàêòíàÿ ñõåìà � ñòðîêà çà ñòðîêîé�, äàþùàÿ LŪ -ðàçëîæåíèå
ìàòðèöû A, èñïîëüçóåò òå æå ñàìûå ôîðìóëû (1.12) è (1.14). Ìåíÿåòñÿ
òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L.

Ïóñòü óæå îáðàáîòàíû ïî ýòîìó ìåòîäó ïåðâûå k− 1 ñòðîê ìàòðè-
öû A. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì k− 1 ñòðîêó ìàòðèöû L è k− 1 ñòðîêó
ìàòðèöû Ū . Äàëåå ïî ôîðìóëàì (1.12) âû÷èñëÿåì íåíóëåâûå ýëåìåíòû
k-é ñòðîêè ìàòðèöû L. Ïî ôîðìóëàì (1.14) áåç äåëåíèÿ íà äèàãîíàëü-
íûé ýëåìåíò lkk âû÷èñëÿåì íåíóëåâûå ýëåìåíòû k-é ñòðîêè ìàòðèöû Ū .
Çàòåì ñðåäè âíîâü âû÷èñëåííûõ ýëåìåíòîâ, îò äèàãîíàëüíîãî äî n-ãî,
îïðåäåëÿåì ãëàâíûé ýëåìåíò, ìåíÿåì åãî ìåñòàìè ñ äèàãîíàëüíûì è
äåëèì ýëåìåíòû k-é ñòðîêè ìàòðèöû Ū íà ýòîò ýëåìåíò. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå.

Àëãîðèòì 6. LŪ-ðàçëîæåíèå ïî êîìïàêòíîé ñõåìå
�ñòðîêà çà ñòðîêîé�

Äëÿ k = 1 äî n

Ïî ôîðìóëàì (1.12) âû÷èñëÿåì ýëåìåíòû k-é
ñòðîêè ìàòðèöû L;
Ïî ôîðìóëàì (1.14) áåç äåëåíèÿ íà äèàãîíàëüíûé
ýëåìåíò lkk, âû÷èñëÿåì k-þ ñòðîêó ìàòðèöû Ū ;
Ñðåäè ýëåìåíòîâ k-é ñòðîêè (îò äèàãîíàëüíîãî
äî n-ãî) îïðåäåëÿåì ãëàâíûé;
Äåëèì íà ãëàâíûé ýëåìåíò k-þ ñòðîêó ìàòðèöû Ū .

Ê ïîñëåäíåé ãðóïïå ìåòîäîâ òèïà Ãàóññà îòíîñÿòñÿ ìåòîäû Æîðäà-
íà. Ýòè ìåòîäû èñïîëüçóþò òå æå ñàìûå ôîðìóëû, ÷òî è îáû÷íûé ìåòîä
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Ãàóññà, íî â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî íà k-ì øàãå ìåòîäà Æîðäàíà èçìåíÿ-
þòñÿ âñå ñòðîêè ìàòðèöû A, à íå òîëüêî ñòðîêè àêòèâíîé ïîäìàòðèöû.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò èñêëþ÷åíèþ i-é ïåðåìåííîé èç âñåõ óðàâíåíèé êðîìå
i-ãî. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäû Æîðäàíà äàþò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé çà îäèí ïðîõîä.

×òîáû ïîëó÷èòü LŪ−1-ðàçëîæåíèå ïî ìåòîäó Æîðäàíà, íàäî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì. Íà ïåðâîì øàãå â àêòèâ-
íîé ïîäìàòðèöå A0 = A âûáèðàåòñÿ ãëàâíûé ýëåìåíò. Çàòåì ïåðâàÿ
ñòðîêà íîðìèðóåòñÿ, äîìíîæàåòñÿ íà ai1 è âû÷èòàåòñÿ èç i-é ñòðîêè,
i = 2, 3, . . . , n. Íà âòîðîì øàãå ãëàâíûé ýëåìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäè
ýëåìåíòîâ àêòèâíîé ïîäìàòðèöû A(1). Ïîòîì âòîðàÿ ñòðîêà íîðìèðóåòñÿ
è ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà ai2 âû÷èòàåòñÿ èç i-é, ãäå i = 1, 3, . . . , n. Â îáùåì
ñëó÷àå íà k-ì øàãå â ïîäìàòðèöå A(k−1) âûáèðàåòñÿ ãëàâíûé ýëåìåíò.
Çàòåì k-ÿ ñòðîêà íîðìèðóåòñÿ, äîìíîæàåòñÿ íà aik è âû÷èòàåòñÿ èç
i-é, ãäå i = 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n. Â ðåçóëüòàòå, ÷òîáû ïîëó÷èòü
òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå, îñòàåòñÿ ïîìåíÿòü çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé
ó âñåõ ýëåìåíòîâ, ëåæàùèõ âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Åäèíñòâåííî,
íàäî ïîíèìàòü, ÷òî â îòëè÷èå îò âñåõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àåâ
LU -ðàçëîæåíèÿ LŪ−1-ðàçëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì â îáû÷íîì
ñìûñëå, ò.å. LŪ−1 6= A. Çäåñü ïîä LŪ−1-ðàçëîæåíèåì ïîíèìàåòñÿ òî,
÷òî íà ìåñòå ìàòðèöû A îáðàçóþòñÿ äâå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû: íèæíÿÿ
òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà L è âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà Ū−1, ïðè÷åì
LŪ = A.

Àëãîðèòì 7. LŪ−1-ðàçëîæåíèå ïî ìåòîäó Æîðäàíà

Äëÿ k = 1 äî n

Âûáèðàåì ãëàâíûé ýëåìåíò â A(k−1);
Íîðìèðóåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A(k−1);
Äëÿ i = 1 äî k − 1
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Âû÷èòàåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A(k−1),
óìíîæåííóþ íà a

(k−1)
ik , èç i-é ñòðîêè;

Äëÿ i = k + 1 äî n

Âû÷èòàåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A(k−1)

óìíîæåííóþ íà a(k−1), èç i-é ñòðîêè;
Äëÿ i = 1 äî n

Äëÿ j = i + 1 äî n

aij = −aij.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìîòðåëè îñíîâíûå òèïû àëãîðèòìîâ ãàóñ-
ñîâà èñêëþ÷åíèÿ, äàþùèå LU - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A. Àíàëîãè÷íûå
àëãîðèòìû äëÿ UL - ðàçëîæåíèÿ ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåííûõ
âûøå àëãîðèòìîâ, åñëè èñêëþ÷åíèå ïðîâîäèòü, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåé ïå-
ðåìåííîé è äî ïåðâîé. Íà ìàòðè÷íîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò ìîäèôèêàöèþ
ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíèõ è äî ïåðâûõ. Ïîä
àêòèâíîé ïîäìàòðèöåé A(k) â ýòîì ñëó÷àå ïîíèìàþòñÿ ïåðâûå k ñòðîê è
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. L̄−1U - ðàçëîæåíèå Æîðäàíà êðîìå ýòîãî ïîäðàçó-
ìåâàåò ñìåíó çíàêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé ó âñåõ ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ
íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè.

3. Âàðèàíòû ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ

1. LŪ � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì ñ âû-
áîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó.

2. LŪ � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì ñ
âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.

3. LŪ � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì ñ
âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî àêòèâíîé ïîäìàòðèöå.

4. L̄U � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì ñ
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âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó.
5. L̄U � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì ñ

âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.
6. L̄U � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì ñ

âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî àêòèâíîé ïîäìàòðèöå.
7. LŪ � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòðîêàì ñ

âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.
8. LŪ � ðàçëîæåíèå ïî êîìïàêòíîé ñõåìå Êðàóòà ñ âûáîðîì ãëàâ-

íîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó.
9. L̄U � ðàçëîæåíèå ïî êîìïàêòíîé ñõåìå Êðàóòà ñ âûáîðîì ãëàâ-

íîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.
10. LŪ � ðàçëîæåíèå ïî êîìïàêòíîé ñõåìå � ñòðîêà çà ñòðîêîé� ñ

âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.
11. LŪ−1 � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáî-

ðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó.
12. LŪ−1 � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáî-

ðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.
13. LŪ−1 � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáî-

ðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî àêòèâíîé ïîäìàòðèöå.
14. ŪL � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì

ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó.
15. ŪL � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì

ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.
16. ŪL � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì

ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî àêòèâíîé ïîäìàòðèöå.
17. UL̄ � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì

ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó.
18. UL̄ � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì

ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.

24



19. UL̄ � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòîëáöàì
ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî àêòèâíîé ïîäìàòðèöå.

20. UL̄ � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïî ñòðîêàì ñ
âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïà ñòðîêå.

21. UL̄ � ðàçëîæåíèå ïî êîìïàêòíîé ñõåìå Êðàóòà ñ âûáîðîì ãëàâ-
íîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó.

22. ŪL � ðàçëîæåíèå ïî êîìïàêòíîé ñõåìå Êðàóòà ñ âûáîðîì ãëàâ-
íîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.

23. UL̄ � ðàçëîæåíèå ïî êîìïàêòíîé ñõåìå � ñòðîêà çà ñòðîêîé� ñ
âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.

24. L̄−1U � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáî-
ðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó.

25. L̄−1U � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáî-
ðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêå.

26. L̄−1U � ðàçëîæåíèå íà îñíîâå æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáî-
ðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî àêòèâíîé ïîäìàòðèöå.

4. Ìàòðèöû, ÷óâñòâèòåëüíûå ê âû÷èñëåíèÿì

Îáîçíà÷åíèÿ: aij � ýëåìåíò ìàòðèöû A, n � åå ïîðÿäîê.

1. Ìàòðèöà Ãèëüáåðòà.
aij = 1/(i + j − 1).

2. aii = 1 äëÿ i = 1, 2, . . . , 20,
aii+1 = 1 äëÿ i = 1, 2, . . . , 19,
ij = 0 äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé i è j.
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3.




5 4 7 5 6 7 5

4 12 8 7 8 8 6

7 8 10 9 8 7 7

5 7 9 11 9 7 5

6 8 8 9 10 8 9

7 8 7 7 8 10 10

5 6 7 5 9 10 10




.

4. aii = 0.01/(n− i + 1)/(i + 1),
ij = 0 äëÿ i < j,
aij = i(n− j) äëÿ i > j.

5. Ìàòðèöà èç ïóíêòà 4, íî
aij = j(n− i) äëÿ i < j.

6.




R S T T

S R S T

T S R S

T T S R




, ãäå R =




ctg(Θ) cosec(Θ)

− cosec(Θ) ctg(Θ)


,

S =




1− ctg(Θ) cosec(Θ)

− cosec(Θ) 1 + ctg(Θ)


, T =




1 1

1 1


.

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèòü ïðè Θ áëèçêîì ê íóëþ èëè π.

7. Ìàòðèöà ñ ïàðàìåòðîì α:
aii = α|n−2i|/2,
a1j = aj1 = a11/α

j,
anj = ajn = ann/α

j,
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aij = 0 äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé i è j.

8. aij = ei·j·h.
Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèòü ïðè h áëèçêèõ ê íóëþ èëè 1000.

9. aij = c + log2(i · j).
Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèòü ïðè áîëüøèõ c.

10.




0.9143 · 10−4 0 0 0

0.8762 0.7156 · 10−4 0 0

0.7943 0.8143 0.9504 · 10−4 0

0.8017 0.6123 0.7165 0.7123 · 10−4




.
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà No. 2: ÐÅØÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ
ËÈÍÅÉÍÛÕÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕÓÐÀÂÍÅÍÈÉÑ
ÐÀÇÐÅÆÅÍÍÛÌÈ ÌÀÒÐÈÖÀÌÈ

1. Çàäàíèå

Íàïèñàòü è îòëàäèòü ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ çàäàííûé âàðèàíò ìåòî-
äà èñêëþ÷åíèÿ ñ çàäàííîé ñõåìîé õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö è çà-
äàííîé ñòðàòåãèåé âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåì âèäà Ax = f . Îòäåëèòü îñíîâíûå ÷àñòè ïðîãðàììû:

à) ïîäïðîãðàììó óïàêîâêè ìàòðèöû A;
á) ïîäïðîãðàììó ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ;
â) ïîäïðîãðàììó âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà;
ã) ñåðâèñíûå ïîäïðîãðàììû.
Óäåëèòü îñîáîå âíèìàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðîãðàììû (â ñìûñëå

ñêîðîñòè ñ÷åòà). Ïðîãðàììà äîëæíà ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 150-ãî ïîðÿäêà íå áîëåå, ÷åì çà âðåìÿ, óêàçàííîå
íèæå äëÿ ïðîöåññîðîâ ñëåäóþùåãî âèäà:

80386SX, 40 MHz 180 ñåê.
80486, 66 MHz 50 ñåê.
80486, 120 MHz 30 ñåê.
80486, 160 MHz 26 ñåê.
AMD K5, 166 MHz 23 ñåê.
AMD K6, 200 MHz 16 ñåê.
Intel Celeron, 333 MHz 14 ñåê.
Ïðåäóñìîòðåòü ïîøàãîâîå âûïîëíåíèå àëãîðèòìà èñêëþ÷åíèÿ ñ

âûâîäîì ðåçóëüòàòà íà ýêðàí.
Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå ïóíêòû çàäàíèÿ:
1. Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A âûäàòü íà ýêðàí óïàêîâàííóþ ôîðìó

â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì âàðèàíòîì, ïîñòðîèòü òàáëèöó çàâèñèìîñòè îöå-
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íî÷íîãî è ðåàëüíîãî ëîêàëüíîãî çàïîëíåíèÿ îò íîìåðà øàãà èñêëþ÷åíèÿ
(äëÿ ýòîãî ïðåäóñìîòðåòü ââîä ìàòðèöû ñ ýêðàíà).

2. Îöåíèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, èìåþùèõ ïîðÿäîê îò 100 äî 200 (÷åðåç 5). Äëÿ ýòîãî ñãåíåðè-
ðîâàòü ñëó÷àéíûå ìàòðèöû A (íå áîëåå 10 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòðî-
êå), âûáðàòü x∗ � òî÷íîå ðåøåíèå è îáðàçîâàòü ïðàâûå ÷àñòè f = Ax∗.
Ïðîâåñòè àíàëèç òî÷íîñòè ðåøåíèÿ êàê ôóíêöèþ îò ïîðÿäêà ìàòðèöû
A. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû è ãðàôèêà.

Äëÿ ñëó÷àéíîãî çàïîëíåíèÿ ìàòðèöû A èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé
àëãîðèòì:

à) Íåíóëåâûìè öåëûìè ÷èñëàìè, âûáðàííûìè ñëó÷àéíûì îáðàçîì
èç èíòåðâàëà [−100; 100], çàïîëíèòü îáðàòíóþ äèàãîíàëü ìàòðèöû A.

á) Â êàæäîé ñòðîêå ñëó÷àéíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî íåíóëå-
âûõ ýëåìåíòîâ (îò 1 äî 10 ñ ó÷åòîì çàïîëíåíûõ â ïóíêòå à)), èõ ìåñòîïî-
ëîæåíèå (íîìåð ñòîëáöà îò 1 äî ïîðÿäêà ìàòðèöû) è çíà÷åíèå (íåíóëåâûå
öåëûå ÷èñëà, ëåæàùèå â èíòåðâàëå îò −100 äî 100).

Â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ âçÿòü âåêòîð x∗ = (1, 2, . . . , n), ãäå n �
ïîðÿäîê ìàòðèöû A. Â ñëó÷àå, åñëè ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû Ax = f âûÿñ-
íèòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A âûðîæäåíà (ïëîõî îáóñëîâëåíà), òî ñãåíåðèðîâàòü
íîâóþ ìàòðèöó òîãî æå ïîðÿäêà è ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íîâîé ìàòðèöåé A è íîâîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàòü íîðìó âåêòîðà èç ëà-
áîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1 (ñì. ôîðìóëó (1.1)).

3. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì èç ïóíêòà 2. Ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû è ãðàôèêà.

4. Ñèñòåìû èç ïóíêòà 2 ðåøèòü ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1 (â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì âàðèàíòîì).
Ñðàâíèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ è çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè. Ìàòðèöà
â ýòîì ñëó÷àå äîëæíà ðàçìåùàòüñÿ â ïàìÿòè ÝÂÌ ïîëíîñòüþ (â ðàñïà-
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êîâàííîì âèäå). Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû è ãðàôèêà.
Ïðèìå÷àíèå. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

íà ýêðàí äèñïëåÿ äîëæíû áûòü âûâåäåíû ñëåäóþùèå òàáëèöû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

Ïîðÿäîê Âðåìÿ Òî÷íîñòü
Çàï. ìàò. Ðàçð. ìàò. Çàï. ìàò. Ðàçð. ìàò.

Âûâåñòè íà ýêðàí ñëåäóþùèå ãðàôèêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
à) Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðåøåíèÿ îò ïîðÿäêà ìàòðèö (äëÿ äâóõ ñïî-

ñîáîâ ðåøåíèÿ).
á) Çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îò ïîðÿäêà ìàòðèö (äëÿ äâóõ

ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ).
Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ èñïîëüçîâàòü äàííûå èç òàáëèöû. Äëÿ

ýòîãî èõ íåîáõîäèìî çàïèñàòü â òåêñòîâûé ôàéë.

2. Ìåòîäû èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà äëÿ ñèñòåì ñ ðàçðåæåí-
íûìè ìàòðèöàìè

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðåæåííû-
ìè ìàòðèöàìè èñïîëüçóþòñÿ òå æå ñàìûå ìåòîäû ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ,
÷òî è äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàïîëíåííûìè ìàòðèöàìè. Îòëè÷èå ñîñòî-
èò òîëüêî â âûáîðå ãëàâíîãî ýëåìåíòà è â ñïîñîáå õðàíåíèÿ ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Òàê êàê ðàçðåæåííûå ìàòðèöû èìåþò íåáîëüøîå ÷èñëî íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ, òî â öåëÿõ ýêîíîìèè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ òàêèå ìàòðè-
öû õðàíÿò â óïàêîâàííîì âèäå. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå íàèáîëåå óïîòðåáè-
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ìûõ ñïîñîáà óïàêîâêè, èñïîëüçóåìûõ äëÿ õðàíåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàç-
ðåæåííûõ ìàòðèö. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A

ïîðÿäêà 6 ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè: a11 = 1, a13 = 3, a14 = −2, a21 = 1,
a25 = 5, a33 = 7, a34 = 2, a42 = −3, a46 = −1, a51 = 1, a54 = 3, a65 = 2,
a66 = 2.

Â èçëàãàåìûõ íèæå ñõåìàõ õðàíåíèÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû A óïà-
êîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñòðîêàì.

Ñõåìà 1. Êàæäîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó ìàòðèöû A ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå çàïèñü, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ïîëåé. Ïåðâîå ïîëå çàïèñè ñî-
äåðæèò íîìåð ñòîëáöà, à âòîðîå � çíà÷åíèå ýëåìåíòà. Íóëü âî âòîðîì
ïîëå îçíà÷àåò íà÷àëî íîâîé ñòðîêè. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîå ïîëå ñîäåðæèò
íîìåð íîâîé ñòðîêè. Íóëè â îáåèõ ïîëÿõ çàïèñè óêàçûâàþò íà êîíåö
ìàññèâà, õðàíÿùåãî ìàòðèöó A.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ñõåìîé ìàòðèöà A áóäåò õðàíèòñÿ â âèäå
ìàññèâà
(1,0; 1,1; 3,3; 4,-2; 2,0; 1,1; 5,5; 3,0; 3,7; 4,2; 4,0; 2,-3;6,-1; 5,0; 1,1; 4,3; 6,0;
5,2; 6,2; 0,0).

Ñõåìà 2. Èíôîðìàöèÿ î ìàòðèöå õðàíèòñÿ â òðåõ ìàññèâàõ. Â
ìàññèâå a õðàíÿòñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Â ìàññèâå b õðà-
íÿòñÿ èíäåêñû ñòîëáöîâ, à â ìàññèâå c óêàçàòåëè èíäåêñîâ ñòðîê, ò.å.
íà k-ì ìåñòå â ìàññèâå c õðàíèòñÿ ìåñòîïîëîæåíèå, ïåðâîãî íåíóëåâîãî
ýëåìåíòà k-é ñòðîêè â ìàññèâå a.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ñõåìîé ìàòðèöà A áóäåò õðàíèòñÿ â âèäå
òðåõ ìàññèâîâ

a = (1, 3,−2, 1, 5, 7, 2,−3,−1, 1, 3, 2, 2),

b = (1, 3, 4, 1, 5, 3, 4, 2, 6, 1, 4, 5, 6),

c = (1, 4, 6, 8, 10, 12).

Ñõåìà Ç. Êàæäîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó äàííîé ìàòðèöû îäíî-
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çíà÷íî ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå öåëîå ÷èñëî âèäà

λ(i, j) = (i− 1)n + j, aij 6= 0. (2.1)

Õðàíåíèå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû îáåñïå÷èâàåòñÿ
äâóìÿ ìàññèâàìè. Â ìàññèâå a õðàíÿòñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû,
â ìàññèâå b � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷èñëà λ(i, j).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ñõåìîé ìàòðèöà A áóäåò õðàíèòñÿ â âèäå
äâóõ ìàññèâîâ

a = (1, 3,−2, 1, 5, 7, 2,−3,−1, 1, 3, 2, 2),

b = (1, 3, 4, 7, 11, 15, 16, 20, 24, 25, 28, 35, 36).

Èñõîäíàÿ ìàòðèöà ïî ýòîé ñõåìå õðàíåíèÿ ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåì i, êàê òàêîå íàèìåíüøåå öåëîå
÷èñëî, ÷òî

i ≥ λ(i, j)/n. (2.2)

Çàòåì, çíàÿ i, ñ ó÷åòîì (2.1) íàõîäèì j

j = λ(i, j)− (i− 1)n. (2.3)

Ñõåìà 4. Äëÿ õðàíåíèÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû
èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ ïîëåé. Â ïåðâîì ïîëå õðàíèò-
ñÿ íîìåð ñòîëáöà, â êîòîðîì ñòîèò ýòîò íåíóëåâîé ýëåìåíò. Âî âòîðîì
ïîëå õðàíèòñÿ çíà÷åíèå ýëåìåíòà, à â òðåòüåì � óêàçàòåëü íà ñëåäóþ-
ùèé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñòðîêè èëè nil, åñëè ýòî ïîñëåäíèé íåíóëåâîé
ýëåìåíò â ñòðîêå. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåæåííàÿ ìàòðèöà õðàíèòñÿ â âèäå
ìàññèâà óêàçàòåëåé íà ñïèñêè, à êàæäûé ñïèñîê ñîäåðæèò âñå íåíóëåâûå
ýëåìåíòû îäíîé ñòðîêè.

Óïàêîâàííóþ ôîðìó ìàòðèöû A â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñõåìàòè÷íî
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èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1 → 1 1 → 1 3 → 1 -2 → nil

2 → 1 1 → 5 5 → nil

3 → 3 7 → 4 2 → nil

4 → 2 -3 → 6 -1 → nil

5 → 5 2 → 6 2 → nil

Ñïîñîáû óïàêîâêè ìàòðèö 1-4 ïîçâîëÿþò êîìïàêòíî õðàíèòü ìàò-
ðèöó êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (1.4). Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà
Ãàóññà (èëè åìó ïîäîáíûõ) â ðåçóëüòàòå ìîäèôèêàöèè ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû A ìîæåò çíà÷èòåëüíî âîçðàñòè ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, ýòî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ íîâûõ íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ, à ñ äðóãîé, ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ ÷èñëà àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé, ÷òî âëå÷åò íàêîïëåíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Â ñâÿçè ñ
ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì áûëè ïðåäëîæåíû ñòðàòåãèè âûáîðà ãëàâíîãî ýëå-
ìåíòà, ïîçâîëÿþùèå ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî íîâûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
íà êàæäîì øàãå ìåòîäà Ãàóññà.

Íàçîâåì ëîêàëüíûì çàïîëíåíèåì íà k + 1-ì øàãå ìåòîäà Ãàóññà
÷èñëî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, êîòîðûå áûëè íóëåâûìè ïîñëå k-ãî øàãà
è ñòàëè íåíóëåâûìè ïîñëå k + 1-ãî øàãà ìåòîäà Ãàóññà. Òàêèì îáðàçîì,
íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå â êà÷åñòâå ãëàâíîãî òàêîãî ýëåìåíòà ìàò-
ðèöû A(k), êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò ëîêàëüíîå çàïîëíåíèå ìàòðèöû A íà
k + 1-ì øàãå (êàê è ïðåæäå, A(k) � àêòèâíàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A).
Ïðè ýòîì, ÷åì áîëüøå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ âûáèðàåò-
ñÿ ãëàâíûé, òåì ìåíüøå ëîêàëüíîå çàïîëíåíèå. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
êà÷åñòâå ãëàâíîãî ìîæíî áðàòü òîëüêî íåíóëåâîé ýëåìåíò. Ïîýòîìó ââî-
äèòñÿ ïîíÿòèå äîïóñòèìîãî ýëåìåíòà.

Äîïóñòèìûì ýëåìåíòîì íà k + 1-ì øàãå ìåòîäà Ãàóññà íàçûâàåòñÿ
òàêîé ýëåìåíò àêòèâíîé ïîäìàòðèöû A(k), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

33



âåíñòâó ∣∣∣∣a
(k)
ij

∣∣∣∣ > ε, (2.4)

ãäå ε � íåêîòîðîå íàïåðåä çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ëàáîðàòîð-
íîé ðàáîòå No. 2 íàäî âçÿòü ε = 10−3, åñëè èñïîëüçóåòñÿ òèï real, èëè
ε = 10−5, åñëè èñïîëüçóåòñÿ òèï extended.

Èòàê, ñðåäè ýëåìåíòîâ àêòèâíîé ïîäìàòðèöû A(k) â ñîîòâåòñòâèè ñ
êðèòåðèåì (2.3) âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ, à çàòåì
ñðåäè íèõ îòûñêèâàåòñÿ ýëåìåíò, ìèíèìèçèðóþùèé ëîêàëüíîå çàïîëíå-
íèå íà øàãå. Äëÿ âûáîðà ýòîãî îïòèìàëüíîãî ýëåìåíòà èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå äâå ñòðàòåãèè.

Ñòðàòåãèÿ I. Ëîêàëüíîå çàïîëíåíèå íà k + 1-ì øàãå ìåòîäà Ãàóñ-
ñà áóäåò ìèíèìàëüíûì, åñëè â êà÷åñòâå ãëàâíîãî âûáðàòü ýëåìåíò a

(k)
st ,

s = α + k, t = β + k è α, β îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóëû

g
(k+1)
αβ = min

i,j
{eT

i Gk+1ej}
∣∣∣∣a

(k)
i+k,j+k

∣∣∣∣ > ε. (2.5)

Çäåñü Gk+1 = BkB̄
T
k Bk, ãäå Bk � ìàòðèöà ïîëó÷åííàÿ èç A(k) ïóòåì çàìå-

íû íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ åäèíèöàìè, à B̄k = − k ( � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ
èç åäèíèö). Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé I â êà÷åñòâå ãëàâíîãî áåðåò-
ñÿ òîò èç äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ àêòèâíîé ïîäìàòðèöû A(k), êîòîðîìó â
ìàòðèöå Gk+1 ñîîòâåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Ñòðàòåãèÿ II.Ëîêàëüíîå çàïîëíåíèå íà k+1-ì øàãå ìåòîäà Ãàóññà
áóäåò íåáîëüøèì, åñëè â êà÷åñòâå ãëàâíîãî âûáðàòü ýëåìåíò a

(k)
st , s =

α + k, t = β + k è α, β îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóëû

g
(k+1)
αβ = min

i,j
{eT

i Ĝk+1ej}
∣∣∣∣a

(k)
i+k,j+k

∣∣∣∣ > ε. (2.6)

Çäåñü Ĝk+1 = (Bk − En−k)M(Bk − En−k), ãäå ìàòðèöû M è Bk èìåþò
òîò æå ñàìûé ñìûñë, ÷òî è â ñòðàòåãèè I, à En−k � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðà n − k. Ñòðàòåãèÿ II íå äàåò ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå íà øà-
ãå. Îäíàêî îíà î÷åíü ïðîñòî ðåàëèçóåìà íà ïðàêòèêå è åå ïðèìåíåíèå
ïðèâîäèò ê íåáîëüøîìó ÷èñëó íîâûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
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Èñïîëüçîâàíèå óïàêîâàííîé ôîðìû õðàíåíèÿ ìàòðèöû A è áîëåå
ñëîæíîé ïðîöåäóðû âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî
óâåëè÷åíèÿ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè, ïîýòîìó ïåðåíîñ ïðîöåäóð è
ôóíêöèé èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1, îñóùåñòâëÿþùèõ ðåøåíèå ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íå äàñò îïòèìàëüíûé ïî âðåìå-
íè ðåçóëüòàò. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîèñê (i, j)-ão ýëåìåíòà ìàòðèöû A

â óïàêîâàííîé ôîðìå òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íàïèñàíèè îïòèìàëüíîé ïî âðåìåíè ñ÷åòà ïðîãðàì-
ìû òàêèõ äåéñòâèé íàäî èçáåãàòü. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ïðèìåíèòü
ìåòîä Ãàóññà íåïîñðåäñòâåííî ê óïàêîâàííîé ôîðìå õðàíåíèÿ ìàòðèöû
A, ò.å. òîëüêî ê íåíóëåâûì ýëåìåíòàì.

Òàê êàê ìåòîä Ãàóññà îïåðèðóåò ñî ñòðîêàìè ìàòðèöû A, òî ðàçðå-
æåííûå ìàòðèöû óäîáíî õðàíèòü ïî ñòðîêàì. Ýòî ïîçâîëèò ýôôåêòèâíî
îðãàíèçîâàòü òàêèå îïåðàöèè, êàê íîðìèðîâêà ñòðîêè, óìíîæåíèå ñòðî-
êè íà ÷èñëî, âû÷èòàíèå ñòðîêè, ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå íåíóëåâûå
ýëåìåíòû êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû A â óïàêîâàííîé ôîðìå õðàíåíèÿ îá-
ðàçóþò íåïðåðûâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàöèè íîð-
ìèðîâêè, óìíîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ ñòðîêè ìîæíî ïðîâîäèòü òîëüêî äëÿ
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Òàêîé ïîäõîä ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
A ìîäèôèöèðóþòñÿ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè õðàíÿòñÿ â óïàêîâàí-
íîé ôîðìå, ÷òî èñêëþ÷àåò çàòðàòû íà ïîèñê íóæíîãî ýëåìåíòà. Áåðåòñÿ
î÷åðåäíîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ìàòðèöû A. Îïðåäåëÿåòñÿ åãî ìåñòîïîëî-
æåíèå â ìàòðèöå, ò.å. i è j. Çàòåì ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ ìàññèâîâ
îáðàòíûõ ïåðåñòàíîâîê îïðåäåëÿåòñÿ ìåñòîïîëîæåíèå ýòîãî ýëåìåíòà â
ìàòðèöå ñ ïåðåñòàâëåííûìè ñòîëáöàìè è ñòðîêàìè. Åñëè â ðåçóëüòàòå
ýòîò ýëåìåíò ëåæèò â àêòèâíîé ïîäìàòðèöå, òî îí èçìåíÿåòñÿ ïî èç-
âåñòíûì ôîðìóëàì ìåòîäà Ãàóññà. Çäåñü íàäî ïðåäóñìîòðåòü ïðîöåäóðó
âñòàâêè ýëåìåíòà íà ñëó÷àé ïîÿâëåíèÿ íîâîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà è ïðî-
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öåäóðó óäàëåíèÿ ýëåìåíòà èç óïàêîâàííîé ôîðìû, åñëè íåíóëåâîé ýëå-
ìåíò ñòàë íóëåâûì. Ïîñëå ýòîãî îáðàáàòûâàåòñÿ ñëåäóþùèé íåíóëåâîé
ýëåìåíò ìàòðèöû A.

Îïòèìèçàöèÿ ïî âðåìåíè ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ýôôåêòèâ-
íîñòü ïðîãðàììû. Îäíàêî ýòîãî íå äîñòàòî÷íî. Îïòèìàëüíîé ïî áûñòðî-
äåéñòâèþ áóäåò ëèøü òà ïðîãðàììà, ãäå äîïîëíèòåëüíî îïòèìèçèðîâàíà
ïðîöåäóðà âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà. Âî-ïåðâûõ, íàäî ïîäóìàòü íàä ýô-
ôåêòèâíûì âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Gk (Ĝk). À, âî-âòîðûõ, îðãà-
íèçîâàòü âû÷èñëåíèå ýòîé ìàòðèöû òàê, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïîèñê ýëåìåí-
òîâ â óïàêîâàííîé ôîðìå. Òîëüêî ó÷åò âñåõ ýòèõ îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðåæåííîé ìàòðèöåé êî-
ýôôèöèåíòîâ ïîçâîëèò íàïèñàòü ýôôåêòèâíóþ ïî çàòðàòàì ìàøèííîãî
âðåìåíè ïðîãðàììó.

3. Âàðèàíòû

Êàæäîìó âàðèàíòó ñîîòâåòñòâóþò 3 öèôðû. Ïåðâàÿ îçíà÷àåò âàðèàíò
ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.

1. LŪ -ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ìåòîäà Ãàóññà.
2. L̄U -ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ìåòîäà Ãàóññà.
3. ŪL-ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ìåòîäà Ãàóññà.
4. UL̄-ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ìåòîäà Ãàóññà.
5. LŪ−1-ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ìåòîäà Æîðäàíà.
6. L̄−1U -ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ìåòîäà Æîðäàíà.
Âòîðàÿ öèôðà îçíà÷àåò ñòðàòåãèþ âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà (I è
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II), à òðåòüÿ - ñïîñîá óïàêîâêè ðàçðåæåííûõ ìàòðèö.

1) 1− I − 1 2) 1− I − 2 3) 1− I − 3

4) 1− I − 4 5) 1− II − 1 6) 1− II − 2

7) 1− II − 3 8) 1− II − 4 9) 2− I − 1

10) 2− I − 2 11) 2− I − 3 12) 2− I − 4

13) 2− II − 1 14) 2− II − 2 15) 2− II − 3

16) 2− II − 4 17) 3− I − 1 18) 3− I − 2

19) 3− I − 3 20) 3− I − 4 21) 3− II − 1

22) 3− II − 2 23) 3− II − 3 24) 3− II − 4

25) 4− I − 1 26) 4− I − 2 27) 4− I − 3

28) 4− I − 4 29) 4− II − 1 30) 4− II − 2

31) 4− II − 3 32) 4− II − 4 33) 5− I − 1

34) 5− I − 2 35) 5− I − 3 36) 5− I − 4

37) 5− II − 1 38) 5− II − 2 39) 5− II − 3

40) 5− II − 4 41) 6− I − 1 42) 6− I − 2

43) 6− I − 3 44) 6− 1− 4 45) 6− II − 1

46) 6− II − 2 47) 6− II − 3 48) 6− II − 4

37



Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà No. 3: ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ
ÕÎËÅÑÑÊÎÃÎ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎ
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

1. Çàäàíèå

Íàïèñàòü è îòëàäèòü ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ çàäàííûé âàðèàíò àëãî-
ðèòìà ðàçëîæåíèÿ Õîëåññêîãî, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû Px = f , ãäå �
ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà (ÏÎ-ìàòðèöà , èëè,
êðàòêî, ìàòðèöà > 0). Îòäåëèòü îñíîâíûå ÷àñòè ïðîãðàììû:

à) ïîäïðîãðàììó ãåíåðàöèè ÏÎ-ìàòðèöû ;
á) ïîäïðîãðàììó ðàçëîæåíèÿ Õîëåññêîãî;
è) ïîäïðîãðàììó ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé;
ã) ïîäïðîãðàììó ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ñ ëåíòî÷íîé ìàòðèöåé ;
ä) ñåðâèñíûå ïîäïðîãðàììû, âêëþ÷àÿ äåìîíñòðàöèþ ðàçëîæåíèÿ

íà ýêðàíå, ïîäïðîãðàììó êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè ðàçëîæåíèÿ è äð.
Óäåëèòü îñîáîå âíèìàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðîãðàììû (â ñìûñëå

ýêîíîìèè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè). Äëÿ ýòîãî â îäíîìåðíîì ìàññèâå äî-
ñòàòî÷íî õðàíèòü òîëüêî íèæíþþ (èëè âåðõíþþ) òðåóãîëüíóþ ÷àñòü è
äèàãîíàëü ìàòðèöû . Ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ çàìåùàåò èñõîäíóþ ìàòðèöó.
Ïðåäóñìîòðåòü ïîøàãîâîå âûïîëíåíèå àëãîðèòìà èñêëþ÷åíèÿ ñ âûâîäîì
ðåçóëüòàòà íà ýêðàí.

Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå ïóíêòû çàäàíèÿ:
1. Äàòü ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î çàäàííîì âàðè-

àíòå ðàçëîæåíèÿ Õîëåññêîãî. Òåîðåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê
óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ñòóäåíòîì àëãîðèòì äåéñòâèòåëü-
íî äàåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå Õîëåññêîãî. Äëÿ èëëþñòðàöèè äàòü
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÷èñëåííûé ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà ïî øàãàì äëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà
4.

2. Ïðîâåñòè ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà îïåðàöèé:
à) èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ;
á) óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.
Ïîäñ÷åò âûïîëíèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè:
à) ôàêòè÷åñêè, � ïðè êîíêðåòíîì ðàñ÷åòå ðàçëîæåíèÿ;
á) òåîðåòè÷åñêè òî÷íî â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû n;
â) òåîðåòè÷åñêè ïðèáëèæåííî â çàâèñèìîñòè îò n ïðè n →∞.
3. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ (ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé), äëÿ ÷åãî ñïðîåêòèðîâàòü è ïðîâåñòè ýêñïå-
ðèìåíò, êîòîðûé îõâàòûâàåò ìàòðèöû ïîðÿäêà îò 5 äî 100 (÷åðåç 5 ïî-
ðÿäêîâ). Ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàòû â âèäå òàáëèöû è ãðàôèêà çàâèñèìîñòè
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ â ìèíóòàõ è ñåêóíäàõ îò ïîðÿäêà ìàòðèö. Ñðàâíèòü
ñî ñâîèì âàðèàíòîì èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1.

4. Îöåíèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, èìåþùèõ òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è ñèñòåìû èç ï. 3. Äëÿ ýòîãî
ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûå ÏÎ-ìàòðèöû , âûáðàòü òî÷íîå ðåøåíèå x∗ è
îáðàçîâàòü ïðàâûå ÷àñòè f = Px∗. Ïðîâåñòè àíàëèç òî÷íîñòè âû÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ x â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ìàòðèöû. Ðåçóëüòàòû ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå òàáëèöû è ãðàôèêà. Ñðàâíèòü ñî ñâîèì âàðèàíòîì èç
ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1.

Äëÿ çàïîëíåíèÿ ìàòðèöû èñïîëüçîâàòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà èç äèà-
ïàçîíà îò -100 äî 100. Ñíà÷àëà çàïîëíèòü íèæíþþ òðåóãîëüíóþ ÷àñòü
ìàòðèöû , ò.å. ýëåìåíòû ij, ãäå i > j, à, ñëåäîâàòåëüíî, è âåðõíþþ òðå-
óãîëüíóþ ÷àñòü. Çàòåì çàïîëíèòü äèàãîíàëü. Â êà÷åñòâå ii, i = 1, 2, . . . , n,
âûáðàòü ñëó÷àéíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà


∑

j 6=i

|Pij|+ 1,
∑

j 6=i

|Pij|+ 101


 , (3.1)
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÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

Pii ≥
∑

j 6=i

|Pij|+ 1, (3.2)

ãàðàíòèðóþùåãî ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû . Â êà÷åñòâå
òî÷íîãî ðåøåíèÿ âçÿòü âåêòîð x∗ = (1, 2, . . . , n), ãäå n � ïîðÿäîê ìàò-
ðèöû. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè èñïîëüçîâàòü íîðìó âåêòîðà (1.1) èç ëàáî-
ðàòîðíîé ðàáîòû No. 1.

5. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü è òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðåæåííûìè ëåíòî÷íûìè ìàòðèöàìè. Äëÿ
ýòîãî ñïðîåêòèðîâàòü è ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò äëÿ ñèñòåì ïîðÿäêà îò 100
äî 200 (÷åðåç 5). Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèö è ãðàôèêîâ çà-
âèñèìîñòè ñêîðîñòè è òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îò ïîðÿäêà ìàòðèö. Äëÿ ýòèõ
æå ñèñòåì íàéòè àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè äëÿ îáû÷íîãî ìåòîäà Õîëåñ-
ñêîãî. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.

Äëÿ ñëó÷àéíîãî çàïîëíåíèÿ ðàçðåæåííîé ëåíòî÷íîé ìàòðèöû èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

à) ñëó÷àéíûì îáðàçîì çàïîëíèòü ïîëîâèíó ìàòðèöû (âåðõíþþ èëè
íèæíþþ), âêëþ÷àÿ äèàãîíàëü;

á) â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ÷àñòè ìàòðèöû â i-é
ñòðîêå, i = 1, 2, . . . , n, ñëó÷àéíûì îáðàçîì îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ (îò 1 äî 10), èõ ìåñòîïîëîæåíèå (íîìåð ñòîëáöà oò
max{1, i − 50} äî i − 1) è çíà÷åíèå (íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà, ëåæàùèå
â èíòåðâàëå îò -100 äî 100);

á') ïðè çàïîëíåíèè âåðõíåé òðåóãîëüíîé ÷àñòè ìàòðèöû ïðèìå-
íÿåòü òîò æå àëãîðèòì, ÷òî è â ï. á), ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî íîìåð
ñòîëáöà ëåæèò â èíòåðâàëå îò i + 1 äî min{i + 50, n};

â) äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò â i-é ñòðîêå, i = 1, 2, . . . , n, îïðåäåëèòü
ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà èíòåðâàëå (3.1).

Â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ âçÿòü âåêòîð x∗ = (1, 2, . . . , n), ãäå n

� ïîðÿäîê ìàòðèöû A.
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Â ñëó÷àå, åñëè ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû Ax = f âûÿñíèòñÿ, ÷òî ìàòðè-
öà A âûðîæäåíà (ïëîõî îáóñëîâëåíà), òî ñãåíåðèðîâàòü íîâóþ ìàòðèöó
òîãî æå ïîðÿäêà è ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ íîâîé ìàòðèöåé A è íîâîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàòü íîðìó âåêòîðà èç ëà-
áîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1 (1.1).

Ïðèìå÷àíèå. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
íà ýêðàí äèñïëåÿ äîëæíû áûòü âûâåäåíû ñëåäóþùèå òàáëèöû.

Äëÿ ÷èñëà äåéñòâèé:

Ïîðÿäîê ×èñëî êâ. êîðíåé ×èñëî îïåðàöèé óìí. è äåë.
à á â à á â

ãäå à, á, â îçíà÷àåò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà äåéñòâèé (ñì. ï. 2);

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ çàïîëíåííîé ìàòðèöåé :

Ïîðÿäîê Âðåìÿ Òî÷íîñòü
ì. Ãàóññà ì. Õîëåññê. ì. Ãàóññà ì. Õîëåññê.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ ðàçðåæåííîé ìàòðèöåé :

Ïîðÿäîê Âðåìÿ Òî÷íîñòü
Çàï. ìàò. Ðàçð. ìàò. Çàï. ìàò. Ðàçð. ìàò.

Âûâåñòè íà ýêðàí ñëåäóþùèå ãðàôèêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ çàïîëíåííîé ìàòðèöåé :
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à) çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðåøåíèÿ îò ïîðÿäêà ìàòðèö äëÿ ìåòîäîâ
Ãàóññà è Õîëåññêîãî;

á) çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îò ïîðÿäêà ìàòðèö äëÿ ìåòîäîâ
Ãàóññà è Õîëåññêîãî.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ ðàçðåæåííîé ìàòðèöåé :

à) çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðåøåíèÿ îò ïîðÿäêà ìàòðèö äëÿ îáû÷íîãî
ìåòîäà Õîëåññêîãî è ñ ó÷åòîì ðàçðåæåííîñòè ìàòðèöû ;

á) çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îò ïîðÿäêà ìàòðèö äëÿ îáû÷íîãî
ìåòîäà Õîëåññêîãî è ñ ó÷åòîì ðàçðåæåííîñòè ìàòðèöû . Ïðè ïîñòðîåíèè
ãðàôèêîâ èñïîëüçîâàòü äàííûå èç ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöû. Äëÿ ýòîãî
èõ íåîáõîäèìî çàïèñàòü â òåêñòîâûé ôàéë.

2. Àëãîðèòìû Õîëåññêîãî

Íèæå â îïèñàíèè àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè (ðàçëîæåíèÿ), îñíîâàííûõ
íà ìåòîäå Ãàóññà èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ èíäåêñîâ:

k � íîìåð èñêëþ÷àåìîé ïåðåìåííîé,
i � íîìåð ñòðîêè, ò.å. ìîäèôèöèðóåìîãî óðàâíåíèÿ,
j � íîìåð ñòîëáöà, ò.å. êîýôôèöèåíòà â ìîäèôèöèðóåìîì óðàâíå-

íèè.
Òîãäà îáùóþ îñíîâó âñåõ àëãîðèòìîâ óäîáíî îïðåäåëèòü òðîéêîé

âëîæåííûõ öèêëîâ âèäà

Äëÿ
Äëÿ

Äëÿ
aij = aij − likakj,
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ãäå ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà îáîçíà÷àåò ìîäèôèêàöèþ j-ãî ýëåìåíòà i-é ñòðî-
êè ìàòðèöû A ïðè èñêëþ÷åíèè k-é ïåðåìåííîé âåêòîðà íåèçâåñòíûõ x

èç óðàâíåíèé ñèñòåìû Ax = f . Ïåðåñòàíîâêè òðåõ èíäåêñîâ äëÿ öèêëîâ
îïðåäåëÿþò 3! = 6 âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ àëãîðèòìîâ, òàê íàçûâàåìûå
ijk-ôîðìû, äëÿ êàæäîãî âèäà ðàçëîæåíèÿ.

Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n. Òîãäà âîçìîæíû ÷åòû-
ðå âèäà åå ðàçëîæåíèÿ, à èìåííî:

A = LŪ, A = L̄U, A = UL̄, A = ŪL, (3.3)

ãäå ÷åðòà ñâåðõó óêàçûâàåò íà òîò èç ñîìíîæèòåëåé, êîòîðûé èìååò åäè-
íè÷íóþ ãëàâíóþ äèàãîíàëü. Ýòè âàðèàíòû àëãîðèòìà ãàóññîâà èñêëþ÷å-
íèÿ îïèñàíû â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå No. 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ
ìàòðèöó ðàçìåðà n. Èñïîëüçóåì àëãîðèòìû (3.3) äëÿ ðàçëîæåíèÿ ìàò-
ðèöû . ×òîáû ðàçëîæåíèå áûëî ñèììåòðè÷íûì, äëÿ ñîìíîæèòåëÿ L èëè
U âîñïîëüçóåìñÿ ëþáûì èç ïðåäñòàâëåíèé:

L = L̄D, U = DŪ, U = ŪD, L = DL̄, (3.4)

÷òî äîñòèãàåòñÿ äåëåíèåì íà äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñòîëáöà èëè ñòðîêè. Òîãäà èç ÷åòûðåõ âèäîâ ðàçëîæåíèÿ äëÿ A ïîëó÷àåì
äâà âèäà äëÿ :

= L̄DL̄T , P = ŪDŪT (3.5)

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû D ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå D = D1/2D1/2, êîòîðîå äàåò åùå äâà âèäà ðàçëîæåíèÿ:

= LLT , P = UUT , (3.6)

ãäå L = L̄D1/2, U = ŪD1/2. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ,
îòâå÷àþùèå ìåòîäó ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé
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ìàòðèöû A, ìîãóò áûòü ëåãêî ïåðåäåëàíû â àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ Õî-
ëåññêîãî ñ êâàäðàòíûìè êîðíÿìè (3.6) èëè áåç êâàäðàòíûõ êîðíåé (3.5).
Âñåãî ïîëó÷àåì ÷åòûðå âàðèàíòà ðàçëîæåíèÿ Õîëåññêîãî äëÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû , ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî âà-
ðèàíòà âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ëþáîé èç øåñòè ijk-ôîðì àëãî-
ðèòìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âñå øåñòü ijk-ôîðì äëÿ L̄U -
ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A è ïîêàæåì ïåðåõîä îò íèõ ê ijk-ôîðìàì
L̄DL̄T -ðàçëîæåíèÿ è LLT -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû .

Àëãîðèòìû ijk-ôîðì äëÿ L̄U-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A:
1) kij-àëãîðèòì Äëÿ k = 1 äî n− 1

Äîñòóï ê ýëåìåíòàì Äëÿ i = k + 1 äî n

ìàòðèöû A � ïî ñòðîêàì. lik = aik/akk

Èñêëþ÷åíèå � ïî ñòîëáöàì. Äëÿ j = k + 1 äî n

Ìîäèôèêàöèè � áåçîòëàãàòåëüíûå. aij = aij − likkj.

2) kji-àëãîðèòì Äëÿ k = 1 äî n− 1

Äîñòóï ê ýëåìåíòàì Äëÿ s = k + 1 äî n

ìàòðèöû A � ïî ñòîëáöàì. lsk = ask/akk

Èñêëþ÷åíèå � ïî ñòîëáöàì. Äëÿ j = k + 1 äî n

Ìîäèôèêàöèè � áåçîòëàãàòåëüíûå. Äëÿ i = k + 1 äî n

aij = aij − likkj.

3) jki-àëãîðèòì Äëÿ j = 2 äî n

Äîñòóï ê ýëåìåíòàì Äëÿ s = j äî n

ìàòðèöû A � ïî ñòîëáöàì. ls,j−1 = as,j−1/aj−1,j−1

Èñêëþ÷åíèå � ïî ñòîëáöàì. Äëÿ k = 1 äî j − 1

Ìîäèôèêàöèè � îòëîæåííûå. Äëÿ i = k + 1 äî n

aij = aij − likkj.
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4) jik-àëãîðèòì Äëÿ j = 2 äî n

Äîñòóï ê ýëåìåíòàì Äëÿ s = j äî n

ìàòðèöû A � ïî ñòîëáöàì. ls,j−1 = as,j−1/aj−1,j−1

Èñêëþ÷åíèå � ïî ñòîëáöàì. Äëÿ i = 2 äî j

Ìîäèôèêàöèè � îòëîæåííûå. Äëÿ k = 1 äî i− 1

aij = aij − likkj.
Äëÿ i = j + 1 äî n

Äëÿ k = 1 äî j − 1

aij = aij − likkj.

5) ikj-àëãîðèòì Äëÿ i = 2 äî n

Äîñòóï ê ýëåìåíòàì Äëÿ k = 1 äî i− 1

ìàòðèöû A � ïî ñòðîêàì. lik = aik/akk

Èñêëþ÷åíèå � ïî ñòðîêàì. Äëÿ j = k + 1 äî n

Ìîäèôèêàöèè � îòëîæåííûå. aij = aij − likkj.

6) ijk-àëãîðèòì Äëÿ i = 2 äî n

Äîñòóï ê ýëåìåíòàì Äëÿ j = 2 äî i

ìàòðèöû A � ïî ñòðîêàì. li,j−1 = ai,j−1/aj−1,j−1

Èñêëþ÷åíèå � ïî ñòðîêàì. Äëÿ k = 1 äî j − 1

Ìîäèôèêàöèè � îòëîæåííûå. aij = aij − likkj.
Äëÿ j = i + 1 äî n

Äëÿ k = 1 äî i− 1

aij = aij − likkj.
Çàìå÷àíèÿ.
1) Â ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìàõ íå ñîäåðæèòñÿ ïðîöåäóðà âûáîðà

ãëàâíîãî ýëåìåíòà. Îíà äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ èç îïèñàíèÿ ëàáîðàòîðíîé
ðàáîòû No. 1.

2) Àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü íàïèñàíû äëÿ îñòàëüíûõ
òðåõ âèäîâ ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A èç ñïèñêà (3.4).

3) Ïðè íàïèñàíèè ïðîãðàìì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèâåäåííûì âûøå
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àëãîðèòìàì, ñëåäóåò âûïîëíèòü òðåáîâàíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó âñå âû-
÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ â îäíîì è òîì æå äâóõìåðíîì ìàññèâå, ãäå ñíà-
÷àëà õðàíèòñÿ ìàòðèöà A. Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ìàòðèöà A çàìåùàåò-
ñÿ ýëåìåíòàìè òðåóãîëüíûõ ìàòðèö, ñîñòàâëÿþùèõ èñêîìîå ðàçëîæåíèå
(3.4).

Ðàçëîæåíèå Õîëåññêîãî ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå íåçíà÷èòåëüíûõ èçìåíå-
íèé áàçîâûõ LU -ðàçëîæåíèé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A. Ïðè ýòîì ñèììåò-
ðèÿ ìàòðèöû èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà äåéñòâèé ïðèìåðíî
âäâîå. Êðîìå òîãî, ñïîñîá õðàíåíèÿ ìàòðèöû äîëæåí áûòü êîìïàêòíûì,
ò.å. â ïàìÿòè ÝÂÌ â îäíîìåðíîì ìàññèâå õðàíèòñÿ ïî ñòðîêàì (èëè ïî
ñòîëáöàì) òîëüêî íèæíÿÿ (èëè âåðõíÿÿ) òðåóãîëüíàÿ ÷àñòü ìàòðèöû
âìåñòå ñ äèàãîíàëüþ.

Â òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê âûøå èçëîæåíû ijk-ôîðìû L̄U -
ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû , ïðèâåäåì ijk-ôîðìû L̄DL̄T è LLT -ðàçëîæåíèé
Õîëåññêîãî ìàòðèöû . Èç íèõ âèäíî, ñêîëü íåçíà÷èòåëüíû òðåáóåìûå
èçìåíåíèÿ. Â êàæäîì àëãîðèòìå îáúåäèíåíû îáà ðàçëîæåíèÿ, ïðè ýòîì
òå èçìåíåíèÿ, ÷òî îòíîñÿòñÿ ê LLT -ðàçëîæåíèþ, çàêëþ÷åíû â ñêîáêè. Â
ïðèâîäèìûõ íèæå àëãîðèòìàõ ÿâíî íå óêàçàíî, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèö
D, L̄ è L äîëæíû çàìåùàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû èñõîäíîé ìàò-
ðèöû . Òàêèå çàìåùåíèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü ñðàçó, à ìîãóò îòêëàäûâàòü-
ñÿ äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû ñòàíóò íåíóæíûìè äëÿ
äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé. Â ýòîì îòíîøåíèè íå âñå ijk-ôîðìû îäèíàêî-
âî ýêîíîìè÷íû â ðåàëèçàöèè, è äëÿ êàæäîé èç íèõ âîïðîñ î ñêîðåéøåì
çàìåùåíèè èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íóæíî ðåøàòü îòäåëüíî.

46



kij è kji-àëãîðèòìû Õîëåññêîãî:

(l11 = p
1/2
11 ) (l11 = p

1/2
11 )

Äëÿ k = 1 äî n− 1 Äëÿ k = 1 äî n− 1

Äëÿ i = k + 1 äî n Äëÿ s = k + 1 äî n

lik = pik/pkk lsk = psk/pkk

(lik = pik/lkk) (lsk = psk/lkk)

Äëÿ j = k + 1 äî i Äëÿ j = k + 1 äî i

pij = pij − likpjk Äëÿ i = j äî n

(pij = pij − likljk) pij = pij − likpjk

(lk+1,k+1 = p
1/2
k+1,k+1) (pij = pij − likljk)

(lk+1,k+1 = p
1/2
k+1,k+1)

jki è jik-àëãîðèòìû Õîëåññêîãî:

(l11 = p
1/2
11 ) (l11 = p

1/2
11 )

Äëÿ j = 2 äî n Äëÿ j = 2 äî n

Äëÿ s = j äî n Äëÿ s = j äî n

ls,j−1 = ps,j−1/pj−1,j−1 ls,j−1 = ps,j−1/pj−1,j−1

(ls,j−1 = ps,j−1/lj−1,j−1) (ls,j−1 = ps,j−1/lj−1,j−1)

Äëÿ k = 1 äî j − 1 Äëÿ i = j äî n

Äëÿ i = j äî n Äëÿ k = 1 äî j − 1

pij = pij − likpjk pij = pij − likpjk

(pij = pij − likljk) (pij = pij − likljk)

(ljj = p
1/2
jj ) (ljj = p

1/2
jj )
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ikj è ijk-àëãîðèòìû Õîëåññêîãî:
(l11 = p

1/2
11 ) (l11 = p

1/2
11 )

Äëÿ i = 2 äî n Äëÿ i = 2 äî n

Äëÿ k = 1 äî i− 1 Äëÿ j = 2 äî i

lik = pik/pkk ls,j−1 = ps,j−1/pj−1,j−1

(lik = pik/lkk) (ls,j−1 = ps,j−1/lj−1,j−1)

Äëÿ j = k + 1 äî i Äëÿ k = 1 äî j − 1

pij = pij − likpjk pij = pij − likpjk

(pij = pij − likljk) (pij = pij − likljk)

(lii = p
1/2
ii ) (ljj = p

1/2
jj )

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåííûå àëãîðèòìû L̄DL̄T è LLT -ðàçëîæåíèé Õî-
ëåññêîãî ìàòðèöû ïîëó÷åíû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ijk-àëãîðèòìîâ L̄U -
ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ŪDŪT è UUT -ðàçëîæåíèé Õî-
ëåññêîãî ìàòðèöû óäîáíî èñõîäèòü èç ŪL-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A, åñ-
ëè äëÿ íåãî ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèòü ijk-àëãîðèòìû. Ýòî ïîñòðîåíèå
íåòðóäíî âûïîëíèòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ŪL-ðàçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò èç-
ìåíåííîìó (èíâåðñíîìó) ïîðÿäêó èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìîäèôèêàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñëåäíåé ïåðåìåí-
íîé ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ.

Ñóììèðóÿ âûøåèçëîæåííîå ïî ijk-ôîðìàì àëãîðèòìîâ Õîëåññêî-
ãî, ïîëó÷åííûõ èç ijk-ôîðì àëãîðèòìîâ Ãàóññà, èìååì 24 ðàçíîâèäíîñòè
ðàçëîæåíèé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû :

6 ijk-ôîðì äëÿ = L̄DL̄T , 6 ijk-ôîðì äëÿ P = LLT ,
6 ijk-ôîðì äëÿ P = ŪDŪT , 6 ijk-ôîðì äëÿ P = UUT .
Êðîìå ýòîãî, äëÿ LU -ðàçëîæåíèÿ, à çíà÷èò è äëÿ ðàçëîæåíèÿ Õî-

ëåññêîãî, ñóùåñòâóåò äðóãîé êëàññ òàê íàçûâàåìûõ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ
àëãîðèòìîâ, êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ èäååé îêàéìëåíèÿ. Èõ ïîëó÷åíèå
îñíîâàíî íà ïðàâèëå ïåðåìíîæåíèÿ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö, ó÷àñòâóþùèõ
â ðàçëîæåíèè. Íà ýòîì æå ïðèíöèïå îñíîâàíî ïîëó÷åíèå êîìïàêòíûõ
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ñõåì ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1.
Âûâåäåì â êà÷åñòâå áàçîâûõ, ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå àëãîðèòìû LU -

ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A. Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ñóùåñòâóåò ÷åòûðå âè-
äà LU -ðàçëîæåíèÿ (3.3). Âîçüìåì çà îñíîâó ðàçëîæåíèå âèäà A = L̄U

(äëÿ äðóãèõ âèäîâ LU -ðàçëîæåíèÿ àëãîðèòìû âûâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî).
Èç ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò




A11 ā12 A13

āT
21 a22 āT

23

A31 ā22 A33




=




L11

l̄T21 1

L31 l̄32 L33



·




U11 ū12 U13

u22 ūT
23

U33




(3.7)

Çäåñü ìàëûå áóêâû ñ ÷åðòîé îáîçíà÷àþò âåêòîð-ñòîëáåö, ìàëûå áóêâû
áåç ÷åðòû � ñêàëÿð, áîëüøèå áóêâû � ìàòðèöû. Íóëåâûå ýëåìåíòû òðå-
óãîëüíûõ ìàòðèö íå ïîêàçàíû.

Ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö (3.7), âûïîëíÿåìîå ïîáëî÷íî, äàåò 9 ñîîòíî-
øåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò ìàòðèö A, L̄ è U . Ñ÷èòàÿ, ÷òî áëîêè L11

è U11 óæå îïðåäåëåíû, ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà ðàçëîæåíèÿ
ìàòðèöû A.

Ñïîñîá I: îêàéìëåíèå èçâåñòíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ
Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè A, L11, è U11. Òðåáóåòñÿ

îïðåäåëèòü l̄T21, ū12 è u22. Èç (3.7) èìååì

(1) āT
21 = l̄21U11,

(2) ā12 = L11ū12,

(3) a22 = l̄21ū12 + u22.

Ïðàêòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ: (1) � ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé UT

11l̄21 = ā21

îòíîñèòåëüíî âåêòîð-ñòîëáöà l̄21; (2) � ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîð-ñòîëáöà ū12, (3) �
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âû÷èñëåíèå äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà u22.

Ñïîñîá II: îêàéìëåíèå íåèçâåñòíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ
Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè A, L11, U11, l̄T21, L31, ū12,

U13. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü l̄32, ūT
23 è u22. Èç (3.7) èìååì

(1) a22 = l̄21ū12 + u22,

(2) āT
23 = l̄T23U13 + ūT

23,

(3) ā32 = L31ū12 + l̄32u22.

Ïðàêòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ: (1) � îïðåäåëåíèå ýëåìåíòà u; (2) � îïðåäå-
ëåíèå ñòðîêè ūT

23 ; (3) � îïðåäåëåíèå ñòîëáöà l̄32.
Äëÿ êàæäîãî ñïîñîáà îêàéìëåíèÿ âîçìîæíû äâà àëãîðèòìà, îò-

ëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì äåéñòâèé. Ïðèâåäåì èõ äëÿ ñëó÷àÿ ðàçëîæåíèÿ
A = L̄U .

Àëãîðèòìû ñïîñîáà I:
(à) ñòîëáöîâûé àëãîðèòì: (á) àëãîðèòì ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé:
Äëÿ j = 2 äî n Äëÿ i = 2 äî n

Äëÿ k = 1 äî j − 2 Äëÿ j = 2 äî i

Äëÿ i = k + 1 äî j − 1 li,j−1 = ai,j−1/aj−1,j−1

aij = aij − likakj Äëÿ k = 1 äî j − 1

Äëÿ k = 1 äî j − 1 aij = aij − likakj

ljk = ajk/akk Äëÿ j = 2 äî i− 1

Äëÿ i = k + 1 äî j Äëÿ k = 1 äî j − 1

aji = aji − ljkaki aji = aji − ljkaki
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Àëãîðèòìû ñïîñîáà II:
(à) àëãîðèòì ëèíåéíûõ (á) àëãîðèòì ñêàëÿðíûõ
êîìáèíàöèé: ïðîèçâåäåíèé:
Äëÿ i = 1 äî n Äëÿ j = 1 äî n

Äëÿ k = 1 äî i− 1 Äëÿ i = j + 1 äî n

Äëÿ j = i äî n Äëÿ k = 1 äî j − 1

aij = aij − likakj aij = aij − likakj

(Äëÿ k = 1 äî i− 1) Äëÿ i = j äî n

Äëÿ j = i + 1 äî n Äëÿ k = 1 äî j − 1

aji = aji − ljkaki aji = aji − ljkaki

Äëÿ s = i + 1 äî n Äëÿ s = j + 1 äî n

lsi = asi/aii lsj = asj/ajj

Çàìå÷àíèÿ.
1) Â àëãîðèòìå (IIà) îïåðàòîð â ñêîáêàõ ìîæåò áûòü îïóùåí.
2) Ïîäîáíûå àëãîðèòìû îêàéìëåíèÿ àíàëîãè÷íî âûïèñûâàþòñÿ

äëÿ äðóãèõ òðåõ ðàçíîâèäíîñòåé LU -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A.
3) Âñåãî èìååì 4×2×2 = 16 âàðèàíòîâ àëãîðèòìîâ LU -ðàçëîæåíèÿ

òèïà îêàéìëåíèÿ.
Àëãîðèòìû îêàéìëåíèÿ ëåãêî ìîäèôèöèðóþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñèì-

ìåòðè÷íîé ìàòðèöû . Òîãäà ìû èìååì 4 âàðèàíòà ðàçëîæåíèÿ Õîëåññêîãî
(3.5) è (3.6), 2 ñïîñîáà îêàéìëåíèÿ è 2 ñõåìû âû÷èñëåíèé äëÿ êàæäîãî àë-
ãîðèòìà îêàéìëåíèÿ. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 16 âàðèàíòîâ àëãîðèòìîâ îêàéì-
ëåíèÿ äëÿ ðàçëîæåíèÿ Õîëåññêîãî ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé ìàòðèöû. Äîáàâëÿÿ ê íèì 24 ðàçíîâèäíîñòè ijk-ôîðì, ïîëó÷àåì
40 ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ðàçëîæåíèé Õîëåññêîãî.

Îñîáåííîñòüþ äàííîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâà-
íèå ëèíåéíûõ (îäíîìåðíûõ) ìàññèâîâ äëÿ õðàíåíèÿ ìàòðèöû . Òàê êàê
ìàòðèöà ñèììåòðè÷íàÿ, òî äîñòàòî÷íî õðàíèòü òîëüêî íèæíþþ (èëè
âåðõíþþ) òðåóãîëüíóþ ÷àñòü ýòîé ìàòðèöû âìåñòå ñ äèàãîíàëüþ. Ïðè-
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÷åì äëÿ õðàíåíèÿ çàïîëíåííîé ìàòðèöû èñïîëüçóåòñÿ îäèí îäíîìåðíûé
ìàññèâ, à äëÿ õðàíåíèÿ ðàçðåæåííîé � äâà. Õðàíåíèå ìàòðèöû ìîæåò
áûòü îðãàíèçîâàíî ïî ñòîëáöàì èëè ïî ñòðîêàì â çàâèñèìîñòè îò èñïîëü-
çóåìîãî àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñòðî÷íûé âàðèàíò õðàíåíèÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ÷à-
ñòè çàïîëíåííîé ìàòðèöû . Â ýòîì ñëó÷àå âñå ýëåìåíòû íèæíåé òðå-
óãîëüíîé ìàòðèöû çàïèñûâàþòñÿ ïîñòðî÷íî â îäíîìåðíûé ìàññèâ. Òàê
êàê äëÿ õðàíåíèÿ ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû òðåáóåòñÿ îäèí ýëåìåíò ìàñ-
ñèâà, äëÿ õðàíåíèÿ âòîðîé ñòðîêè � äâà ýëåìåíòà è ò.ä., òî äëÿ õðà-
íåíèÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ðàçìåðà n òðåáóåòñÿ îäíîìåðíûé ìàññèâ
ðàçìåðà n(n + 1)/2. Ïîëîæåíèå (i, j)-ãî ýëåìåíòà ìàòðèöû â ìàññèâå
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

k = (i− 1)i/2 + j. (3.8)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îðãàíèçóåòñÿ õðàíåíèå ìàòðèöû ïî ñòîëáöàì.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ õðàíåíèÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû

èñïîëüçóþòñÿ äâà îäíîìåðíûõ ìàññèâà. Òàê, õðàíåíèå íèæíåé òðåóãîëü-
íîé ÷àñòè ìàòðèöû ïî ñòðîêàì ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Â ìàññèâå à õðàíÿòñÿ ïîñòðî÷íî ýëåìåíòû ìàòðèöû îò ïåðâîãî íåíó-
ëåâîãî äî äèàãîíàëüíîãî âêëþ÷èòåëüíî. Â ìàññèâå b íà i-ì ìåñòå ñòîèò
ïîëîæåíèå i-ãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû â ìàññèâå à. Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ (i, j)-ão ýëåìåíòà ìàòðèöû â ìàññèâå à íàäî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì k = b(i)− (i− j).
Çàòåì, åñëè k > b(i − 1), òî ýòîò ýëåìåíò ñòîèò íà k-ì ìåñòå. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå (i, j)-é ýëåìåíò ñòîèò ëåâåå ïåðâîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà i-é
ñòðîêè, ïîýòîìó îí ðàâåí íóëþ è â ìàññèâå à íå õðàíèòñÿ.

Ðàññìîòðèì îäèí ïðèìåð. Ïóñòü òðåáóåòñÿ óïàêîâàòü ñèììåòðè÷-
íóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ïîðÿäêà 5 ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè: a11, a21,
a22, a32, a33, a42, a44, a53, a55, ñòîÿùèìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè èëè ïîä
íåé. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ óïàêîâàííîé ôîðìîé, ïðåäëîæåííîé âûøå
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äëÿ õðàíåíèÿ ñèììåòðè÷íîé ðàçðåæåííîé ìàòðèöû, íèæíÿÿ òðåóãîëü-
íàÿ ÷àñòü ìàòðèöû A áóäåò õðàíèòüñÿ â âèäå äâóõ ìàññèâîâ

a = (a11, a21, a22, a32, a33, a42, 0, a44, a53, 0, a55),

b = (1, 3, 5, 8, 11).

Åñëè æå, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ íàéòè â óïàêîâàííîé ôîðìå ýëåìåíò a53,
òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå àëãîðèòìîì âû÷èñëÿåì

k = b(5)− (5− 3) = 11− 2 = 9.

Çàòåì, òàê êàê k = 9 > 8 = b(4), òî èñêîìûé ýëåìåíò õðàíèòñÿ íà 9-îì
ìåñòå â ìàññèâå à.

Ñïîñîá õðàíåíèÿ ïî ñòîëáöàì îðãàíèçóåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
Íî â ýòîì ñëó÷àå õðàíÿòñÿ âñå ýëåìåíòû îò äèàãîíàëüíîãî äî ïîñëåäíåãî
íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ñòîëáöà âêëþ÷èòåëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò 4 âàðèàíòà õðàíåíèÿ ðàçðåæåííîé ëåí-
òî÷íîé ìàòðèöû è âûáîð êîíêðåòíîãî âàðèàíòà äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü
çàäàííîìó âàðèàíòó ðàçëîæåíèÿ Õîëåññêîãî è ðàçíîâèäíîñòè ijk-ôîðì.

Ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèö ýòîé ëàáîðàòîð-
íîé ðàáîòû, ïðîöåäóðà âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà è ïðîöåäóðû ïåðåñòà-
íîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû îòñóòñòâóþò êàê äëÿ çàïîëíåííûõ, òàê
è äëÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö.

3. Âàðèàíòû

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå êàæäîìó íîìåðó âàðèàíòà ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ðàç-
íîâèäíîñòü ðàçëîæåíèÿ Õîëåññêîãî è ñâîé ñïîñîá îðãàíèçàöèè âû÷èñëå-
íèé.
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ijk-ôîðìû Îêàéìëåíèå
èçâåñòíîé íåèçâåñòíîé

P kij kji jki jik ikj ijk ÷àñòè ÷àñòè
(à) (á) (à) (á)

L̄DL̄T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

LLT 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

ŪDŪT 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

UUT 31 32 33 34 35 36 37 36 39 40
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà No. 4: ÈÇÓ×ÅÍÈÅ
ÌÅÒÎÄÎÂ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÃÎ
ÏÐÈÂÅÄÅÍÈß

1. Çàäàíèå

Íàïèñàòü è îòëàäèòü ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ çàäàííûé âàðèàíò îð-
òîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = f ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé A, âû÷èñëå-
íèÿ ±(det(A)) è A−1. Ïðåäóñìîòðåòü ïðåäóïðåæäåíèå î íåâîçìîæíîñòè
ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ èç-çà ïðèñóòñòâèÿ (ïî÷òè) ëèíåéíî çàâèñè-
ìûõ âåêòîðîâ ñðåäè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A (â ïðåäåëàõ îøèáîê îêðóãëåíèÿ
ÝÂÌ èëè äðóãîãî, çàðàíåå îïðåäåëåííîãî êðèòåðèÿ). Îòäåëèòü îñíîâíûå
÷àñòè ïðîãðàììû:

à) ïîäïðîãðàììó ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû A, îòâå÷àþùóþ çàäàííî-
ìó âàðèàíòó ìåòîäà îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ;

á) ïîäïðîãðàììó ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé;

â) ïîäïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèö;
ã) ïîäïðîãðàììó îáðàùåíèÿ ìàòðèö;
ä) ñåðâèñíûå ïîäïðîãðàììû.
Óäåëèòü îñîáîå âíèìàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðîãðàììû (â ñìûñëå

ýêîíîìèè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è ñêîðîñòè ðåøåíèÿ óêàçàííûõ âûøå çà-
äà÷). Ïðåäóñìîòðåòü ïîøàãîâîå âûïîëíåíèå àëãîðèòìà îðòîãîíàëüíîãî
ïðèâåäåíèÿ ñ âûâîäîì ðåçóëüòàòà íà ýêðàí. Âûïîëíèòü ñëåäóþùèå ïóíê-
òû çàäàíèÿ:

1. Ïðîâåñòè ïîäñ÷åò ôàêòè÷åñêîãî ÷èñëà âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ, èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ ïðè ðå-
øåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñðàâíèòü ýòè ÷èñëà
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ñ òåîðåòè÷åñêèìè îöåíî÷íûìè ÷èñëàìè.
2. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ (ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îáðàùåíèå ìàòðèö), äëÿ ÷åãî: ñïðîåêòè-
ðîâàòü è ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé îõâàòûâàåò ìàòðèöû ïîðÿäêà
îò 10 äî 100 (÷åðåç 10 ïîðÿäêîâ). Ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàòû â âèäå òàáëè-
öû è ãðàôèêà çàâèñèìîñòè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ (â ìèíóòàõ è ñåêóíäàõ)
îò ïîðÿäêà ìàòðèö. Òàáëèöó è ãðàôèê âûâåñòè íà ýêðàí.

3. Îöåíèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, èìåþùèõ òîò æå ñàìûé ïîðÿäîê, ÷òî è çàäà÷è èâ ïóíêòà 2.
Äëÿ ýòîãî ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûå ìàòðèöû A, âûáðàòü òî÷íîå ðåøå-
íèå x∗ è îáðàçîâàòü ïðàâûå ÷àñòè f = Ax∗. Ïðîâåñòè àíàëèç òî÷íîñòè
âû÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ x îò ïîðÿäêà ìàòðèöû. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèòü
â âèäå òàáëèöû è ãðàôèêà.

Äëÿ çàïîëíåíèÿ ìàòðèöû A èñïîëüçîâàòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà èç
äèàïàçîíà îò -100 äî 100. Â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ âçÿòü âåêòîð
x∗ = (1, 2, . . . , n), ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè èñ-
ïîëüçîâàòü íîðìó âåêòîðà

‖x‖∞ = max
i

(|xi|).

4. Ïîâòîðèòü ïóíêò 3 çàäàíèÿ äëÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ìàòðèö
(ñì. ðàçäåë 3 ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1), èìåþùèõ ïîðÿäîê îò 4 äî 40.

5. Ñèñòåìû èç ïóíêòîâ 2 è 3 ðåøèòü ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1 (â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì âàðèàíòîì).
Òàêèì îáðàçîì, êàæäóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ ñãåíåðèðîâàííîé ìàòðèöåé A è îáðàçîâàííîé ïî íåé ïðàâîé ÷àñòüþ f

íåîáõîäèìî ðåøèòü äâóìÿ ìåòîäàìè: ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ èç ëàáîðàòîð-
íîé ðàáîòû No. 1 è ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ èç ëàáîðàòîðíîé
ðàáîòû No. 4. Ñðàâíèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ è çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìå-
íè. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû è ãðàôèêà.

6. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó A−1 äâóìÿ ñïîñîáàìè:

56



1) ÷åðåç ðåøåíèå ñèñòåìû AX = E íà îñíîâå ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ
Ãàóññà èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1 (â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì âàðèàí-
òîì);

2) ÷åðåç ðåøåíèå ñèñòåìû AX = E íà îñíîâå ìåòîäà îðòîãîíàëü-
íîãî ïðèâåäåíèÿ (â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì âàðèàíòîì).

Ñðàâíèòü çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè è òî÷íîñòü îáðàùåíèÿ ñïî-
ñîáàìè 1) è 2). Ýêñïåðèìåíòû ïðîâåñòè äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêîâ îò 10 äî
100 ÷åðåç 10. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè â îáîèõ ñïîñîáàõ âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëîé èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 1.

2. Îáçîð îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

2.1. Îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàìà-Øìèäòà

Ïóñòü A = A(m,n) � ìàòðèöà, èìåþùàÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ ïðè÷åì
m ≥ n. Îáîçíà÷àÿ i-é ñòîëáåö ÷åðåç ai, çàïèøåì A = [a1, a2, . . . , an],
ai ∈ Rm. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìàòðèöû ïîëíîãî ðàíãà ò.å. rank(A) = n.
Òîãäà âåêòîðû ñòîëáöû i îáðàçóþò áàçèñ â Rn ⊂ Rm, êîòîðûé íàçîâåì
èñõîäíûì áàçèñîì. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé áàçèñ â îðòîíîðìèðîâàííûé.
Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû
âåêòîðîâ {a1, a2, . . . , an}.

Ïî îïðåäåëåíèþ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â Rn íàçûâàåòñÿ òà-
êàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {q1, q2, . . . , qn}, ÷òî

1). ∀i : qi ∈ Rm, m ≥ n, qT
i qi = ‖qi‖2 = 1;

2). ∀i, j, i 6= j : qT
i qj = 0.

Ëþáîé âåêòîð ai èìååò â ýòîì áàçèñå åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå

ai = b1iq1 + b21q2 + . . . + bniqi, i = 1, 2, . . . , n,

ãäå bT
i = (b1i, b2i, . . . , bni) � âåêòîð-ñòðîêà êîýôôèöèåíòîâ. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö, ò.å.
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A = QB, ãäå Q = [q1, q2, . . . , qn], qi ∈ Rm, B = [b1, b2, . . . , bn], bi ∈ Rn.
Ìàòðèöà Q = Q(m,n) â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ñîñòîèò èç îðòîíîðìèðî-
âàííûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ, â ÷àñòíîì ñëó÷àå m = n â êà÷åñòâå Q èìååì
îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ò.å. QTQ = E.

Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëèçàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A åñòü ïðåä-
ñòàâëåíèå A = QB, ãäå Q � ìàòðèöà òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è A, íî â
îòëè÷èå îò A, èìåþùàÿ îðòîíîðìèðîâàííûå ñòîëáöû, ïðè ýòîì � êâàä-
ðàòíàÿ (n×n)-ìàòðèöà, îáåñïå÷èâàþùàÿ ðàâåíñòâî A = QB. Î÷åâèäíî,
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé ìàòðèöû A, ïî-
ñêîëüêó ÷èñëî îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ íå îãðàíè÷åíî. Äëÿ îáåñïå-
÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ñðåäè ýòîãî ìíîæåñòâà âûáåðåì òàêîå ïðåäñòàâëå-
íèå, ïðè êîòîðîì B � òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîä òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé
áóäåì ïîíèìàòü âñå ÷åòûðå âîçìîæíûõ âàðèàíòà òðåóãîëüíîãî çàïîëíå-
íèÿ:

âàðèàíò 1: B = R, ãäå R � âåðõíÿÿ ïðàâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà;
âàðèàíò 2: B = , ãäå M � íèæíÿÿ ëåâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà;
âàðèàíò 3: B = S, ãäå S � íèæíÿÿ ïðàâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà;
âàðèàíò 4: = N , ãäå N � âåðõíÿÿ ëåâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.
Â íàçâàíèÿõ ìàòðèö R, , S è N îòðàæåíî, â êàêîé ÷àñòè êâàäðàòíîé

ìàòðèöû B ñîñðåäîòî÷åíû íåíóëåâûå ýëåìåíòû.
Òðàäèöèîííî îðòîãîíàëèçàöèåé Ãðàìà-Øìèäòà íàçûâàþò îòûñ-

êàíèå ïî ìàòðèöå A òàêîé ìàòðèöû Q, ÷òî A = QB, ãäå B = R. Ïðè
ýòîì âû÷èñëåíèå ìàòðèöû R â ÿâíîì âèäå ìîæåò è íå òðåáîâàòüñÿ, õîòÿ
òàêîå âû÷èñëåíèå âñåãäà ïðèñóòñòâóåò. Hèæå ìû áóäåì òðåáîâàòü ÿâíîãî
íàõîæäåíèÿ ôàêòîðîâ (ñîìíîæèòåëåé) Q è B â ðàçëîæåíèè A = QB

äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ B = R, B = M , B = S è B = N .
Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì îðòîãîíàëèçàöèþ Ãðàìà-Øìèäòà
îáîáùåííî, ò.å. âî âñåõ ÷åòûðåõ âàðèàíòàõ ðàçëîæåíèÿ A = QB ñ
òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé B. Ïðè ýòîì, êàê îêàçûâàåòñÿ, âîçìîæíû äâà
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îñíîâíûõ àëãîðèòìà, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì äåéñòâèé.

Ãðàìà-Øìèäòà Îðòîãîíàëèçàöèÿ (ÃØÎ)
Ýòîò âàðèàíò àëãîðèòìà ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B ïî ñòîëáöàì, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî êîðîòêîãî (îäíî-
ýëåìåíòíîãî) ñòîëáöà.

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ Ãðàìà-Øìèäòà Îðòîãîíàëèçàöèÿ
(ÌÃØÎ)

Â ýòîì âàðèàíòå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû B âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ñòðîêàì, íà÷èíàÿ ñ ñàìîé äëèííîé (ñîñòîÿùåé èç n ýëåìåíòîâ) ñòðîêè.

Êðîìå íèõ, âîçìîæåí âàðèàíò ÌÃØÎ-àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùèé
ñòðàòåãèþ âûáîðà âåäóùåãî âåêòîðà. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå î÷åðåä-
íîãî, ïîäëåæàùåãî îðòîãîíàëèçàöèè âåêòîðà, âûáèðàåòñÿ òîò èç îñòàâ-
øèõñÿ, êîòîðûé èìååò íàèáîëüøóþ äëèíó (åâêëèäîâó íîðìó). Õîòÿ ýòà
ñòðàòåãèÿ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, â íåêîòîðûõ
ïëîõî îáóñëîâëåííûõ çàäà÷àõ îíà òàê æå ïîëåçíà, êàê è âûáîð ãëàâíîãî
ýëåìåíòà â ìåòîäå Ãàóññà.

Òàêèì oápaçîì, äàííîé òåìîé � îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàìà-Øìèäòà
� â ðàáîòå îõâà÷åíî 12 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ çàäà÷è ðàçëîæåíèÿ A =

QB.

2.2. QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A(m.n), m ≥ n, ïîëíîãî ðàíãà íà
îñíîâå îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà

Çàìå÷àíèå. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å Q = Q(m,n) è
R = R(n, n), ãäå R � âåðõíÿÿ ïðàâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Äðóãèå
QR-ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåìûå ïðîöåäóðîé îòðàæåíèé Õàóñõîëäåðà èëè
ïðîöåäóðîé âðàùåíèé Ãèâåíñà (ñì. íèæå ïï. 2.5, 2.8 è 2.9), îòëè÷àþòñÿ
òåì, ÷òî â íèõ Q = Q(m,m) è R = R(m,n).
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Â äàííîé çàäà÷å, íà ïðèìåðå n = 3, èìååì

R =




r11 r12 r13

r22 r23

r33



,

A = [a1, a2, a3] = [q1, q1, q3]R = [r11q1, r12q1 + r22q2, r13q1 + r23q2, r33q3]. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

r11q1 = a1,

r12q1 + r22q2 = a2,

r13q1 + r23q2 + r33q3 = a3.

Â ñèëó òðåóãîëüíîñòè ìàòðèöû R ýòà ñèñòåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ. Èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ íàõîäèì îðò q1 âäîëü âåêòîðà a1 è êîîðäèíàòó (ïðîåêöèþ êàê
÷èñëî) ïåðâîãî âåêòîðà a1 âäîëü îðòà q1

q1 = a1/‖a1‖, r11 = ‖a1‖.

Âòîðîå óðàâíåíèå åñòü ðàçëîæåíèå âåêòîðà 2 íà ñóììó ïðîåêöèé âäîëü
îðòîâ q1 è q2. Òàê êàê îðò q1 óæå íàéäåí, òî êîîðäèíàòà r12 ëåãêî îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

r12 = aT
2 q1.

Ïîñëå ýòîãî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååì

r22q2 = a2 − r12q1,

ñëåäîâàòåëüíî,

q2 = (a2 − r12q1)/‖a2 − r12q1‖,
r22 = ‖a2 − r12q1‖.

Çàìå÷àíèå. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, rank(A) = n, ò.å. íè îäèí èç âåê-
òîðîâ ai íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, è âñå ai ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó
r11 6= 0, r22 6= 0 è r33 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò R−1.

60



Ïðîäîëæàÿ ðåøåíèå ñèñòåìû, äëÿ òðåòüåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

r13 = aT
3 q1, r23 = aT

3 q2.

Çàòåì îïðåäåëÿåì
r33q3 = a3 − r13q1 − r23q2.

îòñþäà
q3 = (a3 − r13q1 − r23q2)/‖a3 − r13q1 − r23q2‖,
r33 = ‖a3 − r13q1 − r23q2‖.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè êëàññè÷åñêèé ìåòîä ÃØÎ, îòëè÷à-
þùèéñÿ òåì, ÷òî ìàòðèöà R îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñòîëáöàì ñ íîìåðàìè
k = 1, 2, . . . , n.

Àëãîðèòì ÃØÎ

Äëÿ k = 1 äî n

rik = aT
k qi, i = 1, 2, . . . , k − 1,

v = ak −
k−1∑
i=1

rikqi,

rkk = (vTv)1/2,
qk = v/rkk.

Áîëåå ñîâðåìåííàÿ âåðñèÿ, íàçûâàåìàÿ ÌÃØÎ (Rice, 1966), îòëè-
÷àåòñÿ ïîðÿäêîì âû÷èñëåíèé ìàòðèöû R.
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Àëãîðèòì ÌÃØÎ

Äëÿ k = 1 äî n

rkk = ‖ak‖ = (aT
k ak)

1/2,
ak = ak/rkk,
Äëÿ j = k + 1 äî n

rkj = aT
j ak,

aj = aj − rkjak.

Ýòîò àëãîðèòì òðåáóåò ìåíüøå îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, òàê êàê â íåì
íå èñïîëüçóåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé âåêòîð v. Êðîìå òîãî, ìàòðèöà A çàìå-
íÿåòñÿ ìàòðèöåé Q, ïîòîìó ÷òî ïîñëå îïåðàöèè äåëåíèÿ èìååì k = qk.

2.3. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî-
ñëå QR-ðàçëîæåíèÿ Ãðàìà-Øìèäòà

1. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé Ax = f . Òîãäà ïîñëå îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäå-
íèÿ èìååì A = QR. Ñëåäîâàòåëüíî, QRx = f èëè Rx = QTf .

2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ìàòðèöåé A(m,n), m > n, ïîëíîãî ðàíãà. Òàêàÿ ñèñòåìà
íàçûâàåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé. Íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå x̄, íàéäåííîå
ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ), óäîâëåòâîðÿåò íîðìàëüíûì
óðàâíåíèÿì

ATAx̄ = ATf.

Ïîñêîëüêó A = QR è QTQ = E, ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèþ

Rx = QTf,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ïî âèäó ñ óðàâíåíèåì èç ï. 1.
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×òîáû âû÷èñëèòü x (äëÿ ï. 1) èëè x̄ (äëÿ ï. 2), íàõîäÿò âåêòîð
f ′ = QTf , à çàòåì ðåøàþò ñèñòåìó ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé R.

2.4. Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû A−1 ïîñëå QR-ðàçëîæåíèÿ
Ãðàìà-Øìèäòà

Äëÿ ìàòðèöû A = A(n, n) èìååì A = QR, ãäå Q = Q(n, n). Îòñþäà

A−1 = R−1Q−1 = R−1QT .

Ñëåäîâàòåëüíî, A−1 åñòü ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ RX = QT . ×òî-
áû íàéòè i-é ñòîëáåö ìàòðèöû A−1, íàäî â êà÷åñòâå ïðàâîé ÷àñòè âçÿòü
i-é ñòîëáåö ìàòðèöû QT è ðåøèòü ñèñòåìó ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé R.

2.5. Ëåâîñòîðîííèå îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû
A(m,n), m > n, ïîëíîãî ðàíãà

Ïóñòü A = A(m,n) � ìàòðèöà èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, m ≥ n è
rank(A) = n. Ïóñòü Q = Q(m,m) � êàêàÿ-ëèáî îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðè-
öà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç qi ñòîëáöû ìàòðèöû QT , òîãäà QT = [q1, q2, . . . , qm].
Âåêòîðû qi, îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rm. Îáîçíà÷èì ïðîèç-
âåäåíèå QA = B, ãäå B = B(m,n). Ïîñêîëüêó A = QTB, ëþáîé ñòîëáåö
ìàòðèöû A èìååò â ýòîì áàçèñå åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå

ai = b1iq1 + b2iq2 + . . . + bmiqm, i = 1, 2, . . . , n,

ãäå bi � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû . Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, èìååì
A = [a1, a2, . . . , an], ai ∈ Rm,

QT = [q1, q2, . . . , qm], qi ∈ Rm,

= [b1, b2, . . . , bn], bi ∈ Rm.

Ïîñêîëüêó âñå ai � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû, òî â Rm ñóùåñòâóåò
òàêîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {q1, q2, . . . , qm}, ÷òî âåêòîð a1 êîëëè-
íåàðåí âåêòîðó q1, âåêòîð a2 ëåæèò â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ {q1, q2}, âåê-
òîð 3 ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ {q1, q2, q3} è ò.ä. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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B =




R

· · ·
O



, R � âåðõíÿÿ ïðàâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n,

à O � íóëåâîé áëîê ðàçìåðîì (m − n) × n. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî òàêîé
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñóùåñòâóåò, îáîçíà÷èì Q1 = [q1, q2, . . . , qn] è
Q2 = [qn+1, qn+2, . . . , qm], òîãäà QT =

[
Q1

... Q2

]
è

A = QTB =
[
Q1

... Q2

]



R

· · ·
O




= Q1 ·R + Q2 ·O = Q1 ·R,

ãäå Q1 = Q1(m,n), R = R(n, n). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå A = Q1R îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöà A âûïîëíåíà îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàìà-
Øìèäòà, ò.å. íàéäåíû ìàòðèöû Q1, è âåðõíÿÿ ïðàâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-
ðèöà R, ñîñòàâëÿþùàÿ âåðõíèé áëîê ìàòðèöû , è ýòà çàäà÷à âñåãäà ðàç-
ðåøèìà, êîãäà rankA = n.Ïîñëå íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ {q1, q2, . . . , qn},
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñòîëáöû ìàòðèöû Q1, ïîñòðîåíèå îðòîãîíàëüíî-
ãî áàçèñà â Rm ïðè n < m ìîæåò áûòü ëþáûì ñïîñîáîì ïðîäîëæåíî,
÷òî ïîçâîëèò îïðåäåëèòü ñòîëáöû ìàòðèöû Q2. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà
Q íå åäèíñòâåííàÿ, ïðè êîòîðîé èìååò æåëàåìûé âèä, â äàííîì ñëó÷àå

B =




R

· · ·
O



. Ñðåäè îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Q íàèáîëüøåå ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè äâà: ïëîñêèå âðàùåíèÿ Ãèâåíñà è ýëåìåíòàðíûå
îòðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà (ñì. íèæå ïï. 2.8 è 2.9).

2.6. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîë-
íîãî ðàíãà íà îñíîâå ëåâîñòîðîííèõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé

Ïóñòü A = A(m,n) � ìàòðèöà èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, m ≥ n è
rankA = n. Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = f ââåäåì êðèòå-
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ðèé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

J(x) = ‖f − Ax‖2.

Ïðè m = n èìååì min
x

(J(x)) = 0, íî ïðè m > n â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà
íåñîâìåñòíà è min

x
(J(x)) > 0. Íåîáõîäèìîå (è äîñòàòî÷íîå) óñëîâèå ìè-

íèìóìà ôóíêöèîíàëà J(x) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé

ATAx̄ = ATf.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ Õîëåññêîãî äëÿ ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû Λ = ATA, íàéäåì íîðìàëüíîå ïñåâ-
äîðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ m > n

x̄ = arg(min
x

(J(x))).

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è ÌÍÊ èñïîëüçóåò ëåâîñòîðîííèå îðòîãî-
íàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû A. Åñëè ïðåîáðàçóåìûå âåêòîðû áðàòü
êàê ñòîëáöû ìàòðèöû A, òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ èìåííî ëåâî-
ñòîðîííèìè, ò.å. QA = B, ãäå Q � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, Q = Q(m,m), = (m,n) � ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà. Âèä ìàòðèöû
äîëæåí áûòü óäîáåí äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé èëè îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà äîëæíà èìåòü òå æå ñàìûå ÷åòûðå âàðèàíòà
ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî è â ï. 2.1, ñ òåì íåñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì, ÷òî çäåñü
ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïðÿìîóãîëüíîé, åñëè m > n. Â êà÷åñòâå Q ïðèãîä-
íà ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ïðèâîäÿùàÿ ìàòðèöó A ê æåëàåìîìó
âèäó , íî êàê óæå îòìå÷àëîñü, íà ïðàêòèêå çàêðåïèëèñü äâà îñíîâíûõ
ìåòîäà: ïëîñêèå âðàùåíèÿ Ãèâåíñà è ýëåìåíòàðíûå îòðàæåíèÿ Õàóñõîë-
äåðà (ñì. ïï. 2.8 è 2.9).

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåøåíèå ëèíåéíûõ ñèñòåì íà îñíîâå ëåâîñòî-
ðîííèõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
íå èçìåíÿåò åâêëèäîâîé íîðìû âåêòîðà, ïîýòîìó

J(x) = ‖f − Ax‖2 = ‖Q(f − Ax)‖2 = ‖Qf −QAx‖2.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñìûñëå êðèòåðèÿ ÌÍÊ èñõîäíàÿ ñèñòåìà ýêâèâà-
ëåíòíà ñèñòåìå = z, ãäå z = Qf , = (m,n), B = QA.

Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû âûáðàí æåëàåìûé âèä ïî âàðèàíòó 1 (ñì.
ï. 2.1). Òîãäà

Bx =




R

· · ·
O



x = z =




z′

· · ·
ε



,

ãäå R � âåðõíÿÿ ïðàâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, R = R(n, n), � íóëåâîé
áëîê, O = O(m−n, n), z′ � âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé ðàçìåðíîñòè
n, ε � âåêòîð îøèáîê ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòè m−n.
Äåéñòâèòåëüíî,

J(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥




z′

· · ·
ε



−




R

· · ·
O



x

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

= ‖z′ −Rx‖2 + ‖ε‖2 = ‖f − Ax‖2,

ò.å. min
x

(J(x)) = ‖ε‖2 è x̄ = R−1z′.
Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, êàê è

â ï. 2.3, îäèíàêîâîé êàê äëÿ îïðåäåëåííûõ, òàê è äëÿ ïðåîïðåäåëåííûõ
ñèñòåì.

1. Äëÿ ñèñòåìû Ax = f ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó
[
A

... f
]
ïîäâåðãíóòü

ñëåâà îïåðàöèè îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ ê âèäó
[
B

... z
]
, ãäå èìååò

îäèí èç ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ òðåóãîëüíîãî âèäà (ñì. ï. 2.1).
2. Ïðîöåäóðîé ïðÿìîé (èëè îáðàòíîé) ïîäñòàíîâêè èç ïîëó÷åííîé

òðåóãîëüíîé ñèñòåìû âû÷èñëèòü . Ýòîò âåêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â ñëó-
÷àå îïðåäåëåííîé ñèñòåìû åå ðåøåíèå, à â ñëó÷àå ïåðåîïðåäåëåííîé ñè-
ñòåìû åå íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå x̄.

Èçëîæåííîå åñòü äðóãîé ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì, ïîçâîëÿ-
þùèé èçáåæàòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ êàê â ñëó÷àå ñèñòåì ñ
íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé Ax = f (m = n), òàê è äëÿ íîð-
ìàëüíûõ óðàâíåíèé ATAx̄ = ATf (m > n) â ñëó÷àå, åñëè èñõîäíàÿ
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ñèñòåìà ïåðåîïðåäåëåíà. Ýòîò àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ÷èñëåííî óñòîé-
÷èâ, ïîñêîëüêó èìååò ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè, ðàâíîå 1, � íàèëó÷øåå èç
âîçìîæíûõ, áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ñîõðàíÿòü åâ-
êëèäîâó íîðìó âåêòîðà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè íåîáõîäèìî ðåøèòü íåñêîëüêî çàäà÷ òèïà Ax = f

ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé A, òîãäà íàäî çàïîìíèòü ìàòðèöó Q, ÷òî
ïîçâîëèò ñýêîíîìèòü âðåìÿ íà ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ
âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè îáðàùåíèè ìàòðèöû A. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ çíà-
íèå ìàòðèöû Q íå òðåáóåòñÿ.

2.7. Ïðàâîñòîðîííèå îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è èõ ïðè-
ìåíåíèå

Ïóñòü A = A(n, n) � êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü åå ñòðîêè êàê âåêòîðû â Rn. Ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà êàê
ìàòðèöû-ñòðîêè â n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàþòñÿ óìíîæå-
íèåì åå íà ïðåîáðàçóþùóþ ìàòðèöó ñïðàâà. Ïîýòîìó ïðàâîñòîðîííèì
îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî ïðèâåñòè ìàòðèöó A ê âèäó
AQ = B, ãäå òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, èìåþùàÿ ôîðìó îäíîãî èç ÷åòû-
ðåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ (ñì. ï. 2.1). Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå âåêòîðîâ
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Q èñïîëüçóþòñÿ íå ñòîëáöû, à ñòðîêè ìàòðèöû A.
Ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = f ñâîäèòñÿ ê ðå-
øåíèþ ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé By = f . Çàòåì èñêîìûé âåêòîð
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïîäñòàíîâêó x = Qy. Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû
A−1, ñîîòâåòñòâåííî, íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû BY = E ñ ïî-
ñëåäóþùèì óìíîæåíèåì ìàòðèöû Y íà îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó Q, ò.å.
X = A−1 = QY , äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ õðàíåíèå ìàòðèöû Q.
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2.8. Ïëîñêèå âðàùåíèÿ Ãèâåíñà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèâåíñà îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé âðàùåíèÿ âèäà

Pij =




1
. . .

1

c · · · s

1
... . . . ...

1

−s · · · c

1
. . .

1




,

ãäå c = cij = cos(Θij), s = sij = sin(Θij). Ìàòðèöà ij èìååò ðàçìåðû
m×m è çàäàåò ïîâîðîò m-ìåðíîãî âåêòîðà-ñòîëáöà â ïëîñêîñòè (i, j) íà
óãîë −Θij.

Íàõîäÿ ïðîèçâåäåíèå 12A, ïîëó÷èì ìàòðèöó

A1 = P12A =




c12a1 + s12a2

−s12a1 + c12a2

a3

· · ·
am




,

ãäå ÷åðåç ai îáîçíà÷åíà i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A = A(m,n), m ≥ n, ai =

(i1, i2, . . . , in). Âûáåðåì óãîë Θ12 èç óñëîâèÿ

−s12a11 + c12a21 = 0.

Òîãäà â ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöå A1 ýëåìåíò a
(1)
11 = (a2

11+a2
21)

1/2, à a
(1)
21 =

0. Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó 12 â ìàòðèöå A
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èçìåíÿòñÿ òîëüêî ïåðâûå äâå ñòðîêè, ïðè÷åì ïåðâûé ýëåìåíò âòîðîé
ñòðîêè ñòàíåò ðàâåí íóëþ. Äàëåå âû÷èñëÿåì A2 = P13A1, âûáèðàÿ óãîë
Θ13 òàê, ÷òîáû ñäåëàòü ðàâíûì íóëþ ïåðâûé ýëåìåíò òðåòüåé ñòðîêè.
Ïðè ýòîì íóëåâîé ýëåìåíò a

(1)
21 íå èçìåíèòñÿ, ïîòîìó ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

P13 èçìåíÿåò òîëüêî ïåðâóþ è òðåòüþ ñòðîêè ìàòðèöû A1. Ïðîäîëæàÿ
ïîäîáíûå äåéñòâèÿ, ñäåëàåì íóëåâûìè âñå ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ñòîëáöà 1 ìàòðèöû A, çàòåì âñå ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñòîëáöà 2 è
ò.ä. Âñåãî ìû èñïîëüçóåì (m−1)+(m−2)+. . .+(m−n) = (2m−n−1)n/2

ìàòðèö âðàùåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Â = PA = Pn,mPn−1,m . . . P12A =




R

· · ·
O



.

Âñå ìàòðèöû ij îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå, ìàòðèöà , òàêæå
îðòîãîíàëüíà. Ïîëàãàÿ Q = P−1, ïðè m = n èìååì QR-ðàçëîæåíèå
ìàòðèöû A = A(n, n), à ïðè m > n èìååì QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû
A = A(m,n), ãäå T =

[
RT ... O

]
.

Àëãîðèòì Ãèâåíñà èìååò äâå ñõåìû âû÷èñëåíèé: (1) ñòðî÷íî îðèåí-
òèðîâàííàÿ ñõåìà è (2) ñòîëáöîâî îðèåíòèðîâàííàÿ ñõåìà. Äàííîå âûøå
îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé ñõåìå è êðàòêî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
â âèäå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì 1 (ñòðî÷íûé) ìåòîäà Ãèâåíñà

Äëÿ k = 1 äî n− 1

Äëÿ j = k + 1 äî m

Âû÷èñëèòü cki, ski, âkk

âk = ckiak + skiai,
ai = −skiak + ckiai.

Åñëè m > n, âû÷èñëèòü ânn.
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Çàìå÷àíèÿ.
1. Ïðè ìîäèôèêàöèè âåêòîðà-ñòðîêè ai èñïîëüçóåòñÿ òåêóùåå çíà-

÷åíèå âåêòîðà-ñòðîêè ak, à íå íîâîå çíà÷åíèå ýòîãî âåêòîðà, îáîçíà÷åííîå
âk.

2. Â ñòðîêàõ âk, ai ïî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì âðàùåíèÿ ìîæíî âû-
÷èñëÿòü òîëüêî ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè j = k+1 äî n, ïîñêîëüêó èçâåñòíî,
÷òî âkk = (a2

kk + a2
ik)

1/2 è âik = 0.
3. Ýëåìåíò ânn = (a2

nn + a2
n+1,n + . . . + a2

mn)
1/2.

4. Â ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöå (çäåñü îíà îáîçíà÷åíà Â) âñÿ òðà-
ïåöåèäàëüíàÿ ÷àñòü, ðàñïîëîæåííàÿ íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ñîäåð-
æèò òîëüêî íóëåâûå ýëåìåíòû, ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî ìåòîä Ãèâåíñà îñó-
ùåñòâëÿåò âåðõíþþ (è ïðàâóþ) òðèàíãóëÿðèçàöèþ èñõîäíîé ìàòðèöû
A = A(m,n), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó 1 èç ï. 2.1. Â ðàâíîé ñòåïåíè
ìîæåò ñòàâèòüñÿ çàäà÷à òðèàíãóëÿðèçàöèè ïî òèïó âàðèàíòà 2, 3 èëè 4
(ñì. ï. 2.1).

5. Â ïîçèöèÿõ (i, k) ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû Â, ãäå äîëæíû ïî-
ÿâèòüñÿ íóëåâûå ýëåìåíòû, îáû÷íî õðàíÿò èíôîðìàöèþ îá óãëå Θki, íà
êîòîðûé îñóùåñòâëÿëîñü âðàùåíèå.

6. Ñàì óãîë ïðè ýòîì íå âû÷èñëÿþò, ïîñêîëüêó íà âû÷èñëåíèå ïðÿ-
ìûõ è îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé òðåáóåòñÿ çíà÷èòåëü- íîå
âðåìÿ. Âìåñòî ýòîãî âû÷èñëÿþò

r = ±(a2
kk + a2

ik)
1/2, cki = akk/r, ski = aik/r.

Ýòîò íàèáîëåå î÷åâèäíûé ñïîñîá õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè òðåáóåò
äëÿ êàæäîãî ïëîñêîãî âðàùåíèÿ çàïîìèíàíèÿ äâóõ ÷èñåë: c è s, ÷òî ïðå-
ïÿòñòâóåò èñïîëüçîâàíèè çàìå÷àíèÿ 5, åñëè íóæíî õðàíèòü èíôîðìàöèþ
î ïðîâåäåííûõ âðàùåíèÿõ â òîé æå ìàòðèöå A.

Ïîêàæåì ìåíåå î÷åâèäíûé ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé äëÿ êàæäîãî
ïëîñêîãî âðàùåíèÿ õðàíèòü ëèøü îäíî ÷èñëî z, èç êîòîðîãî îäíîçíà÷íî
âîññòàíàâëèâàþòñÿ ÷èñëà c è s (Gentleman, 1973).
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Äëÿ äàííûõ a è b âû÷èñëÿþò

σ =





sgn(a), |a| > |b|,
sgn(b), |a| ≤ |b|,

r = σ(a2 + b2)1/2,

c =





a/r, r 6= 0,

1, r = 0,

s =





b/r, r 6= 0,

0, r = 0.

Íàéäåííûå òàêèì ñïîñîáîì c, s è r óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ïëîñêîãî
âðàùåíèÿ âåêòîðà (a, b)T :




c s

−s c







a

b


 =




r

0


 .

Åñëè íåîáõîäèìî ïîñëåäóþùåå âîññòàíîâëåíèå ÷èñåë c è s òîëüêî èç îä-
íîãî õðàíèìîãî ÷èñëà, òî ýòî ÷èñëî âû÷èñëÿþò ïî ïðàâèëàì:

z =





s, |a| > |b|,
1/c, |a| ≤ |b| c 6= 0,

1, c = 0.

Çàòåì åãî ïîìåùàþò íà ìåñòî ÷èñëà b, à ÷èñëî r íà ìåñòî ÷èñëà a. Ïå-
ðåìåííûå c è s èñïîëüçóþò äëÿ âðàùåíèÿ äðóãèõ âåêòîðîâ, îáðàçóåìûõ
î÷åðåäíîé ïàðîé ÷èñåë èç ñòðîê k è i. Âïîñëåäñòâèè íåîáõîäèìîå âîññòà-
íîâëåíèå ÷èñåë c è s èç z îñóùåñòâëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè z = 1, ïîëîæèòü = 0, s = 1;
åñëè |z| < 1, ïîëîæèòü c = (1− z2)1/2, s = z;
åñëè |z| > 1, ïîëîæèòü c = 1/z, s = (1− c2)1/2.
Â ëþáîì èç ïðèâåäåííûõ ñïîñîáîâ îøèáêè áóäóò ìåíüøå, åñëè ñè-

íóñû è êîñèíóñû âû÷èñëÿòü ïî àëãîðèòìó:
åñëè |a| > |b|, òî = b/, = 1/(1 + 2)1/2, s = ac;
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åñëè |a| ≥ |b|, òî = /b, s = 1/(1 + 2)1/2, = s.
Ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì 1 îðèåíòèðîâàí íà îáðàáîòêó ìàòðè-

öû ïî ñòðîêàì. Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðåîáðàçóåò ìàòðèöó ïî ñòîëáöàì,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîâî îðèåíòèðîâàííûì.

Àëãîðèòì 2 (ñòîëáöîâûé) ìåòîäà Ãèâåíñà

Äëÿ k = 1 äî n− 1

Äëÿ l = k + 1 äî m

Âû÷èñëèòü ckl, skl

akk = cklakk + sklalk,
Äëÿ j = k + 1 äî n

Äëÿ i = k + 1 äî m

a
(i+1)
kj = ckia

(i)
kj + skiaij

aij = −skia
(i)
kj + ckiaij

Åñëè m > n, âû÷èñëèòü ânn.

2.9. Ýëåìåíòàðíûå îòðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Õàóñõîëäåðà îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ âèäà
Tu = E − wwT , ãäå wTw = ‖w‖2 = 2. Îòñþäà âèäíî, ÷òî u = T

u , ò.å.
u � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Â îáîçíà÷åíèè u íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð u,
ðàññìàòðèâàåìûé êàê íîðìàëü ê íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ïðîíîðìè-
ðîâàâ åãî, ïîëó÷èì íàïðàâëÿþùèé îðò û = u/‖u‖. Òîãäà w = û

√
2.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ
ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé Õàóñõîëäåðà äëÿ îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäå-
íèÿ ìàòðèö ê æåëàåìîìó (òðåóãîëüíîìó) âèäó.

Çàäà÷à 1. Äàí âåêòîð u. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y ∈ Rm íàéòè
îòðàæåííûé (îò ãèïåðïëîñêîñòè) âåêòîð yr.
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Èìååì, â ñèëó òåîðåìû îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè âåêòîðà,

y = (yT û)û + v,

yr = −(yT û)û + v,

ãäå v ⊥ û. Îòñþäà, èñêëþ÷àÿ v, ïîëó÷èì

yr = y − 2(yT û)û = y − 2ûûTy = (E − wwT )y = Tuy.

Çàäà÷à 2. Äëÿ äàííîãî âåêòîðà y ∈ Rm çàäàí òðåáóåìûé îòðà-
æåííûé âåêòîð r. Íàéòè u ∈ Rm.

Èìååì
yr = y − γu, γ = 2yTu/(uTu).

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîöåññà îòðàæåíèé ñóùåñòâåííî çíàòü òîëüêî íàïðàâ-
ëåíèå âåêòîðà u, òî ìîæíî ïîëîæèòü γ = 1. Òîãäà u = y − yr.

Ðàñïèøåì ýòî ðåøåíèå áîëåå ïîäðîáíî, äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàâ,
÷òîáû r = (s, 0, . . . , 0)T , ãäå s = ±yTy, òàê êàê äëÿ åâêëèäîâîé íîðìû
‖yr‖ = ‖Tuy‖ = ‖y‖. Ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 èìååì

u = (y1 − s, y2, . . . , ym)T .

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖u‖2 = uTu = 2(s2 − y1s), û = u/‖u‖, w = û/
√

2,

γ = 1/(s2 − y1s), µ2 = γ, w = µu.

Òåïåðü èñïîëüçóåì ïîïåðåìåííî ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2 äëÿ îðòîãî-
íàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû A = A(m,n) ê âèäó

A1 =




s
...

0
...

... ... Ã

0
...




.
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Ñíà÷àëà ðåøàåì çàäà÷ó 2, âçÿâ â êà÷åñòâå âåêòîðà y ïåðâûé ñòîëáåö ìàò-
ðèöû A. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì âåêòîð w è, ñëåäîâàòåëüíî, Tu = E−wwT .
Äàëåå ðåøàåì çàäà÷ó 1 äëÿ íàéäåííîãî âåêòîðà u = w/µ è êàæäîãî èç
îñòàâøèõñÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Òåì ñàìûì èìååì (E − wwT )A = A1.
Ïîñêîëüêó âåêòîð w íàéäåí ïî ïåðâîìó ñòîëáöó ìàòðèöû A, îáîçíà÷èì
åãî w1 è, ñîîòâåòñòâåííî, T1 = E − w1w

T
1 . Ïîâòîðèì îïèñàííûé ïðîöåññ

äëÿ w2, ñîäåðæàùèì íóëü â ïåðâîé ïîçèöèè. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ýòîãî
âåêòîðà îïðåäåëÿåì àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ ïî ÷àñòè
âòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ýëåìåíòà. Òîãäà â ìàòðè-
öå A2 = T2A1 = T2T1A ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ
áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, äëÿ m > n ïîëó÷èì

A = TnTn−1 . . . T1A =




R

· · ·
O



.

Ïðè m = n ïîñëåäíèé øàã, Tn, íå íóæåí.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ëåâîñòîðîííèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Õàóñ-

õîëäåðà ìàòðèöà A = A(m,n), m ≥ n, ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ëþáîìó
èç æåëàåìûõ âàðèàíòîâ òðåóãîëüíîãî çàïîëíåíèÿ (ñì. ï. 2.1).

Çàìå÷àíèå. Ïîçèöèè ìàòðèöû A = A(m,n), îñâîáîæäàåìûå äëÿ
íóëåé, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ õðàíåíèÿ ñóùåñòâåííîé ÷àñòè íà-
ïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ {u1, u2, . . . , un}, ñ êîòîðûìè ïðîèçâåäåíû îòðàæå-
íèÿ {T1, T2 . . . , Tn}.

Êàê è â ìåòîäå Ãèâåíñà, çäåñü âîçìîæíû äâå ñõåìû ðàçëîæåíèÿ
ìàòðèöû A. Ñòîëáöîâî îðèåíòèðîâàííàÿ ñõåìà äàåòñÿ ñëåäóþùèì
àëãîðèòìîì.

Àëãîðèòì 1 (ñòîëáöîâûé) ìåòîäà Õàóñõîëäåðà

Äëÿ k = 1 äî n− 1
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sk = −sgn(akk)

(
m∑

l=k
a2

lk

)1/2

γk = (s2
k − skakk)

−1

uT
k = (0, . . . , 0, akk − s, ak+1,k, . . . , amk)

akk = sk

Äëÿ j = k + 1 äî n

aj = γku
T
k aj

aj = aj − ajuk

Åñëè m > n

ann =

(
m∑

l=n
a2

ln

)1/2
.

Ñëåäóþùàÿ ñòðî÷íî îðèåíòèðîâàííàÿ ñõåìà îïåðèðóåò ñî ñòðîêàìè
ai ìàòðèöû A.

A1 = A− wzT , zT = wTA = µuTA = µ
m∑

i=1
uiai = µvT ,

vT = uTA = (u1, u2, . . . , um)




a1

· · ·
am




=
m∑

i=1
uiai,

A1 = {ai − wiz
T} = {ai − µwiv

T} = {ai − γuiv
T}.

Àëãîðèòì 2 (ñòðî÷íûé) ìåòîäà Õàóñõîëäåðà

Äëÿ k = 1 äî n− 1

sk = −sgn(akk)

(
m∑

l=k
a2

lk

)1/2

γk = (s2
k − skakk)

−1

uT
k = (0, . . . , 0, akk − s, ak+1,k, . . . , amk)

vT
k =

m∑
l=k

ulkal

v̂T
k = γkv

T
k

Äëÿ j = k äî n

aj = aj − ujkv̂
T
k
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Åñëè m > n

ann =

(
m∑

l=n
a2

ln

)1/2
.

2.10. Äâóñòîðîííèå îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è èõ ïðè-
ìåíåíèå

Ïóñòü äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = A(n, n). Â êà÷åñòâå îðòîãîíàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçóåì ëèáî ïëîñêèå âðàùåíèÿ Ãèâåíñà, ëèáî
ýëåìåíòàðíûå îòðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà. Ëåâîñòîðîííèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
îáîçíà÷èì áóêâîé S, à ïðàâîñòîðîííèå � T . Íèæíèì èíäåêñîì îáîçíà-
÷èì ðàçìåðíîñòü ïðåîáðàçóåìîãî âåêòîðà, ïîíèìàÿ ïîä ïðåîáðàçîâàíè-
åì îáðàùåíèå â íóëü âñåõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà, êðîìå ïåðâîãî. Òàê, ïðè
óìíîæåíèè ìàòðèöû A ñëåâà íà ìàòðèöó S ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå â íóëü
(n−1) ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A. Óìíîæå-
íèå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ñïðàâà íà Tn−1, (SnA)Tn−1 âûçûâàåò îáðàùåíèå
â íóëü (n− 2) ïîñëåäíèõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè. Ïðîèçâîäÿ àíàëîãè÷-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä îñòàâøèìèñÿ ñòîëáöàìè è ñòðîêàìè, ïðèâîäèì
ìàòðèöó A ê äâóõäèàãîíàëüíîìó âèäó

Â = SAT = S2 . . . Sn−1SnATn−1Tn−2 . . . T2.

Ýòî ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû î ïðèâå-
äåíèè ìàòðèöû ê äâóõäèàãîíàëüíîìó âèäó.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ñèììåòðè÷åñêîé
ìàòðèöû ê òðåõäèàãîíàëüíîìó âèäó

Â = T2 . . . Tn−2Tn−1AT T
n−1T

T
n−2 . . . T T

2 .

Îñíîâíîå ïðèìåíåíèå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â
âû÷èñëåíèè ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A = A(n, n),
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à òàêæå â ðåøåíèè ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Íî ýòè ïðåîáðàçî-
âàâàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = f . Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê äâóõ� èëè
òðåõ� äèàãîíàëüíîìó âèäó ñèñòåìà óðàâíåíèé ëåãêî ðåøàåòñÿ. Íàïðè-
ìåð, â ñëó÷àå ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìà î÷åíü ýôôåêòèâíî
ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè.

3. Âàðèàíòû

Êîíêðåòíûé âàðèàíò ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 4 îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì
íîìåðîì îò 1 äî 28. Ïî íîìåðó èç òàáëèöû, ïðèâåäåííîé íèæå, íàõîäÿò
çàäàííûé âàðèàíò ìåòîäà îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ (ÌÎÏ) ñ íîìåðîì
îò 1 äî 7 è çàäàííûé âàðèàíò òðåóãîëüíîãî çàïîëíåíèÿ (ÒÇ) ìàòðèöû
â ðàçëîæåíèè A = QB ñ íîìåðîì îò 1 äî 4.

Âàðèàíò Âàðèàíò ÌÎÏ
ÒÇ 1 2 3 4 5 6 7
1 1 5 9 13 17 21 25
2 2 6 10 14 18 22 26
3 3 7 11 15 19 23 27
4 4 8 12 16 20 24 28

Âàðèàíòû òðåóãîëüíîãî çàïîëíåíèÿ (ÒÇ) óïîðÿäî÷åíû, ñîãëàñíî
ï. 2.1, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

âàðèàíò 1: B = R, ãäå R � âåðõíÿÿ ïðàâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà;
âàðèàíò 2: = , ãäå � íèæíÿÿ ëåâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà;
âàðèàíò 3: B = S, ãäå S � íèæíÿÿ ïðàâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà;
âàðèàíò 4: B = N , ãäå N � âåðõíÿÿ ëåâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.
Âàðèàíòû ìåòîäà îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ (ÌÎÏ) óïîðÿäî÷åíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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âàðèàíò 1: Ìîäèôèöèðîâàííàÿ Ãðàìà-Øìèäòà îðòîãîíàëèçàöèÿ;
âàðèàíò 2: Êëàññè÷åñêàÿ Ãðàìà-Øìèäòà îðòîãîíàëèçàöèÿ;
âàðèàíò 3: Ïëîñêèå âðàùåíèÿ Ãèâåíñà, ñòðî÷íî îðèåíòèðîâàííàÿ

ñõåìà;
âàðèàíò 4: Ýëåìåíòàðíûå îòðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà, ñòîëáöîâî îðè-

åíòèðîâàííàÿ ñõåìà;
âàðèàíò 5: Ïëîñêèå âðàùåíèÿ Ãèâåíñà, ñòîëáöîâî îðèåíòèðîâàí-

íàÿ ñõåìà;
âàðèàíò 6: Ýëåìåíòàðíûå îòðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà, ñòðî÷íî îðèåí-

òèðîâàííàÿ ñõåìà;
âàðèàíò 7: Ìîäèôèöèðîâàííàÿ Ãðàìà-Øìèäòà îðòîãîíàëèçàöèÿ ñ

âûáîðîì âåäóùåãî âåêòîðà.
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà No. 5: ÌÅÒÎÄ
ÍÀÈÌÅÍÜØÈÕ ÊÂÀÄÐÀÒÎÂ ÄËß
ÎÄÍÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

1. Çàäàíèå

À. Ñïðîåêòèðîâàòü è îòëàäèòü ïîäïðîãðàììó ðåøåíèÿ íåñîâìåñòíîé ñè-
ñòåìû Ax = z, A = A(m,n), m > n, rank(A) = n, â ñìûñëå íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ïðè ïîìîùè çàäàííîãî ìåòîäà îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ.
Îáîñíîâàòü ïðîåêò è äàòü íàáîð èíñòðóêöèé äëÿ ïîëüçîâàòåëåé ïîäïðî-
ãðàììû. Ñäåëàòü ïîäñ÷åò îïåðàöèé (îòäåëüíî ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, äå-
ëåíèÿ è èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ) ÷åðåç ÷èñëà m è n, ãäå m �
÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû A, à n � ÷èñëî ñòîëáöîâ. Ðåêîìåíäóåòñÿ â êà÷å-
ñòâå îñíîâû âàøåãî ïðîåêòà èñïîëüçîâàòü òó ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áûëà
âàìè íàïèñàíà è îòëàæåíà â ðàìêàõ ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 4 äëÿ ðå-
øåíèÿ ñîâìåñòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = f ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé A

ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ. (Äëÿ ýòîãî â óêàçàííîé ïðîãðàììå
äîñòàòî÷íî îñóùåñòâèòü íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ).

Á. Ïîâòîðèòü ïóíêò À çàäàíèÿ íà îñíîâå ïîäõîäà ñ èñïîëüçîâà-
íèåì íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ATAx̄ = ATz, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò èñ-
êîìîå ðåøåíèå x̄ â ñìûñëå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íàçûâàåìîå òàêæå
íîðìàëüíûì ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = z. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèòü
âàøó ïðîãðàììó ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé ìåòîäîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ (ðàçëîæåíèå
Õîëåññêîãî) èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 3.

Â. Ñïðîåêòèðîâàòü è ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ
ñðàâíåíèÿ ñêîðîñòè âûïîëíåíèÿ äâóõ ïðîãðàìì ïî ïï. À. è Á. Èñ-
ïîëüçîâàòü ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòà ãåíåðàöèè n âåêòîðîâ äëèíû
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m äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû A (ñì. ðàçäåë 2) ïðè 2 ≤ n ≤ 12,
n + 1 ≤ m ≤ 26. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèö è ãðàôèêîâ,
êîòîðûå èëëþñòðèðóþò ïîâåäåíèå êàæäîãî ìåòîäà íà êàæäîì âàðèàíòå
ãåíåðàöèè ìàòðèöû A. Äàòü îáîáùåííóþ (ïî âàðèàíòàì ìàòðèöû) êàðòè-
íó çàâèñèìîñòè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ â ñåêóíäàõ îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
m è n ìàòðèöû. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôàêòè÷åñêèì
âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ è ÷èñëîì îïåðàöèé, ðàññ÷èòàííûì ïî ïï. À è Á.
Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé îáðàçîâûâàòü, êàê óêàçàíî â ñëåäóþùåì ïóíêòå
çàäàíèÿ.

Ã. Ïîäîáíî ï. Â, ñðàâíèòü òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî ïñåâ-
äîðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìåòîäîâ
èç ïï. À è Á. Äëÿ ýòîãî òàêæå ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè ñãåíåðèðîâàòü ìàòðè-
öû A (ñì. ðàçäåë 2), âûáðàòü òî÷íîå íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå x∗ è îá-
ðàçîâàòü âåêòîð z∗ = Ax∗. Ê ýëåìåíòàì ýòîãî âåêòîðà äîáàâèòü ñëó÷àé-
íûå ÷èñëà vi, ÷òîáû îáðàçîâàòü ïðàâûå ÷àñòè zi = z∗i +avi, i = 1, 2, . . . , m.
Íàïèñàòü ïîäïðîãðàììó ãåíåðàöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë vi òàê, ÷òî-
áû êàæäîå vi, èìåëî ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ñ íóëåâûì
ñðåäíèì çíà÷åíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé). Ïðè ýòîì ëþáûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû vi, vj (i 6= j) äîëæíû áûòü ïîïàðíî íåçàâèñèìû. Ïðåäó-
ñìîòðåòü ìíîæèòåëü-ïåðåêëþ÷àòåëü , ÷òîáû ïî æåëàíèþ âêëþ÷àòü èëè
îòêëþ÷àòü äîáàâëåíèå ñëó÷àéíûõ ÷èñåë vi, èëè æå ðåãóëèðîâàòü èõ óðî-
âåíü.

Â êà÷åñòâå òî÷íîãî íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ âçÿòü âåêòîð ∗ =

(1, 2, . . . , m). Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè èñïîëüçîâàòü íîðìó âåêòîðà

‖x‖∞ = max
i

(|xi|).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììû, ãäå âûïîëíÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîå
ïðèâåäåíèå QA = B, äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ìåòîäà óáåäèòüñÿ â
ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà ATA−BTB = 0. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàòü íîð-
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ìó ìàòðèöû
‖A‖∞ = max

i
(

n∑

j=1
‖aij‖).

Ä. Ïðåäñòàâèòü îáîáùåííóþ àòòåñòàöèþ äâóõ ïîäïðîãðàìì è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ, îñíîâàííóþ íà ïðîâåäåííûõ íàáëþäåíèÿõ. Îá-
ñóäèòü ëþáûå ñðàâíèòåëüíûå äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè, ïîääàþùèåñÿ
êîëè÷åñòâåííîé îöåíêå, è ïðåäëîæèòü ïëàí äàëüíåéøèõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå ìîãëè áû ïîìî÷ü óòî÷íèòü ðàçëè÷èÿ ìåæ-
äó ðàññìîòðåííûìè âûøå ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé.

Å. Ðåøèòü ñëåäóþùóþ ïðèêëàäíóþ çàäà÷ó. Äëÿ i = 1, 2, . . . , m (m
êðàòíî ÷åòûðåì) èìååì

yi = x1wi + x2wi−1, wi = sin(2πi/m), di = 2 cos(2πi/m).

Íàéòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå x̄ = (x̄1, x̄2)
T âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ x =

(x1, x2)
T , äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ñðåäíåé êâàäðàòè÷åñêîé îøèáêå

J(x) =
1

m

m∑

i=1
(yi − di)

2.

Ðåøåíèå âûïîëíèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî. Àíà-
ëèòè÷åñêîå äîëæíî âêëþ÷àòü: ýêâèâàëåíòíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è â âèäå
ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû Ax = z; ðåøåíèå äëÿ íåå íîðìàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, äàþùåå

x̄ = 2[ctg(2π/m)
... − cosec(2π/m)]

T
;

ïðåäñòàâëåíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ â âèäå

J(x) = Jmin + (x− x̄)TR(x− x̄),

ãäå R = ATA � èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà, x = (ATA)−1ATz � íîð-
ìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå; äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â äàííîì êîíêðåòíîì
ñëó÷àå

Jmin = min
x

(J(x)) = J(x̄) = 0;
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âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû R, äàþùåå

λ1 =
1

2
[1− cos(2π/m)], λ2 =

1

2
[1 + cos(2π/m)];

âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû R; ïðåä-
ñòàâëåíèÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ â âèäå

J(x) = Jmin + ∆xTQΛQ∆x,

ãäå ∆x = x − x̄ � îòêëîíåíèå îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, Q � ìàòðèöà
îðòîíîðìèðîçàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû R, Λ = diag(λ1, λ2)

� ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Èçîáðàçèòü íà ýêðàíå â ñèñòåìå êîîðäèíàò (1, x2) = xT ëèíèè ïî-

ñòîÿííûõ óðîâíåé êðèòåðèÿ J(x) = const äëÿ øåñòè çíà÷åíèé const =

{1, 2, 3, 4, 5, 6} â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìèíèìóìà êðèòåðèÿ äëÿ îäíîãî èç
çíà÷åíèé m = 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28 èëè 32 (ïî âûáîðó). Îáúÿñíèòü ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìàòðèö Q è A â ïîñëåäíåì ïðåäñòàâëåíèè êðèòåðèÿ.

×èñëåííîå ðåøåíèå äîëæíî âêëþ÷àòü âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ x̄ ñ ïî-
ìîùüþ äâóõ ìåòîäîâ (ïî ïï. À è Á) è ñðàâíèòåëüíóþ îöåíêó òî÷íî-
ñòè äâóõ ðåøåíèé äëÿ íîðìû âåêòîðà ‖x̄‖∞ (â çàâèñèìîñòè îò m =

4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32). Ýòó çàâèñèìîñòü ïðåäñòàâèòü òàáëèöåé è ãðà-
ôèêîì.

2. Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû A

Ñëåäóþùèå ÷åòûðå âàðèàíòà ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû A èñïîëüçîâàòü
äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè è òî÷íîñòè äâóõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåí-
íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êàê óêàçàíî â ïï. Â è
Ã çàäàíèÿ.

Äëÿ n = 2 äî 12 ñ øàãîì 5 âûïîëíèòü
Äëÿ m = n + 1 äî 26 ñ øàãîì 3 âûïîëíèòü
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Äëÿ i = 1 äî m âûïîëíèòü
Äëÿ j = 1 äî n âûïîëíèòü

Âàðèàíò 1: aij = sin((i− 1)j/m)

Âàðèàíò 2: aij = 1

1+66[(i−1)j/m]
4

Âàðèàíò 3: aij = 1/(i + j)

Âàðèàíò 4: aij = 100(RAN − 1/2),

ãäå RAN - ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîëó÷àåìàÿ
íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ij ìàòðèöû A.

3. Âàðèàíòû

Êîíêðåòíûé âàðèàíò ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû No. 5 îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì íî-
ìåðîì îò 1 äî 28. Ïî íîìåðó èç òàáëèöû, ïðèâåäåííîé íèæå, íàõîäÿò
çàäàííûé âàðèàíò ìåòîäà îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ (ÌÎÏ) ñ íîìåðîì
îò 1 äî 7 è çàäàííûé âàðèàíò òðåóãîëüíîãî çàïîëíåíèÿ (ÒÇ) ìàòðèöû â
ðàçëîæåíèè A = QB ñ íîìåðîì îò 1 äî 4.

Âàðèàíò Âàðèàíò ÌÎÏ
ÒÇ 1 2 3 4 5 6 7
1 1 5 9 13 17 21 25
2 2 6 10 14 18 22 26
3 3 7 11 15 19 23 27
4 4 8 12 16 20 24 28

Âàðèàíòû òðåóãîëüíîãî çàïîëíåíèÿ (ÒÇ) óïîðÿäî÷åíû, ñîãëàñíî
ï. 2.1, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

âàðèàíò 1: B = R, ãäå R � âåðõíÿÿ ïðàâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà;
âàðèàíò 2: = , ãäå � íèæíÿÿ ëåâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà;
âàðèàíò 3: B = S, ãäå S � íèæíÿÿ ïðàâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà;
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âàðèàíò 4: B = N , ãäå N � âåðõíÿÿ ëåâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.
Âàðèàíòû ìåòîäà îðòîãîíàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ (ÌÎÏ) óïîðÿäî÷åíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
âàðèàíò 1: Ìîäèôèöèðîâàííàÿ Ãðàìà-Øìèäòà îðòîãîíàëèçàöèÿ;
âàðèàíò 2: Êëàññè÷åñêàÿ Ãðàìà-Øìèäòà îðòîãîíàëèçàöèÿ;
âàðèàíò 3: Ïëîñêèå âðàùåíèÿ Ãèâåíñà, ñòðî÷íî îðèåíòèðîâàííàÿ

ñõåìà;
âàðèàíò 4: Ýëåìåíòàðíûå îòðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà, ñòîëáöîâî îðè-

åíòèðîâàííàÿ ñõåìà;
âàðèàíò 5: Ïëîñêèå âðàùåíèÿ Ãèâåíñà, ñòîëáöîâî îðèåíòèðîâàí-

íàÿ ñõåìà;
âàðèàíò 6: Ýëåìåíòàðíûå îòðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà, ñòðî÷íî îðèåí-

òèðîâàííàÿ ñõåìà;
âàðèàíò 7: Ìîäèôèöèðîâàííàÿ Ãðàìà-Øìèäòà îðòîãîíàëèçàöèÿ ñ

âûáîðîì âåäóùåãî âåêòîðà.
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà No. 6:
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ
ÍÀÈÌÅÍÜØÈÕ ÊÂÀÄÐÀÒÎÂ

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ê èçó÷åíèþ ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïîñòðî-
åíèÿ ÷èñëåííî óñòîé÷èâûõ è ýêîíîìè÷íûõ ïî çàòðàòàì ðåñóðñîâ ÝÂÌ
àëãîðèòìîâ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌHÊ), ðåøàþùèõ àêòóàëü-
íóþ çàäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáíîâëåíèÿ îöåíîê ïî èçìåðåíèÿì. Ýòà
çàäà÷à âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, íàïðèìåð: ïðè îöåíêå ñîñòî-
ÿíèÿ (ýëåìåíòîâ äâèæåíèÿ) îáúåêòà ïî ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòóïàþùèì
äàííûì íàáëþäåíèÿ, ïðè ïîäãîíêå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïîä ðåçóëüòàòû
ïðîäîëæèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâîäèìûõ â ôèçèêå, àñòðîíîìèè,
ýêîíîìèêå, áèçíåñå, ñîöèîëîãèè, ïñèõîëîãèè è â äðóãèõ îáëàñòÿõ, ãäå
âûÿâëåíèå ðåãðåññèé, àíàëèç è ïðîãíîçèðîâàíèå òåíäåíöèé îïèðàåòñÿ
íà âêëþ÷åíèå â îáðàáîòêó äàííûõ íàáëþäåíèÿ ïî ìåðå èõ ïîñòóïëåíèÿ,
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòåïåííî èäåíòèôèöèðîâàòü ìîäåëü îáúåêòà (ïðîöåñ-
ñà) èëè óòî÷íÿòü ïàðàìåòðû ìîäåëè.

1. Çàäàíèå

Ñïðîåêòèðîâàòü, îòëàäèòü è ïðîäåìîíñòðèðîâàòü â äåéñòâèè ïðîãðàì-
ìó ðåøåíèÿ íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b, A = A(m,n),
m > n, rank(A) = n, â ñìûñëå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ
âàøèì âàðèàíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà (ñì.íèæå ï. 3). Îöåíèòü
ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïî òðåì ïîêàçàòåëÿì: (1) ïîãðåøíîñòü (àáñîëþò-
íàÿ è îòíîñèòåëüíàÿ) ðåøåíèÿ; (2) çàòðàòû îñíîâíîé ïàìÿòè êîìïüþòå-
ðà íà õðàíåíèå äàííûõ, íåîáõîäèìûõ òîëüêî äëÿ çàäàííîãî àëãîðèòìà;
(3) òåîðåòè÷åñêîå è ðåàëüíîå ÷èñëî îñíîâíûõ îïåðàöèé êîìïüþòåðà íà
âûïîëíåíèå çàäàííîãî àëãîðèòìà. Ýòè ïîêàçàòåëè îïðåäåëèòü â çàâè-
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ñèìîñòè îò ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è: (1) ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, ò.å.
÷èñëî íåèçâåñòíûõ n, (2) ñòåïåíü ïåðåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è, ò.å. íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî p, óêàçûâàþùåå, âî ñêîëüêî ðàç ÷èñëî óðàâíåíèé m áîëü-
øå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, m = pn; (3) ñòåïåíü íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû, ò.å.
âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c, ïîêàçûâàþùåå ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå ýëåìåíòîâ ñëó÷àéíîãî ðàçíîñòíîãî âåêòîðà d = b−Ax̄, ãäå
x̄ � íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b, îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî
(åäèíè÷íîãî) çíà÷åíèÿ; ÷èñëî c â äåéñòâèòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò óðîâ-
íþ ïîãðåøíîñòåé ïðè èçìåðåíèÿõ (ñì. Ââåäåíèå); (4) ñïîñîá ãåíåðàöèè
ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèé â äåéñòâèòåëüíîñòè ëèáî ïëàíó ýêñïåðè-
ìåíòà (ñì. Ââåäåíèå), ëèáî èìåþùåìóñÿ ñîñòàâó èçìåðèòåëüíûõ ñðåäñòâ.

Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå âñåãî èñïîëüçîâàòü:

(1) äåñÿòü çíà÷åíèé n, n = 1, 2, . . . , 10;

(2) òðè çíà÷åíèÿ p, p = 10, 100 è 1000;

(3) òðè çíà÷åíèÿ c, c = 1/10, 1 è 10;

(4) ÷åòûðå ñïîñîáà ãåíåðàöèè ìàòðèöû A (ñì. íèæå ï. 2).

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò è åãî ðåçóëü-
òàòû âûâîäèòü íà ýêðàí â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

p=(çíà÷åíèå), c=(çíà÷åíèå), A=(ñïîñîá)
n Ïîãðåøíîñòü Ïàìÿòü ×èñëî îïåðàöèé

àáñîëþò. îòíîñèò. ÊÁàéò òåîðåò. ðåàëüí.

Ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà îïåðàöèé ó÷èòûâàòü: ñëîæåíèå, óìíîæåíèå,
äåëåíèå è èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Ê îò÷åòó î ðàáîòå ïðèëîæèòü
ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ÷èñëà îïåðàöèé îòäåëüíî ïî ýòèì âèäàì îïåðàöèé
è èõ ñóììó. Â òàáëèöó âûâîäèòü ñóììàðíîå ÷èñëî îïåðàöèé.
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Îòëàäêó ïðîãðàììû âûïîëíèòü è ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ðåøåíèè
ñëåäóþùåé çàäà÷è:

Ax = b, A = A(m, 2) =
[

ai1
... ai2

]
, i = 1, 2, . . . , m;

m = 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40.

ai1 = wi = sin(2πi/m), ai2 = wi−1;

bT = (b1, . . . , bm), bi = 2 cos(2πi/m).

Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x̄T = (x̄1, x̄2),

x̄1 = 2 ctg(2π/m), x̄2 = −2 cosec(2π/m). (1.1)

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ïðîöåññà îòëàäêè âûâåñòè íà ýêðàí ñëåäóþùóþ òàá-
ëèöó:

Îòëàäêà

m Ïîãðåøíîñòü
àáñîëþòíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ äëÿ îöåíêè àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè èñïîëüçîâàòü
íîðìó âåêòîðà ∆x = x− x̄ âèäà

‖∆x‖ = ‖∆x‖∞ = max
i
|∆xi|,

ãäå x � âû÷èñëåííîå ðåøåíèå, à îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü îïðåäåëèòü
ïî ôîðìóëå

δ = ‖∆x‖/‖x̄‖,
ãäå x̄ � òî÷íîå ÌHÊ-ðåøåíèå (íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå çàäà÷è). Â îò-
ëàäî÷íîé çàäà÷å ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ (1.1), à â çàäà÷àõ âû÷èñëèòåëüíîãî
ýêñïåðèìåíòà � ýòî âåêòîð x̄ = (1, 2, . . . , n).
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2. Ãåíåðàöèÿ çàäà÷ äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Êàê îòìå÷åíî, äëÿ ýòèõ çàäà÷ òî÷íîå ÌHÊ-ðåøåíèå ñëåäóåò çàäàòü â âè-
äå âåêòîðà x̄ = (1, 2, . . . , n). Çàòåì ñëåäóåò ñãåíåðèðîâàòü ìàòðèöó A (ñì.
íèæå) è îáðàçîâàòü âåêòîð b̂ = Ax̄. Ê íåìó íóæíî äîáàâèòü ñëó÷àéíûé
âåêòîð d = c · ξ, ãäå c � ÷èñëî (ñì.âûøå ï. 1), à ξ ∼ N(0, 1) � âåêòîð
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (îò ïîäïðîãðàììû ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë), âçÿòûõ èç
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, � ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷å-
íèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîð b = Ax̄+ d

äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b.
Äëÿ ãåíåðàöèè ìàòðèöû A íåîáõîäèìî ïðåäóñìîòðåòü îäèí èç ÷å-

òûðåõ ñïîñîáîâ.
Ñïîñîá 1: ìàòðèöà A = A(m,n) çàïîëíÿåòñÿ ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè

èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â äèàïàçîíå [−100, +100]. Óñëîâíî ýòî
ìîæíî èçîáðàçèòü òàê

A = [Random(m× n)].

Ñïîñîá 2: âåðõíÿÿ ÷àñòü ìàòðèöû A, à èìåííî, åå ïåðâûå n ñòðîê,
çàïîëíÿþòñÿ êàê â ñïîñîáå 1; îñòàëüíûå ñòðîêè îáðàçóþò ïîäìàòðèöó, â
êîòîðîé òîëüêî ïåðâûå q ñòîëáöîâ, q = [n/2] � áëèæàéøåå ñíèçó öåëîå
÷èñëî ê n/2, çàïîëíÿþòñÿ êàê â ñïîñîáå 1, à âñå îñòàëüíûå ñòîëáöû �
íóëåâûå. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà èìååò âèä

A = Random(n× n)

Random 0

Ñïîñîá 3: ïåðâàÿ ÷àñòü ìàòðèöû A äîëæíà ôîðìèðîâàòüñÿ êàê â
ñïîñîáå 2, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü îáðàçóåòñÿ ðàñïîëàãàþùèìèñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíî âíèç áëîêàìè èç åäèíè÷íûõ ìàòðèö E ðàçìåðà n× n
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Random(n× n)

A = E(n× n)

· · ·
E(n× n)

Ñïîñîá 4: âåðõíÿÿ ÷àñòü ìàòðèöû A äîëæíà ôîðìèðîâàòüñÿ êàê
â ñïîñîáå 2, îñòàëüíàÿ æå ÷àñòü ñòðîèòñÿ íàïîäîáèå ñïîñîáà 2, íî íåíó-
ëåâûå q ñòîëáöîâ íèæíåé ïîäìàòðèöû çàïîëíÿþòñÿ íå ñëó÷àéíûìè ÷èñ-
ëàìè, à ðàñïîëàãàþùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âíèç áëîêàìè èç åäèíè÷íûõ
ìàòðèö E ðàçìåðà q × q

Random(n× n)

A = E(q × q)

· · · 0
E(q × q)

Çàìå÷àíèå 2.1. Hå íóæíî ãåíåðèðîâàòü âñþ ìàòðèöó A, à òàêæå
âåêòîðà b è d, ñðàçó. Ìàòðèöó A íóæíî ãåíåðèðîâàòü ïîñòðî÷íî, à âåê-
òîðû b è d � ïîýëåìåíòíî. Hàïðèìåð, åñëè aT = (a1, a2, . . . , an) åñòü òåêó-
ùàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A, òî z = aT x̄+v, ãäå z � òåêóùèé ýëåìåíò âåêòîðà
b, v � òåêóùèé ýëåìåíò âåêòîðà d, v = c·ξ, ξ ∼ N(0, 1) � òåêóùåå ñëó÷àé-
íîå ÷èñëî èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ïîñëåäîâàòåëüíî ãåíåðèðóåìûå äàííûå (aT , z) íóæíî ââîäèòü â àëãîðèòì
ðåøåíèÿ, à òàêæå èñïîëüçîâàòü â íåì çíà÷åíèå r = c2, èìåþùåå ñìûñë
äèñïåðñèè îøèáêè èçìåðåíèÿ âåêòîðà b̂ = Ax̄ (ñì. âûøå è òàêæå ï. 1).

3. Âàðèàíòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà ÌHÊ

Îáùåå ÷èñëî âàðèàíòîâ ñîñòàâëÿåò 25.
Âàðèàíò 1. Ñòàíäàðòíûé êîâàðèàöèîííûé àëãîðèòì (Êàëìàíà).

(i) Èíèöèàëèçàöèÿ (íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x0, P0):

x̃ := x0, P̃ := P0.
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(ii) Îáðàáîòêà íàáëþäåíèé (î÷åðåäíûå äàííûå z = aT x̄ + v):

α = aT P̃ a + r, K = P̃ a/α, P̂ = P̃ −KaT P̃ , (3.1)

x̂ = x̃ + K(z − aT x̃). (3.2)

(iii) Ýêñòðàïîëÿöèÿ (ðàñïðîñòðàíåíèå îöåíêè x̂ è åå êîâàðèàöèè P̂ ïî
âðåìåíè ìåæäó ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé) ê ìîìåíòó ïîâòîðåíèÿ
ýòàïà (ii) ñî ñëåäóþùèìè äàííûìè:

P̃ := P̂ , x̃ := x̂.

Çàìå÷àíèå 3.1. Äëÿ âñåõ êîâàðèàöèîííûõ àëãîðèòìîâ (âàðèàíòû
1�12) â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ìîæíî âçÿòü: x0 = 0, P0 = (1/ε)E,
ε → 0.

Âàðèàíò 2. Ñòàáèëèçèðîâàííûé êîâàðèàöèîííûé àëãîðèòì (Äæî-
çåôà). Îòëè÷àåòñÿ ëèøü ýòàïîì (ii) îò âàðèàíòà 1.

(ii) Îáðàáîòêà íàáëþäåíèé (î÷åðåäíûå äàííûå z = aT x̄ + v):

α = aT P̃ a + r, K = P̃ a/α, (3.3)

P̂ = (E −KaT )P̃ (E − aKT ) + rKKT . (3.4)

Çàìå÷àíèå 3.2. Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò
ñïîñîáà ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûðàæåíèé. Hàïðèìåð, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå
äëÿ P̂ ìîæåò áûòü çàïðîãðàììèðîâàíî â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

W1 = E −KaT , (n× n) � ìàòðèöà
W2 = W1P̃ , (n× n) � ìàòðèöà
P̂ = W2W

T
1 + r(KKT )

èëè, ýêâèâàëåíòíî, â âèäå

v1 = P̃ a, n � âåêòîð (3.5)

P1 = P̃ −KvT
1 , (n× n) � ìàòðèöà (3.6)
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v2 = P1a, n � âåêòîð (3.7)

P̂ = (P1 − v2K
T ) + (rK)KT . (3.8)

Â îáîèõ ñïîñîáàõ ìîæíî ýêîíîìèòü âû÷èñëåíèÿ áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè
ìàòðèöû P̂ . Îäíàêî âòîðîé ñïîñîá èìååò íà ïîðÿäîê ìåíüøå âû÷èñëåíèé:
â ïåðâîì ñïîñîáå âûïîëíÿåòñÿ 1, 5n3 + 3n2 + n óìíîæåíèé, à âî âòîðîì
òîëüêî 4n2 + 2n óìíîæåíèé.

Âàðèàíò 3. Êâàäðàòíî-êîðíåâîé êîâàðèàöèîííûé àëãîðèòì (Ïîò-
òåðà).

(i) Èíèöèàëèçàöèÿ (íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x0, P0):

x̃ := x0, S̃ := P
1/2
0 .

(ii) Îáðàáîòêà íàáëþäåíèé (î÷åðåäíûå äàííûå z = aT x̄ + v):

f = S̃Ta, α = fTf + r, γ = 1/(1 +
√

r/α), (3.9)

K = S̃f/α, Ŝ = S̃ − γKfT , (3.10)

x̂ = x̃ + K(z − aT x̃). (3.11)

(iii) Ýêñòðàïîëÿöèÿ (ìåæäó ïîâòîðåíèÿìè ýòàïà (ii)):

S̃ := Ŝ, x̃ := x̂.

Çàìå÷àíèå 3.3. Âàðèàíò 3, â êîòîðîì âìåñòî S̃ := Ŝ ïðåäóñìîòðå-
íà ïðîöåäóðà òðèàíãóëÿðèçàöèè, triang, äàåò ñëåäóþùèå ïîäâàðèàíòû:
Âàðèàíò 3.1, îáå ìàòðèöû S̃ è Ŝ íèæíèå òðåóãîëüíûå (S ≡ L), èëè
Âàðèàíò 3.2 îáå ìàòðèöû S̃ è Ŝ âåðõíèå òðåóãîëüíûå (S ≡ U).

Èìåííî äëÿ ýòîãî ýòàï (iii) äîëæåí ñîäåðæàòü, âìåñòî S̃ := Ŝ, ïðî-
öåäóðó òðèàíãóëÿðèçàöèè, S̃ := triangŜ, ìàòðèöû Ŝ. Âîçìîæíû ÷åòûðå
àëãîðèòìà ýòîé ïðîöåäóðû: (1) îòðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà, (2) âðàùåíèÿ
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Ãèâåíñà, (3) êëàññè÷åñêàÿ Ãðàìà-Øìèäòà îðòîãîíàëèçàöèÿ è (4) ìîäè-
ôèöèðîâàííàÿ Ãðàìà-Øìèäòà îðòîãîíàëèçàöèÿ (ñì. ëàáîðàòîðíóþ ðà-
áîòó �. 4). Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó, âñåãî èìååì 8 ïîäâàðèàíòîâ äëÿ óêà-
çàííîãî âàðèàíòà 3, ñâåäåííûõ â ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

triang S ≡ L S ≡ U

Õàóñõîëäåð 3.1.1 3.2.1
Ãèâåíñ 3.1.2 3.2.2
ÃØÎ 3.1.3 3.2.3
ÌÃØÎ 3.1.4 3.2.4

Âàðèàíò 4. Ôàêòîðèçîâàííûé LDLT -êîâàðèàöèîííûé àëãîðèòì
(Áèðìàíà).

(i) Èíèöèàëèçàöèÿ (íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x0, P0):

x̃ := x0, L̃ := E, D̃ := P0.

(ii) Îáðàáîòêà íàáëþäåíèé (î÷åðåäíûå äàííûå z = aT x̄ + v):

f = L̃Ta, g = D̃f, α̃ = r, KT =
(

0 . . . 0
... gn

)
.

α := α̃ + fngn, γ := 1/α,

d̂n = d̃nα̃γ, α̃ := α.

Äëÿ j = n− 1, n− 2, . . . , 1 âûïîëíÿòü

λ := −γfj, l̂j := l̃j + λK,

K := K + l̃jgj, α := α̃ + fjgj,

γ := 1/α, d̂j = d̃jα̃γ, α̃ := α.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà âûïîëíèòü

x̂ := x̃ + Kγ(z − aT x̃).
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(iii) Ýêñòðàïîëÿöèÿ (ìåæäó ïîâòîðåíèÿìè ýòàïà (ii)):

L̃ := L̂, D̃ := D̂, x̃ := x̂.

Çàìå÷àíèå 3.4. Âûøå ïðèâåäåí LDLT � ôàêòîðèçîâàííûé àëãî-
ðèòì. Ðàöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå äîëæíî ýêîíîìèòü ïàìÿòü êîì-
ïüþòåðà: çäåñü ìîæíî çàïèñûâàòü D̂ ïîâåðõ D̃ è ñòîëáöû L̂ ïîâåðõ ñòîëá-
öîâ L̃ (ïðè ýòîì íóæíà òîëüêî ïîääèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ýòèõ ñòîëáöîâ,
îáîçíà÷åííûõ â àëãîðèòìå êàê l̂j è l̃j).

Âàðèàíò 5. Ôàêòîðèçîâàííûé UDUT � êîâàðèàöèîííûé àëãî-
ðèòì (Áèðìàíà). Âûâåäèòå åãî ñàìîñòîÿòåëüíî àíàëîãè÷íî àëãîðèòìó
âàðèàíòà 4.

Âàðèàíò 6. Ôàêòîðèçîâàííûé UUT � êîâàðèàöèîííûé àëãîðèòì
(Êàðëñîíà).

(i) Èíèöèàëèçàöèÿ (íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x0, P0):

x̃0 := x0, Ũ := P
1/2
0 .

(ii) Îáðàáîòêà íàáëþäåíèé (î÷åðåäíûå äàííûå z = aT x̂ + v):

f = ŨTa, fT = (f1, . . . , fn),

α0 = r, KT
1 =

(
Ũ11f1

... 0 . . . 0
)

.

Äëÿ j = 1, . . . , n âûïîëíÿòü

αj = αj−1 + f 2
j ,

βj = (αj−1/αj)
1/2, γj = fj/(βjαj), Ûjj = βjŨjj,

Ûij = βjŨij − γjKj(i), i = 1, 2, . . . , j − 1, j 6= 1,

Kj+1(i) = Kj(i) + fjŨij, i = 1, 2, . . . , j.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà âûïîëíèòü

K = Kn+1/αn, x̂ := x̃ + K(z − aT x̃).
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Âàðèàíò 7. Ôàêòîðèçîâàííûé LLT � êîâàðèàöèîííûé àëãîðèòì
(Êàðëñîíà). Âûâåäèòå åãî ñàìîñòîÿòåëüíî àíàëîãè÷íî àëãîðèòìó âàðè-
àíòà 6 èëè æå êàê ñëåäñòâèå àëãîðèòìà âàðèàíòà 4.

Âàðèàíò 8. Ðåäóöèðîâàííûé ñòàíäàðòíûé êîâàðèàöèîííûé àëãî-
ðèòì (Áàð-Èöõàêà-Êàëìàíà).

Çàìå÷àíèå 3.5. Â ýòîì âàðèàíòå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ñïîñîáû 2 è
4 ãåíåðàöèè ìàòðèöû A (ñì. âûøå ï. 2).

Èíèöèàëèçàöèÿ è îáðàáîòêà ïåðâûõ n íàáëþäåíèé âûïîëíÿþòñÿ,
êàê â âàðèàíòå 1. Ïîñëå ýòîãî êàæäîå î÷åðåäíîå íàáëþäåíèå èìååò âèä
z = a(q)T x̄(q) + v, òàê êàê aT =

[
a(q)T ... 0

]
è x̄T =

[
x̄(q)T ... x̄(s)T

]
, ãäå

s = n− q. Âåêòîð x̄, òàê æå êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó âåêòîðû x, x̃, x̂,
ðàçáèòû íà äâå ÷àñòè âèäà: x̄(q) ðàçìåðíîñòè q è x̄(s) ðàçìåðíîñòè s.

(ii) Îáðàáîòêà íàáëþäåíèé (î÷åðåäíûå äàííûå z = a(q)T x̄(q) + v):

α = a(q)T P̃ (qq)a(q) + r, K(q) = P̃ qqa(q)/α, (3.12)

P̂ (qq) = P̃ (qq) −K(q)a(q)T P̃ (qq), (3.13)

x̂(q) = x̃(q) + K(q)(z − a(q)T x̃(q)), (3.14)

K(sq) = P̃ (sq)(P̃ (qq))−1, (3.15)

P̂ (sq) = K(sq)P̂ (qq), (3.16)

P̂ (ss) = P̃ (ss) −K(sq)(P̃ (qq) − P̂ (qq))(K(sq))T , (3.17)

x̂(s) = x̃(s) + K(sq)(x̂(q) − x̃(q)). (3.18)

Çäåñü îäèíàðíûé âåðõíèé èíäåêñ â ñêîáêàõ óêàçûâàåò ðàçìåðíîñòü
âåêòîðà, à äâîéíîé âåðõíèé èíäåêñ â ñêîáêàõ óêàçûâàåò ðàçìåð ìàòðèöû.
Ìàòðèöû P̂ è P̃ èç âàðèàíòà 1 çäåñü ðàçáèòû íà áëîêè ïî ñõåìå:

P =




P (qq) P (qs)

P (sq) P (ss)


 , P = P T .
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Çàìå÷àíèå 3.6. Ôîðìóëû (3.12) � (3.14) ñîâïàäàþò ñ (3.1), (3.2),
íî ïðèìåíÿþòñÿ ê âåêòîðàì è ìàòðèöàì ìåíüøèõ ðàçìåðîâ, à ôîðìóëû
(3.15) � (3.18) ÿâëÿþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèìè äëÿ äàííîãî àëãîðèòìà.

Âàðèàíò 9. Ðåäóöèðîâàííûé ñòàáèëèçèðîâàííûé êîâàðèàöèîí-
íûé àëãîðèòì (Áàð-Èöõàêà-Äæîçåôà). Êàê è â âàðèàíòå 8, çäåñü ïðè-
ìåíÿåòñÿ äåêîìïîçèöèÿ, ò.å. ðàçáèåíèå íà áëîêè âåêòîðîâ è ìàòðèö, ÷òî
âûäåëÿåò ðåäóöèðîâàííóþ ÷àñòü, íàïîäîáèå (3.12) � (3.14), àëãîðèòìà
è ñïåöèôè÷åñêóþ ÷àñòü, íàïîäîáèå (3.15) � (3.18). Âåñü àëãîðèòì (3.12)
� (3.14) çäåñü ñîõðàíÿåòñÿ, êðîìå ôîðìóëû (3.13), êîòîðàÿ çàìåíÿåòñÿ
ôîðìóëîé òèïà (3.4) � äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ÷àñòè àëãîðèòìà, è ðåàëèçó-
åòñÿ ýêîíîìè÷íûì ñïîñîáîì (3.5) � (3.8). Äåéñòâóåò çàìå÷àíèå 3.5, íî äëÿ
èíèöèàëèçàöèè è îáðàáîòêè ïåðâûõ n èçìåðåíèé èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì
âàðèàíòà 2.

Âàðèàíò 10. Ðåäóöèðîâàííûé êâàäðàòíî-êîðíåâîé àëãîðèòì
(Áàð-Èöõàêà-Ïîòòåðà), ñ íèæíåòðåóãîëüíûì ðàçëîæåíèåì, S ≡ L. Çà
îñíîâó áåðåòñÿ àëãîðèòì âàðèàíòà 8, íî â íåì ðåäóöèðîâàííàÿ ñòàíäàðò-
íàÿ ÷àñòü (3.12) � (3.14) çàìåíÿåòñÿ íà ðåäóöèðîâàííóþ ðàçìåðà q × q

÷àñòü ïî òèïó àëãîðèòìà (3.9) � (3.11). Â ñïåöèôè÷åñêîé ÷àñòè ôîðìóëû
(3.15) � (3.17) çàìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

K(sq) = L̃(sq)(L̃(qq))−1, (3.19)

L̂(sq) = K(sq)L̂(qq), (3.20)

L̂(ss) = L̃(ss), (3.21)

à (3.18) ñîõðàíÿåòñÿ. Ýòàï (iii), ýêñòðàïîëÿöèÿ, âûïîëíÿåòñÿ êàê â àëãî-
ðèòìå Ïîòòåðà, âàðèàíò 3, ïðè ýòîì

S ≡ L =




L(qq) 0

L(sq) L(ss)




è L(qq), L(ss) � íèæíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû (ñ âåðõíèì çíàêîì ˜ èëè
ˆ). Äåéñòâóåò çàìå÷àíèå 3.5, íî äëÿ èíèöèàëèçàöèè è îáðàáîòêè ïåðâûõ

95



n èçìåðåíèé èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì âàðèàíòà 3.
Âàðèàíò 11. Ðåäóöèðîâàííûé êâàäðàòíî-êîðíåâîé àëãîðèòì

(Áàð-Èöõàêà-Áèðìàíà-Ìåäàíà), ñ P = LDLT -ðàçëîæåíèåì, êàê â àë-
ãîðèòìå Áèðìàíà (âàðèàíò 4).

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ äåêîìïîçèöèÿ âèäà:

P =




P (qq) (P (sq))T

P (sq) P (ss)


 , L =




L(qq) 0

L(sq) L(ss)


 , D =




Dq 0

0 Ds


 ,

ãäå L � íèæíèÿ òðåóãîëüíàÿ ñ åäèíè÷íîé äèàãîíàëüþ ìàòðèöà, D �
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Äåéñòâóåò çàìå÷àíèå 3.5 (ñì. âàðèàíò 8), íî äëÿ
èíèöèàëèçàöèè è îáðàáîòêè ïåðâûõ n íàáëþäåíèé èñïîëüçóåòñÿ àëãî-
ðèòì âàðèàíòà 4. Äëÿ îáðàáîòêè êàæäîãî èç îñòàëüíûõ èçìåðåíèé ïðè-
ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

(1) Âûïîëíèòü àëãîðèòì (ii) èç âàðèàíòà 4, íî â ïðèìåíåíèè ê âåêòîðàì
ðàçìåðíîñòè q è ìàòðèöàì ðàçìåðà (q × q), ò.å. ïî äàííûì z, a(q),
L̃(qq), D̃(q), x̃(q) íàéòè L̂(qq), D̂(q), x̂(q).

(2) Âû÷èñëèòü
K(sq) = L̃(sq)(L̃(qq))−1,

L̂(sq) = K(sq)L̂(qq),

L̂(ss) = L̃(ss), D̂(s) = D̃(s),

x̂(s) = x̃(s) + K(sq)(x̂(q) − x̃(q)),

Âàðèàíò 12. Ðåäóöèðîâàííûé êâàäðàòíî-êîðíåâîé êîâàðèàöèîí-
íûé àëãîðèòì (Áàð-Èöõàêà-Êàðëñîíà). Äåéñòâóåò çàìå÷àíèå 3.5, íî äëÿ
èíèöèàëèçàöèè è îáðàáîòêè ïåðâûõ n èçìåðåíèé èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì
âàðèàíòà 7. Äëÿ îáðàáîòêè îñòàëüíûõ èçìåðåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèé àëãîðèòì:

(1) Âûïîëíèòü àëãîðèòì (ii) èç âàðèàíòà 7 (êîòîðûé ñëåäóåò âûâåñòè
ñàìîñòîÿòåëüíî, íàïîäîáèå ýòàïà (ii) èç àëãîðèòìà âàðèàíòà 6), íî â
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ïðèìåíåíèè ê âåêòîðàì ðàçìåðíîñòè q è ìàòðèöàì ðàçìåðà (q × q),
ò.å. ïî äàííûì z, a(q), L̃(qq), x̃(q) íàéòè L̂(qq), è x̂(q).

(2) Âû÷èñëèòü ìàòðèöû ïî âûðàæåíèÿì (3.19) � (3.21) è âåêòîð x̂(s) ïî
âûðàæåíèþ (3.18).

Âàðèàíò 13. Ñòàíäàðòíûé èíôîðìàöèîííûé àëãîðèòì.

(i) Èíèöèàëèçàöèÿ (íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x0, Λ0):

d0 = Λ0x0;
(

Λ
... d

)
:=

(
Λ0

... d0

)
.

(ii) Îáðàáîòêà íàáëþäåíèé (î÷åðåäíûå äàííûå z = aT x̄ + v):
(

Λ
... d

)
:=

(
Λ

... d
)

+ a
(

aT ... z
)

/r.

(iii) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà: x̂ = Λ−1d.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ðåêîìåíäóåòñÿ âçÿòü x0 = 0, Λ0 = 0.
Âàðèàíò 14. Êâàäðàòíî-êîðíåâîé èíôîðìàöèîííûé àëãîðèòì.

(i) Èíèöèàëèçàöèÿ (íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ R̃0, x0):

z̃0 = R̃0x0; [R̂0ẑ0] = [R̃0z̃0].

(ii) Îáðàáîòêà íàáëþäåíèé (î÷åðåäíûå äàííûå z = aT x̄ + v):



R̂j ẑj

0 e


 = Tj




R̂j−1 ẑj−1

aT z


 , j = 1, 2, . . . ,m,

ãäå Tj � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî-
áû ïðèâåñòè ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó


R̂j−1

aT


, j � íîìåð î÷åðåäíîãî èçìåðåíèÿ, âñå ìàòðèöû R çäåñü

èìåþò ðàçìåð (n× n), âñå Rj, j ≥ 1, âåðõíèå òðåóãîëüíûå.

(iii) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà: x̂ = R̂−1
j ẑj.
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Hà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ âçÿòü â âèäå x0 = 0, R̃0 = 0. Â
êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Tj âîçìîæíû ÷åòûðå ïðîöåäóðû, óêàçàííûå â
îïèñàíèè âàðèàíòà 3. Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó âñåãî èìååì 4 ðàçíîâèäíîñòè
äàííîãî âàðèàíòà 14:

Tj âàðèàíò
Õàóñõîëäåð 14.1

Ãèâåíñ 14.2
ÃØÎ 14.3
ÌÃØÎ 14.4
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ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ È ÒÅÑÒÎÂÛÅ ÇÀÄÀÍÈß ÏÎ
ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÅ

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå è ïðîâåðêà ó ñòóäåí-
òîâ, èçó÷àþùèõ êóðñ � ×èñëåííûå ìåòîäû�, áàçîâûõ íàâûêîâ â îáëàñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïðåäëàãàåìûå íèæå
çàäà÷è îõâàòûâàþò øèðîêèé ñïåêòð íàïðàâëåíèé è çàòðàãèâàþò òåìà-
òèêó, ñâÿçàííóþ ñ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ Ãàóññà, ñ ìåòîäàìè
îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö, ñ èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè ðåøå-
íèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ ìåòîäû âàðè-
àöèîííîãî òèïà. Ïðèâîäèìûå íèæå çàäà÷è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê
äëÿ îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ, òàê è äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîíòðîëüíûõ, òåñòîâûõ
ðàáîò, à òàêæå äëÿ ïðîâåðêè ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ ñòóäåíòîâ âî âðåìÿ
ýêçàìåíà. Èçëîæåííûé ìàòåðèàë ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïðîâåðèòü çíàíèå
áàçîâûõ àëãîðèòìîâ â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû, íî
è îïðåäåëèòü óðîâåíü âëàäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêîé äëÿ ðåøåíèÿ
òåõ èëè èíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå çàäà÷ ñîçäàåò
âîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî çàäàíèÿ äëÿ êàæäîãî ñòó-
äåíòà.

1. Òèïîâûå ýêçàìåíàöèîííûå çàäà÷è

Èòàê, íà÷íåì ñ ðàçáîðà òèïîâûõ çàäà÷. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàí-
íûì, íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò çàäà÷è ïî ñëåäóþùèì ïÿòè
òåìàì: ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà, èòåðàöèîííûå ìåòîäû, èòåðàöèîííûå
ìåòîäû âàðèàöèîííîãî òèïà, ðàçëîæåíèå Õîëåññêîãî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö è ìåòîäû îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæå-
íèÿ.

Çàäà÷à 1 (ñì. íèæå) ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì çàäà÷ íà
ìåòîä Ãàóññà èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Öåëüþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà
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çíàíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàçëîæåíèÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû
â ïðîèçâåäåíèå íèæíåé è âåðõíåé òðåóãîëüíûõ, à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçëîæåííîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ è
îáðàùåíèÿ ìàòðèöû. Ðàçíîîáðàçèå çàäà÷ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò âîâëå÷åíèÿ
ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàçëîæåíèÿ (ñì. ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó No. 1) è
èñïîëüçîâàíèÿ ðàçíûõ èñõîäíûõ ìàòðèö.

Çàäà÷à 1

Äëÿ ìàòðèöû

A =




2 1 1

6 2 1

−2 −2 −1




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü L̄U -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (L̄ ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ L̄U -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (0, 3, 1)T .

â. Ñ ïîìîùüþ L̄U -ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâ-
ëåííîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|},

x ∈ R3.

Çàäà÷à 2 ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì çàäà÷ íà èòåðàöèîí-
íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Öå-
ëüþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà çíàíèÿ áàçîâûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèò-
ìîâ, à òàêæå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé èõ ñõîäèìîñòè è êðè-
òåðèåâ äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Ðàçíîîáðàçèå çàäà÷ äîñòèãàåòñÿ çà
ñ÷åò âîâëå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, èçó÷àåìûõ â êóðñå
� ×èñëåííûå ìåòîäû�, è èñïîëüçîâàíèÿ ðàçíûõ èñõîäíûõ ìàòðèö.
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Çàäà÷à 2

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




5 −1 0

−1 4 1

0 1 2




è âåêòîð b = (4, 2,−1)T , âûïîëíèòü:

à. Ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ â êîîðäèíàòíîì è êàíîíè÷åñêîì âè-
äå.

á. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí ñõîäÿùèìñÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T? Îòâåò îáîñíîâàòü.

â. Âû÷èñëèòü äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó Çåéäåëÿ è íàéòè àïîñòå-
ðèîðíóþ îöåíêó îøèáêè íà êàæäîé èç íèõ â íîðìå ‖ · ‖∞ =

max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R3.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à 3 ïîñâÿùåíà èòåðàöèîííûì ìåòîäàì âàðèàöè-
îííîãî òèïà. Åå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà çíàíèÿ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî òèïà, ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ îï-
òèìàëüíîãî èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà è êðèòåðèåâ äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè
ðåøåíèÿ. Ðàçíîîáðàçèå çàäà÷ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò âîâëå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ
ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî òèïà, èçó÷à-
åìûõ â êóðñå � ×èñëåííûå ìåòîäû�, è èñïîëüçîâàíèÿ ðàçíûõ èñõîäíûõ
ìàòðèö.

Çàäà÷à 3

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,
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ãäå ìàòðèöà

A =




5 −1 0

−1 4 1

0 1 2




è âåêòîð b = (4, 2,−1)T , âûïîëíèòü:

à. Íà îñíîâå ìåòîäà Çåéäåëÿ ñôîðìóëèðîâàòü íåÿâíûé ìåòîä ñêîðåé-
øåãî ñïóñêà â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð τ1 äëÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T?

â. Âû÷èñëèòü îäíó èòåðàöèþ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó îøèáêè
â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 4 ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì çàäà÷ íà ðàçëîæåíèå
Õîëåññêîãî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö. Öå-
ëüþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà çíàíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ Õîëåññêîãî
äëÿ ðàçëîæåíèÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû, à
òàêæå ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçëîæåííîé
ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ è íàõîæäåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ðàçíîîá-
ðàçèå çàäà÷ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò âîâëå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàç-
ëîæåíèÿ Õîëåññêîãî (ñì. ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó No. 3) è èñïîëüçîâàíèÿ
ðàçíûõ èñõîäíûõ ìàòðèö.

Çàäà÷à 4

Äëÿ ìàòðèöû

P =




18 −10 3 10

−10 105 −8 25

3 −8 1 0

10 25 0 25




âûïîëíèòü:
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à. Ïîñòðîèòü UDUT - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû P (U � âåðõíÿÿ òðåóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, D � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ UDUT - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû P ðåøèòü ñèñòåìó

Px = b,

c âåêòîðîì b = (21, 112,−4, 60)T .

â. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû íàéòè âåëè÷èíó êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû J(x) = xTPx, ãäå x � ðåøåíèå èç ï.á.

Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ýòîãî ðàçäåëà, çàäà÷à 5, ïîñâÿùåíà ñîîòâåòñòâåí-
íî ïîñëåäíåé òåìå, à èìåííî, � ìåòîäàì îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
ìàòðèö. Öåëüþ íàñòîÿùåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà áàçîâûõ çíàíèé ïî
àëãîðèòìàì îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû, à òàêæå ïî ñïîñîáàì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçëîæåííîé ìàòðèöåé êîýô-
ôèöèåíòîâ è îáðàùåíèÿ ìàòðèöû. Ðàçíîîáðàçèå çàäà÷ äîñòèãàåòñÿ çà
ñ÷åò âîâëå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ (ñì.
ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó No. 4) è èñïîëüçîâàíèÿ ðàçíûõ èñõîäíûõ ìàòðèö.

Çàäà÷à 5

Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 2 −6

−2 6 −3

−2 7 3




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé
îòðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà (èëè ïëîñêèõ âðàùåíèé Ãèâåíñà).

á. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,
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ãäå âåêòîð b = (−3, 1, 8)T .

â. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâ-
ëåííîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|},

x ∈ R3.

2. Îòâåòû è ðåêîìåíäàöèè ê òèïîâûì ýêçàìåíàöèîí-
íûì çàäà÷àì

Çàäà÷à 1

à. Èñïîëüçóÿ ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ Ãàóññà, íåòðóäíî ïîëó÷èòü

L̄U =




1 0 0

3 1 0

−1 1 1







2 1 1

0 −1 −2

0 0 2




.

á. Ðåøàÿ äâå ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè, ïîëó÷àåì

x = (1,−1,−1)T .

â. Òðè ðàçà ðåøàÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïðàâîé ÷àñòüþ â âèäå ñòîëáöîâ
åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ïîëó÷àåì

A−1 =




0.00 0.25 0.25

−1.00 0.00 −1.00

2.00 −0.50 0.50




, MA = 9 · 3 = 27.

Çàäà÷à 2

à. Ìåòîä Çåéäåëÿ â êîîðäèíàòíîì è êàíîíè÷åñêîì âèäå:

xn+1
1 = 0.2xn

2 + 0.8,

xn+1
2 = 0.25xn+1

1 − 0.25xn
3 + 0.5,
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xn+1
3 = −0.5xn+1

2 − 0.5;

(D + A1)(x
n+1 − xn) + Axn = b, n = 0, 1, . . . ,

ãäå

D + A1 =




5 0 0

−1 4 0

0 1 2




.

á. Ìåòîä ñõîäèòñÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðå-
ìîé î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ñõîäèìîñòè îäíîøàãîâî-
ãî ñòàöèîíàðíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà.

â. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Çåéäåëÿ â êîîðäèíàòíîì âèäå, âû÷èñëÿåì íåîáõî-
äèìûå èòåðàöèè, à âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ àïîñòåðèîðíîé
îöåíêè òî÷íîñòè, íàõîäèì íîðìó îøèáêè íà ýòèõ èòåðàöèÿõ.

x1 = (0.80, 0.70,−0.85)T , ‖4x1‖∞ ≤ 0.36,

x2 = (0.94, 0.95,−0.98)T , ‖4x2‖∞ ≤ 0.1.

Çàäà÷à 3

à. Íåÿâíûé ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà â êàíîíè÷åñêîì âèäå:

B
(xn+1 − xn)

τn+1
+ Axn = b, n = 0, 1, . . . ,

ãäå τn+1 = (rn,wn)
(Awn,wn) , à wn = B−1rn è rn = Axn − b,

B = D + A1 =




5 0 0

−1 4 0

0 1 2




.

á. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî èòåðàöèîííîãî ïà-
ðàìåòðà ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà, ïîëó÷àåì

τ1 = 1.27.
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â. Çàïèñûâàÿ ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà â êîîðäèíàòíîì âèäå, âû÷èñëÿåì
ïåðâóþ èòåðàöèþ äëÿ îïòèìàëüíîãî ïàðàìåðà, íàéäåííîãî â ï. á.,
à âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ àïîñòåðèîðíîé îöåíêè òî÷íîñòè,
íàõîäèì íîðìó îøèáêè íà ýòîé èòåðàöèè.

x1 = (1.02, 0.89,−1.08)T , ‖4x1‖∞ ≤ 1.17.

Çàäà÷à 4

à. Ïî àëãîðèòìó ðàçëîæåíèÿ Õîëåññêîãî áåç êâàäðàòíûõ êîðíåé íàõî-
äèì

U =




1 1/4 3 2/5

0 1 −8 1

0 0 1 0

0 0 0 1




, D =




4 0 0 0

0 16 0 0

0 0 1 0

0 0 0 25




á. Âìåñòî èñõîäíîé ñèñòåìû Px = b ðåøàåì ïîñëåäîâàòåëüíî òðè ñè-
ñòåìû: Uw = b, Dy = w è UT = y. Îòñþäà íàõîäèì w, y è çàòåì
x = (1, 1, 1, 1)T .

â. Èìååì J(x) = yTw. Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ðàíåå w è y, ïîëó÷èì
J(x) = 189.

Çàäà÷à 5 (ìåòîä îòðàæåíèé)

à. Ïî ïåðâîìó ñòîëáöó äàííîé ìàòðèöû íàõîäèì u1 = (4,−2,−2)T è âû-
ïîëíÿåì îïåðàöèþ îòðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðà y ïî ôîðìóëå yr = y−γu,
ãäå â êà÷åñòâå y áåðåì ñíà÷àëà âòîðîé ñòîëáåö è çàòåì òðåòèé ñòîë-
áåö ìàòðèöû A, u = u1 è γ = 2yTu/uTu. Ïîïóòíî íàõîäèì ìàòðèöó
T1 ïåðâîé îïåðàöèè îòðàæåíèÿ. Ôèêñèðóåì ðåçóëüòàò ýòîé îïåðà-
öèè. Äàëåå àíàëîãè÷íî ïðîâîäèì âòîðóþ îïåðàöèþ îòðàæåíèÿ, äëÿ
êîòîðîé u2 = 4(2, 1)T . Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö îòðàæåíèÿ, T1 è
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T2, äàñò ìàòðèöó T ïîëíîé îïåðàöèè ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû A ê âåðõ-
íåòðåóãîëüíîìó âèäó R = TA. Îòñþäà Q = T T è

QR =
1

15




−5 −14 −2

10 −2 −11

10 −5 10







3 8 2

0 −5 5

0 0 5




,

ãäå ìíîæèòåëü 1
15 îòíîñèòñÿ ê ìàòðèöå Q.

á. Âìåñòî èñõîäíîé ñèñòåìû ðåøàåì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó Rx = b′,
ãäå b′ = Tb. Îòñþäà x = (1, 1, 1)T .

â. Îáðàòíóþ ìàòðèöó X = A−1 íàõîäèì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
RX = T :

A−1 =
1

75




39 −48 30

12 −9 15

−2 −11 10




, MA = 12 · 117/75 = 18.72.

Çàäà÷à 5 (ìåòîä âðàùåíèé)

à. Âûïîëíÿåì âðàùåíèå â ïëîñêîñòè (e1, e2) ñ ìàòðèöåé

P12 =




c s 0

−s c 0

0 0 1




, c = 1/
√

5, s = −2/
√

5,

P12A =




√
5 −2

√
5 0

0 2
√

5 −3
√

5

−2 7 3




.

Âûïîëíÿåì âðàùåíèå â ïëîñêîñòè (e1, e3) ñ ìàòðèöåé

P13 =




c 0 s

0 1 0

−s 0 c




, c =
√

5/3, s = −2/3,
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P13(P12A) =




3 −8 −2

0 2
√

5 −3
√

5

0
√

5
√

5




.

Âûïîëíÿåì âðàùåíèå â ïëîñêîñòè (e2, e3) ñ ìàòðèöåé

P23 =




1 0 0

0 c s

0 −s c




, c = 2/
√

5, s = 1/
√

5,

P23(P13(P12A)) =




3 −8 −2

0 5 −5

0 0 5




= R, A = QR,

Q = P T = (P23P13P12) =
1

15




5 14 −2

−10 2 −11

−10 5 10




.

á. Ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è 5 ïî ìåòîäó îòðàæåíèé.

â. Ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è 5 ïî ìåòîäó îòðàæåíèé.

3. Âàðèàíòû òåñòîâûõ êîíòðîëüíûõ çàäàíèé

Âàðèàíò I

Çàäàíèå 1. Äëÿ ìàòðèöû

A =




−1 4 1

1 −2 2

−2 8 3




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü L̄U -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (L̄ ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).
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á. Ñ ïîìîùüþ L̄U -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (−2,−1,−5)T .

â. Ñ ïîìîùüþ L̄U -ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäàíèå 2. Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âè-
äà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




10 5 −1

−6 20 4

2 −3 −10




è âåêòîð b = (−4, 22, 5)T , âûïîëíèòü:

à. Âûïèñàòü ìåòîä ßêîáè â êîîðäèíàòíîì è êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí ñõîäÿùèìñÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T? Îòâåò îáîñíîâàòü.

â. Âû÷èñëèòü äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó ßêîáè è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ
îöåíêó îøèáêè íà êàæäîé èç íèõ â íîðìå ‖ · ‖∞.

Çàäàíèå 3. Äëÿ ìàòðèöû

P =




1 2 −2 3

2 8 0 8

−2 0 17 −10

3 8 −10 15




âûïîëíèòü:
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à. Ïîñòðîèòü LLT - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû P (L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ãëàâíîé äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ LLT - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû P ðåøèòü ñèñòåìó

Px = b,

c âåêòîðîì b = (4, 18, 5, 16)T .

â. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ïï. à,á íàéòè âåëè÷èíó
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû J(x) = xTPx, ãäå x � ðåøåíèå èç ï.á.

Çàäàíèå 4. Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 2 6

−2 6 −7

−2 7 1




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé îò-
ðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà (èëè âðàùåíèé Ãèâåíñà).

á. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (5,−15,−8)T .

â. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Âàðèàíò II

Çàäàíèå 1. Äëÿ ìàòðèöû

A =




8 −3 1

−5 −1 −2

3 0 1




âûïîëíèòü:
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à. Ïîñòðîèòü ŪL-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (Ū ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ ŪL-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (8, 0, 1)T .

â. Ñ ïîìîùüþ ŪL-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäàíèå 2. Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âè-
äà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




2 1 0

1 10 −3

0 −3 5




è âåêòîð b = (−1, 3, 7)T , âûïîëíèòü:

à. Âûïèñàòü ìåòîä Çåéäåëÿ â êîîðäèíàòíîì è êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí ñõîäÿùèìñÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T? Îòâåò îáîñíîâàòü.

â. Âû÷èñëèòü äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó Çåéäåëÿ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ
îöåíêó îøèáêè íà êàæäîé èç íèõ â íîðìå ‖ · ‖∞.

Çàäàíèå 3. Äëÿ ìàòðèöû

P =




15 3 −12 3

3 9 4 1

−12 4 13 −2

3 1 −2 1




âûïîëíèòü:
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à. Ïîñòðîèòü UUT - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû P (U � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ãëàâíîé äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ UUT - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû P ðåøèòü ñèñòåìó

Px = b,

c âåêòîðîì b = (12, 17, 3, 3)T .

â. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ïï. à,á íàéòè âåëè÷èíó
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû J(x) = xTPx, ãäå x � ðåøåíèå èç ï.á.

Çàäàíèå 4. Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 2 −3

−2 6 1

−2 7 −7




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé îò-
ðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà (èëè âðàùåíèé Ãèâåíñà).

á. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (6, 3, 12)T .

â. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Âàðèàíò III

Çàäàíèå 1. Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 3 1

1 2 3

3 9 5




âûïîëíèòü:
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à. Ïîñòðîèòü LŪ -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (Ū ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ LŪ -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (3, 7, 13)T .

â. Ñ ïîìîùüþ LŪ -ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäàíèå 2. Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âè-
äà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




10 −2 1

2 −20 4

−3 1 10




è âåêòîð b = (16, 50, 15)T , âûïîëíèòü:

à. Âûïèñàòü ìåòîä ßêîáè â êîîðäèíàòíîì è êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí ñõîäÿùèìñÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T? Îòâåò îáîñíîâàòü.

â. Âû÷èñëèòü äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó ßêîáè è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ
îöåíêó îøèáêè íà êàæäîé èç íèõ â íîðìå ‖ · ‖∞.

Çàäàíèå 3. Äëÿ ìàòðèöû

P =




1 2 −2 3

2 6 0 8

−2 0 15 −8

3 8 −8 24




âûïîëíèòü:
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à. Ïîñòðîèòü LDLT - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû P (L � íèæíÿÿ òðåóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, D � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ LDLT - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû P ðåøèòü ñèñòåìó

Px = b,

c âåêòîðîì b = (4, 16, 5, 27)T .

â. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû íàéòè âåëè÷èíó êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû J(x) = xTPx, ãäå x � ðåøåíèå èç ï.á.

Çàäàíèå 4. Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 3 6

−2 4 −7

−2 5 1




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé îò-
ðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà (èëè âðàùåíèé Ãèâåíñà).

á. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (8,−1, 8)T .

â. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Âàðèàíò IV

Çàäàíèå 1. Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 4 1

4 14 3

2 4 1




âûïîëíèòü:
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à. Ïîñòðîèòü UL̄-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (L̄ ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ UL̄-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (−6,−22,−8)T .

â. Ñ ïîìîùüþ UL̄-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäàíèå 2. Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âè-
äà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




4 −2 0

−2 5 1

0 1 2




è âåêòîð b = (0, 7, 0)T , âûïîëíèòü:

à. Âûïèñàòü ìåòîä Çåéäåëÿ â êîîðäèíàòíîì è êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí ñõîäÿùèìñÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T? Îòâåò îáîñíîâàòü.

â. Âû÷èñëèòü äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó Çåéäåëÿ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ
îöåíêó îøèáêè íà êàæäîé èç íèõ â íîðìå ‖ · ‖∞.

Çàäàíèå 3. Äëÿ ìàòðèöû

P =




30 −5 −12 3

−5 15 4 1

−12 4 7 −2

3 1 −2 1




âûïîëíèòü:
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à. Ïîñòðîèòü UDUT - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû P (U � âåðõíÿÿ òðåóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, D � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ UDUT - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû P ðåøèòü ñèñòåìó

Px = b,

c âåêòîðîì b = (16, 15,−3, 3)T .

â. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû íàéòè âåëè÷èíó êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû J(x) = xTPx, ãäå x � ðåøåíèå èç ï.á.

Çàäàíèå 4. Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 3 −3

−2 4 1

−2 5 −7




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé îò-
ðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà (èëè âðàùåíèé Ãèâåíñà).

á. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (−1,−3, 4)T .

â. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

4. Ýêçàìåíàöèîííûå êîíòðîëüíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 1
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Äëÿ ìàòðèöû

A =




2 0 2

4 −1 3

−2 −3 −2




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü L̄U -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (L̄ ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ L̄U -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (0, 0,−3)T .

â. Ñ ïîìîùüþ L̄U -ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 2

Äëÿ ìàòðèöû

A =




3 6 2

−5 −10 −4

1 3 1




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü ŪL-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (Ū ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ ŪL-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (10,−16, 5)T .
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â. Ñ ïîìîùüþ ŪL-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 3

Äëÿ ìàòðèöû

A =




3 0 3

−1 1 −2

1 2 1




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü LŪ -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (Ū ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ LŪ -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (0,−2,−2)T .

â. Ñ ïîìîùüþ LŪ -ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 4

Äëÿ ìàòðèöû

A =




−3 1 1

2 1 2

4 0 2




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü UL̄-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (L̄ ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).
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á. Ñ ïîìîùüþ UL̄-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (5, 2, 0)T .

â. Ñ ïîìîùüþ UL̄-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 5

Äëÿ ìàòðèöû

A =




2 2 −4

1 2 −2

2 1 −1




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü LŪ−1-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (Ū−1 ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ LŪ−1-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (0,−1,−2)T .

â. Ñ ïîìîùüþ LŪ−1-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâ-
ëåííîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 6

Äëÿ ìàòðèöû

A =




6 1 −1

5 1 −2

−8 0 4




âûïîëíèòü:
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à. Ïîñòðîèòü L̄−1U -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A (L̄−1 ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ L̄−1U -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (−3, 0, 0)T .

â. Ñ ïîìîùüþ L̄−1U -ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâ-
ëåííîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 7

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




10 1 −1

−1 5 0.5

1 1 −10




è âåêòîð b = (−18, 1, 18)T , âûïîëíèòü:

à. Ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä ßêîáè â êîîðäèíàòíîì è êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí ñõîäÿùèìñÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T? Îòâåò îáîñíîâàòü.

â. Âû÷èñëèòü äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó ßêîáè è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ
îöåíêó îøèáêè íà êàæäîé èç íèõ â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|},

x ∈ R3.

Çàäà÷à 8
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Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




−10 3 −1

1 −5 1

1 1 10




è âåêòîð b = (5,−7,−19)T , âûïîëíèòü:

à. Ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä ßêîáè â êîîðäèíàòíîì è êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí ñõîäÿùèìñÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T? Îòâåò îáîñíîâàòü.

â. Âû÷èñëèòü äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó ßêîáè è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ
îöåíêó îøèáêè íà êàæäîé èç íèõ â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈

R3.

Çàäà÷à 9

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




4 0 −1

0 5 2

−1 2 10




è âåêòîð b = (−3,−2,−9)T , âûïîëíèòü:

à. Ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ â êîîðäèíàòíîì è êàíîíè÷åñêîì âè-
äå.

á. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí ñõîäÿùèìñÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T? Îòâåò îáîñíîâàòü.
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â. Âû÷èñëèòü äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó Çåéäåëÿ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ
îöåíêó îøèáêè íà êàæäîé èç íèõ â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈

R3.

Çàäà÷à 10

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




10 2 0

2 5 −1

0 −1 2




è âåêòîð b = (8,−4, 3)T , âûïîëíèòü:

à. Ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ â êîîðäèíàòíîì è êàíîíè÷åñêîì âè-
äå.

á. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí ñõîäÿùèìñÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T? Îòâåò îáîñíîâàòü.

â. Âû÷èñëèòü äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó Çåéäåëÿ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ
îöåíêó îøèáêè íà êàæäîé èç íèõ â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈

R3.

Çàäà÷à 11

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




10 1 −1

−1 5 0.5

1 1 10




è âåêòîð b = (−9, 6, 0)T , âûïîëíèòü:
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à. Ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð τ1 äëÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T?

â. Âû÷èñëèòü îäíó èòåðàöèþ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó îøèáêè â
íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 12

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




10 1 −1

−1 5 0.5

1 1 10




è âåêòîð b = (−9, 6, 0)T , âûïîëíèòü:

à. Ñôîðìóëèðîâàòü ÿâíûé ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà â êàíîíè÷åñêîì âè-
äå.

á. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð τ1 äëÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T?

â. Âû÷èñëèòü îäíó èòåðàöèþ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó îøèáêè â
íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 13

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,
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ãäå ìàòðèöà

A =




10 3 −1

1 5 1

2 1 10




è âåêòîð b = (11, 0,−8)T , âûïîëíèòü:

à. Ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð τ1 äëÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T?

â. Âû÷èñëèòü îäíó èòåðàöèþ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó îøèáêè â
íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 14

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




10 3 −1

1 5 1

2 1 10




è âåêòîð b = (11, 0,−8)T , âûïîëíèòü:

à. Ñôîðìóëèðîâàòü ÿâíûé ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà â êàíîíè÷åñêîì âè-
äå.

á. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð τ1 äëÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T?

â. Âû÷èñëèòü îäíó èòåðàöèþ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó îøèáêè â
íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 15

124



Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




4 0 −1

0 5 2

−1 2 10




è âåêòîð b = (−3,−2,−9)T , âûïîëíèòü:

à. Íà îñíîâå ìåòîäà Çåéäåëÿ ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä ìèíèìàëüíûõ ïî-
ïðàâîê â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð τ1 äëÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T?

â. Âû÷èñëèòü îäíó èòåðàöèþ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó îøèáêè â
íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 16

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




4 0 −1

0 5 2

−1 2 10




è âåêòîð b = (−3,−2,−9)T , âûïîëíèòü:

à. Íà îñíîâå ìåòîäà Çåéäåëÿ ñôîðìóëèðîâàòü íåÿâíûé ìåòîä ñêîðåéøå-
ãî ñïóñêà â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð τ1 äëÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T?
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â. Âû÷èñëèòü îäíó èòåðàöèþ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó îøèáêè â
íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 17

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




10 2 0

2 5 −1

0 −1 2




è âåêòîð b = (8,−4, 3)T , âûïîëíèòü:

à. Íà îñíîâå ìåòîäà Çåéäåëÿ ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä ìèíèìàëüíûõ ïî-
ïðàâîê â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð τ1 äëÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T?

â. Âû÷èñëèòü îäíó èòåðàöèþ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó îøèáêè â
íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 18

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = b,

ãäå ìàòðèöà

A =




10 2 0

2 5 −1

0 −1 2




è âåêòîð b = (8,−4, 3)T , âûïîëíèòü:
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à. Íà îñíîâå ìåòîäà Çåéäåëÿ ñôîðìóëèðîâàòü íåÿâíûé ìåòîä ñêîðåéøå-
ãî ñïóñêà â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

á. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð τ1 äëÿ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, ò.å. x0 = (0, 0, 0)T?

â. Âû÷èñëèòü îäíó èòåðàöèþ è íàéòè àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó îøèáêè â
íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 19

Äëÿ ìàòðèöû

P =




4 −2 2 4

−2 2 −3 3

2 −3 14 −8

4 3 −8 33




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü LLT - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû P (L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ãëàâíîé äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ LLT - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû P ðåøèòü ñèñòåìó

Px = b,

c âåêòîðîì b = (4,−10, 27,−40)T .

â. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ïï. à,á íàéòè âåëè÷èíó
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû J(x) = xTPx, ãäå x � ðåøåíèå èç ï.á.

Çàäà÷à 20

Äëÿ ìàòðèöû

P =




10 7 3 4

7 30 −6 10

3 −6 9 0

4 10 0 4




âûïîëíèòü:
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à. Ïîñòðîèòü UUT - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû P (U � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ãëàâíîé äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ UUT - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû P ðåøèòü ñèñòåìó

Px = b,

c âåêòîðîì b = (4,−7, 0,−2)T .

â. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî ïï. à,á íàéòè âåëè÷èíó
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû J(x) = xTPx, ãäå x � ðåøåíèå èç ï.á.

Çàäà÷à 21

Äëÿ ìàòðèöû

P =




4 −2 2 4

−2 2 −3 3

2 −3 14 −8

4 3 −8 33




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü LDLT - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû P (L � íèæíÿÿ òðåóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, D � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ LDLT - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû P ðåøèòü ñèñòåìó

Px = b,

c âåêòîðîì b = (8, 0, 5, 32)T .

â. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû íàéòè âåëè÷èíó êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû J(x) = xTPx, ãäå x � ðåøåíèå èç ï.á.

Çàäà÷à 22
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Äëÿ ìàòðèöû

P =




14 −1 −1 −3

−1 10 −2 0

−1 −2 5 1

−3 0 1 1




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü UDUT - ðàçëîæåíèå ìàòðèöû P (U � âåðõíÿÿ òðåóãîëü-
íàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, D � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè).

á. Ñ ïîìîùüþ UDUT - ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû P ðåøèòü ñèñòåìó

Px = b,

c âåêòîðîì b = (19,−9,−5,−5)T .

â. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû íàéòè âåëè÷èíó êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû J(x) = xTPx, ãäå x � ðåøåíèå èç ï.á.

Çàäà÷à 23

Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 3 −6

−2 4 −3

−2 5 3




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé îò-
ðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà (èëè âðàùåíèé Ãèâåíñà).

á. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (8, 9, 4)T .
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â. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 24

Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 3 3

−2 4 −1

−2 5 7




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé îò-
ðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà (èëè âðàùåíèé Ãèâåíñà).

á. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (−4, 13,−9)T .

â. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 25

Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 3 −5

−2 4 5

−2 5 −3




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé îò-
ðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà (èëè âðàùåíèé Ãèâåíñà).
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á. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (−16,−7,−18)T .

â. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.

Çàäà÷à 26

Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 3 6

−2 4 3

−2 5 −3




âûïîëíèòü:

à. Ïîñòðîèòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé îò-
ðàæåíèÿ Õàóñõîëäåðà (èëè âðàùåíèé Ãèâåíñà).

á. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå âåêòîð b = (3,−1, 7)T .

â. Ñ ïîìîùüþ QR-ðàçëîæåíèÿ íàéòè ìàòðèöó A−1 è ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè ìàòðèöû A (MA) â íîðìå ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R3.
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