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Предисловие

Курс «Численные методы» в университетах преследует следующие цели:

. заложить базовые умения и навыки в области разработки вычислитель-
ных алгоритмов решения задач, возникающих в процессе математиче-

ского моделирования законов реального мира;

. обеспечить понимание основных идей численных методов, особенностей

и условий их применения;

. подготовить студентов к применению этих знаний в дальнейшей учебе

и практической деятельности.

При изучении данного курса значительную часть времени отводят на

«Численные методы алгебры». Эту часть общего курса называют также
«Численные методы – I». Когда акцент в этом курсе делают на вычислитель-

ные алгоритмы, используют термин «Вычислительная линейная алгебра».
Согласно требованиям Государственного образовательного стандарта [1], к

этой части численных методов относят следующие темы:

. тема 1 – методы исключения в решении систем;

. тема 2 – разложения Холесского положительно определенных матриц;

. тема 3 – методы ортогональных преобразований;

. тема 4 – итерационные методы решения систем;

. тема 5 – методы решения нелинейных уравнений;

. тема 6 – методы решения проблемы собственных значений матриц.

В качестве дополнительных тем в часть I иногда включают линейное про-

граммирование и/или решение переопределенных систем. В данное учебное
пособие включены первые три темы из приведенного списка тем. В лабора-

торных проектах затрагивается решение переопределенных систем, а в зада-
чи включены вопросы по итерационным методам решения линейных систем

уравнений. Линейное программирование изложено в отдельной книге [2].



Предисловие

Значение «Численных методов алгебры» во многих областях науки и

техники трудно переоценить, — оно растет очень быстро. В связи с этим
важно, чтобы студенты, готовящиеся стать специалистами в области мате-
матического моделирования, численных методов и комплексов программ,

обладали истинно глубокими знаниями, т. е. знаниями, имеющими для них
практическую ценность в их будущей деятельности. Такое знание дости-

гается не схоластическим изучением теории и не решением элементарных
задач в классе, но реальной проектной работой по созданию серьезных

программных продуктов высокого профессионального уровня, воплоща-
ющих эти численные методы. В связи с этим данное пособие использует

так называемый проектно-ориентированный подход, при котором студенты
получают необходимый теоретический материал и закрепляют эти знания
в практических лабораторных проектах. После этого итоговая проверка

знаний по курсу «Численные методы – I» проводится в форме решения
задач на экзамене или же методом тестирования. Последнее предполагает

умение быстро отыскивать правильный ответ, решать простые задачи и
анализировать алгоритмы. Надеемся, что при таком подходе к преподава-

нию и изучению студент лучше поймет и оценит этот важный предмет.

Ульяновск,

декабрь 2006
И. В. Семушин
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1

Введение

1.1 Учебные цели студента

Мы живем в высокотехнологичном мире, в котором компьютер с каждым

днем становится все более неотъемлемой частью. К тому же, наше общество
все больше зависит от математики. Любая проблема решается лучше, ес-

ли для нее найдена или построена подходящая (удовлетворительная, т. е.
адекватная) математическая модель. При том, что для этого может потре-

боваться различный объем математических знаний, каждому, кто берется
решать математически ориентированные проблемы, необходимо иметь на-

выки аналитического мышления.

Допустим, вы этим обладаете и смогли придать задаче математическую
форму, т. е. дали правильную математическую постановку задачи; вопрос

заключается в том, существует ли для этой задачи аналитическое решение ?
Действительность такова, что множество задач, для которых аналитическое

решение существует и может быть найдено в конечной форме, невелико.
Большинство задач требует численных методов для своего решения. Особен-
ность же этой области знания в том, что «наилучшего» численного метода

обычно не существует, так как в одних условиях лучшим будет один метод, в
то время как для других условий успешнее работает другой метод. Понять и

обосновать, какой же метод выбрать как лучший, можно лишь проводя вы-
числительные эксперименты с различными методами и для различных задач

и условий. Для этого нужно уметь осознанно планировать вычислительные
эксперименты, понимать и правильно программировать численные методы
и эффективно использовать возможности современной вычислительной тех-

ники.

Таким образом, безусловно каждому из вас потребуется хорошая компью-

терная подготовка, чтобы выжить на рынке труда и успешно функциониро-
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вать среди грамотных компьютерных пользователей. Было бы образователь-

ным преступлением получить диплом выпускника университета и не иметь
этих навыков хотя бы на удовлетворительном уровне. В конце концов, для
этого вы и посещаете курсы информатики, программирования и численных

методов.
Курс численных методов способствует этому, давая богатый набор инди-

видуальных заданий. В этом курсе мы преследуем три конкретные цели:

1. Студенты научатся выводить и доказывать положения математической
теории численных методов, т. е. разовьют навыки аналитического мыш-

ления. Эти навыки будут проверены посредством финального экзамена.

2. Студенты увидят, как математика и компьютеры применяются к про-
блемам реального мира, т.е. научатся решать задачи. Эти умения будут
проверены посредством семестровых контрольных работ, которые мы

рассматриваем как часть распределенного по времени экзамена.

3. Студенты приобретут реальный опыт разработки компьютерных про-
грамм высокого (почти профессионального) уровня и применения ком-

пьютеров посредством написания, отладки и многочисленных прогонов
своих программ. Приобретенный опыт будет проверен посредством вы-

полнения домашних заданий на лабораторные работы, которые по сво-
ей значимости можно трактовать как учебные программные проекты.

1.2 Оценка работы студента

Выставление финальной оценки. Для оценки того, в какой мере
студент приблизился к своим целям — навыки, умения и опыт, — мы приме-

няем следующую систему оценок.

• Ваша оценка есть взвешенное среднее посещаемости (A), домашней ра-

боты (H) и экзаменов (E), где под «экзаменами» (см. подробнее ниже)
понимается учет не только финального экзамена (во время сессии), но

и контрольных работ в течение семестра:

5 % — посещаемость.
Этот вес действует только в случае, если вы посещаете заня-

тия. Если вы пропускаете занятия, этот вес прогрессивно возрас-
тает (см. ниже). Вы можете получить «неудовлетворительно»

исключительно в результате низкой посещаемости.

10



1.2. Оценка работы студента

30 % — домашняя работа.

65 % — экзамены.

Таким образом, итоговая оценка (final grade, FG) вычисляется по

правилу:

FG = 0.05A + 0.30H + 0.65E, (1.1)

где каждая составляющая:

A = attendance (посещаемость),

H = homework (домашняя работа) и
E = exams (экзамены)

выражается целым числом не выше 100 баллов.

• Эта итоговая оценка затем отображается на стандартную шкалу оценок:

86 - 100 = «отлично»,
71 - 85 = «хорошо»,
56 - 70 = «удовлетворительно»,

0 - 55 = «неудовлетворительно».

• Пример.

Студент Иван С. имеет следующие баллы:
A = 90, H = 87, E = 83. Тогда 0.05× 90 + 0.30× 87 + 0.65× 83 = 84.6.

Следовательно, Иван заработал «хорошо».
Имейте в виду, что оценки зарабатываются.

• Мы оставляем за собой право дать своего рода «плюс-минус дельта»,

если студент имеет оценку на границе между оценками (т. е. 85, 70 или
55). Если студент имеет 90 или выше за посещаемость (A ≥ 90), сдал все

домашние задания в установленный срок и проявил хорошее прилежа-
ние, тогда мы рассматриваем возможность выставления ему следующей

более высокой оценки. Если же студент не продемонстрировал указан-
ных выше качеств, возможность повышения оценки исключается. Мы

не рассматриваем возможности повышения оценки, если до граничного
значения не хватает хотя бы одного балла.

• Для итоговой оценки мы используем «симметричное» округление, т. е.

округляем вверх, если младшая цифра есть 5 или выше, и вниз, если
она меньше пяти. При вычислении средней оценки за домашнюю работу

и средней за экзамены соответствующие числа H и E округляются до

11



Введение

ближайшей десятой и затем они умножаются на свои весовые коэффи-

циенты 0.05 и 0.30; после сложения по формуле (1.1) финальная оценка
округляется.

Учет посещаемости (A)

• Каждое учебное занятие, в том числе лекция, начинается с вашей роспи-
си в явочном листе. Поставить свою роспись — ваша личная ответствен-

ность. Отсутствие росписи означает ваше отсутствие на занятии. Чтобы
ваше отсутствие было расценено как уважительное, вы должны изве-
стить об этом преподавателя своевременно (т. е. в течение одной недели

до или после занятия). Пожалуйста, оставьте преподавателю телефон-
ное сообщение на рабочий телефон (секретарю кафедры) или записку.

• Ваша оценка за посещаемость будет определена по табл. 1.1.

Таблица 1.1. Влияние неуважительных пропусков на оценку

Число неуважительных
пропусковa

Балл
A

Вклад в FG, вашу
итоговую оценку

0 100 +5

1 90 +4.5

2 50 +2.5

3 0 +0

4 −50 −2.5

5 −100 −5

6 −150 −7.5

7 −200 −10

8 −400 −20

9 −600 −30

10 −800 −40

a Неуважительный пропуск есть пропуск занятия, который
не связан с болезнью, с семейной утратой или с факуль-
тетским мероприятием.

При числе неуважительных пропусков выше десяти у вас нет шанса

получить положительную итоговую оценку за весь курс.
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1.2. Оценка работы студента

• Вы можете иметь максимум 8 уважительных пропусков. После этого

все пропуски считаются неуважительными.

• Для спортсмена пропуск занятия считается уважительным, если его
тренер известит об этом преподавателя заранее в письменной форме.
Если вы больны, позвоните на кафедру, чтобы преподавателя об этом

известили. Любой такой пропуск будет неуважительным, если препо-
давателя не известят в течение одной недели после вашего пропуска

занятия. Извещение следует делать в форме телефонного сообщения
или записки секретарю кафедры. Ваше извещение должно содержать

номер группы, день и время пропускаемого занятия, название предмета
и, конечно, ваше имя и фамилию.

Домашняя работа (H)

• Вам будет предложен ряд домашних заданий, которые — по нашему

предположению — вы выполните и сдадите. Баллы за отдельные зада-
ния складываются и тем самым образуют H, т. е. оценку за этот вид

вашей учебной работы. Любая сдача домашнего задания позже уста-
новленного срока влечет уменьшение вашей оценки H на 10 баллов. За
каждое невыполненное задание в H поступает 0.

• По курсу «Численные методы» домашние задания представляют собой

задания на лабораторные работы (проекты). Обычно мы предлагаем вы-
полнить 3 таких работы за семестр, т. е. выдаем 3 задания. Максималь-

ное количество баллов H, которое можно заработать за всю домашнюю
работу, составляет 100. Эти 100 баллов мы разделяем определенным

образом между общим числом выданных домашних заданий.

• Итак, каждому студенту мы предлагаем выполнить в течение семестра 3
лабораторные работы, чтобы покрыть все три темы из списка на стр. 7,
включенные в данное пособие. За выполненное безупречно и в полном

объеме задание по теме № 1 (это любой, по выбору студента или пре-
подавателя, лабораторный проект №№ 1, 2, 3 или 4) студент заработает

50 баллов, причем по срокам это задание должно предшествовать всем
последующим. Далее, за выполненное безупречно и в полном объеме

задание по теме № 2 (это лабораторный проект № 5) студент заработает
20 баллов, а за выполненное безупречно и в полном объеме задание по

теме № 3 (это лабораторный проект № 6) — 30 баллов. Заработанное

13



Введение

число баллов за каждое задание будет уменьшено, если защита работы

не отвечает всем требованиям, изложенным в данном учебном пособии,
или не демонстрирует самостоятельность выполнения.

• Преподаватель, ведущий лабораторные занятия в дисплейном классе,

назначит сроки сдачи лабораторных работ и на каждом занятии всегда
с готовностью поможет вам, если вы ясно формулируете те конкрет-

ные вопросы, которые у вас возникли дома. Преподаватель, ведущий
семинарские (практические) занятия, поможет вам и всей аудитории,

когда вы будете у доски рассказывать, как вы понимаете и как дома
программируете тот или иной алгоритм.

Экзамены (E)

• Ваша оценка за экзамены, т. е. величина E в составе финальной оцен-
ки, вычисляемой по формуле (1.1), будет определена как равномерно
взвешенное среднее значение результатов PКР–1 и PКР–2 письменных кон-

трольных работ (КР–1) и (КР–2) в течение семестра и результата PУЭ

устного экзамена (УЭ) во время экзаменационной сессии. Это означает,

что

E = (PКР–1 + PКР–2 + PУЭ) /3, PКР–1, PКР–2, PУЭ ∈ [0, 100]. (1.2)

При том, что контрольные работы письменно проверяют ваше умение
решать задачи, устный экзамен есть всеобъемлющая проверка вашего

знания основных положений теории, умения доказывать эти положения
и делать из них логические выводы. Эти (письменная и устная) части

экзамена в совокупности покрывают весь учебный курс. Для этого мы
проводим не менее двух контрольных работ за семестр.

• Все контрольные работы будут вам объявлены заранее — не позднее,

чем за неделю. Если вы собираетесь пропустить контрольную работу
(это должен быть уважительный пропуск), мы предпочтем, чтобы вы

написали эту работу раньше назначенного срока. Если вы не сможете
написать контрольную работу до назначенного срока, то примите все

меры к тому, чтобы написать ее в течение недели после контрольного
срока. По истечении недели после этого вы получите ноль. Вы также

получите ноль за неуважительный пропуск контрольной работы.
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1.3. Кодекс студента

• Мы переписываем и заменяем некоторые задания или делаем вариации

в постановке экзаменационных вопросов по сравнению с теми, которые
опубликованы в наших учебных пособиях, в предыдущем семестре или
в типовой рабочей программе на нашем сайте. Об этом будет объявлено

за две недели до контрольных работ или финального экзамена.

1.3 Кодекс студента

Академическая честность

• К сожалению, всегда есть люди, не столь честные, как другие, и на-

столько, что мы должны пояснить, как будем действовать в этом слу-
чае.

• За любую контрольную работу, экзамен, программу или любой иной
вид работы, который выполнен нечестно, вы получите ноль, и препода-

ватель будет беседовать с вами. Если такая проблема случится во второй
раз, преподаватель направит вас к декану факультета, и вы снова зара-

ботаете ноль за этот вид работы. Если вопрос о нечестности возникнет
в третий раз, то вы сразу заработаете «неудовлетворительно» за весь

предмет и снова будете отправлены к декану.

• Что считается академической нечестностью, т. е. обманом ? По обще-

принятому правилу, это означает найти кого-то другого, кто сделает за
вас вашу работу, и выдать ее за вашу собственную. Это также включа-

ет получение и оказание посторонней помощи на экзамене или во время
контрольной работы (от соседа или с помощью шпаргалки).

• Наши экзамены — это всегда закрытая книга, закрытый конспект,
закрытый сосед и открытый ум. Если в этом правиле появятся какие-

либо изменения, об этом будет объявлено заранее.

• Не пользуйтесь шпаргалками. Они приносят больше вреда, чем поль-
зы. Ваше сознание будет раздвоено между попыткой сформулировать
ответ и попыткой утаить факт пользования шпаргалкой. Обнаружить

такое раздвоенное сознание не составляет никакого труда. Вы будете
обескуражены еще больше самыми простыми вопросами экзаменатора.

• При выполнении домашних заданий приемлемо работать с кем-то еще,

обсуждая трудные вопросы и помогая тем самым друг другу, но при
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Введение

этом вы должны сами делать свою работу. Например, при написании

компьютерных программ вполне нормально — обсуждать синтаксис, де-
тали задания или получать помощь по сообщениям об ошибке. Ненор-
мально, если вы отдаете кому-то копию вашей программы. Неприемле-

мо, если кто-то другой пишет программу для вас. Недопустимо копиро-
вать работу предыдущего семестра.

• В курсовых работах — вообще, в любых письменных работах — пла-

гиатом является дословное копирование части чужих трудов, таких
как чья-то статья (в том числе и опубликованная в Интернете), книга
или энциклопедия, без использования кавычек и ссылки на источник.

Обобщающие заключения и выводы, которые вы пишете, должны быть
выражены вашими собственными словами.

• Нечестность, когда она появляется в домашней работе, не столь оче-

видна. Мы это вполне признае́м. Но она так или иначе проявит себя на
устном экзамене, так как ваш балл за домашнюю работу будет контра-
стировать с уровнем вашего ответа. Вы только навредите себе и ослож-

ните свое положение очевидной провинностью.

Поведение в аудитории

• Примите все меры к тому, чтобы приходить на занятия вовремя. Если
вы все же опаздываете,

– не спрашивайте разрешения войти и не извиняйтесь за опоздание,

– не проходите на место перед передним рядом мест,

– тихо займите ваше место,

– для получения любого раздаточного материала (если он есть) до-
ждитесь конца занятия,

– не хлопайте дверью.

• Чтобы выйти из аудитории, просите разрешения.

• Поднимайте руку и ждите, когда на вас обратят внимание, перед тем

как задать вопрос.

• Не разговаривайте в аудитории.

• Уберите за собой и поставьте стул в исходное положение.
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1.4. Краткое описание курса

Путь к успеху

• Приходите на занятие вовремя, принимайте в нем участие и ведите за-
писи.

• Просматривайте задания до занятия.

• Проверяйте ваши записи после занятия.

• Вовремя выполняйте ваши задания.

• Не накапливайте задолженности по самостоятельной работе — чтению
учебных материалов, по домашней работе и в целом — по учебе.

• Выполняйте рекомендации по подготовке к контрольным работам и к

финальному экзамену. Убедитесь, что вы можете решать типовые за-
дачи и доказывать теоремы, которые во время лекций были отмечены

как упражнения для самостоятельной работы.

• Придерживайтесь твердой решимости добиться успеха.

• Если вам нужна помощь, получайте ее безотлагательно.

• Сохраняйте позитивное отношение к делу.

Обратная связь

• По окончании всего курса занятий заполните анонимно лист обратной
связи, который выдаст преподаватель. В нем вы можете отметить как

положительные, так и отрицательные, на ваш взгляд, стороны препо-
давания этого предмета в текущем семестре.

• Преподаватель периодически просматривает свой сайт. Вы можете по-

сылать через него ваши кратко сформулированные предложения, ко-
торые, по вашему мнению, помогли бы вам повысить эффективность

изучения этого предмета.

Добро пожаловать на наши занятия. Вместе мы рассчитываем на

большой и продуктивный семестр !

1.4 Краткое описание курса

На стр. 18 вы найдете краткое — занимающее один лист — описание дан-
ного курса.
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Введение

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ АЛГЕБРЫ

Кредиты: 3a Семестр: 1b Обязательный: ДА
Формат: Лекции

Семинары
Лабораторные работы
Самостоятельная работа

34 ч
0 ч

17 ч
49 ч

Преподаватель: проф. И. В. Семушин
Содержание:

Этот курс излагает основы современных и классических численных методов реше-
ния алгебраических задач: линейных систем уравнений, нелинейных уравнений, ап-
проксимации функций и отыскания собственных значений матриц. Его программа
охватывает следующие темы: методы исключения неизвестных, алгоритмы разло-
жения Холесского, ортогональные преобразования, итерационные методы, а также
обзор алгоритмов метода наименьших квадратов и методов решения проблемы соб-
ственных значений.

Ожидаемые результаты изучения: продемонстрировать —

знание и

понимание:

структуры погрешностей решения вычислительных задач; кор-
ректности задач; прямых и итерационных методов решения ли-
нейных систем; задачи и алгоритмов метода наименьших квад-
ратов; проблемы собственных значений и основ ее решения.

способность:

(теоретические
навыки)

понимать и формулировать основные численные процедуры и
решать демонстрационные задачи; идентифицировать подходя-
щие методы для конкретных задач линейной алгебры.

способность:

(практические
навыки)

понимать реализацию и поведение численных методов и реше-
ний на практике; логически формулировать численные методы
для решения задач на компьютере с применением языков про-
граммирования (Fortran 77/90, Pascal или C/C++).

способность:

(ключевые
навыки)

изучать предмет самостоятельно; использовать литературные
источники; использовать персональный компьютер для про-
граммирования; эффективно конспектировать материал и рас-
поряжаться рабочим временем.

Оценивание: 5% за посещаемость (неуважительные пропуски прогрессивно штра-
фуются); 30% за семестровые (домашние) задания, 65% суммарно за две контрольные
работы и финальный (устный) экзамен.
Практическая работа: Выдаваемые индивидуальные задания включают программи-
рование отдельных методов из числа методов, излагаемых в данном курсе.
Рекомендуемые учебные материалы: Конспект лекций.
В. В. Воеводин. Численные методы алгебры. Теория и алгоритмы. — М.: Наука, 1966.
А. А. Самарский, А. В. Гулин. Численные методы. — М.: Наука, 1989.
Дополнительное чтение: Н. Н. Калиткин. Численные методы. — М.: Наука, 1978.
Н. С. Бахвалов. Численные методы. — М.: Наука, 1975. или: Н. С. Бахвалов,
Н. П. Жидков, Г. М. Кобельков. Численные методы. — М.: Наука, 1987.
a Число кредитных часов (приравнивается числу аудиторных часов в неделю).
b Продолжительность курса.
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2

Стандартные алгоритмы

LU-разложения

2.1 Алгоритмы метода Гаусса

Обычный метод Гаусса, осуществляющий LU -разложение матрицы A, за-
ключается в последовательном исключении переменных из уравнений систе-

мы
Ax = f. (2.1)

На первом шаге для исключения первой переменной x1 в первом уравнении

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = f1 (2.2)

достаточно потребовать выполнения условия a11 6= 0. Тогда, разделив обе ча-

сти (2.2) на a11, получим уравнение, в котором коэффициент при x1 равен 1.
После этого, умножая полученное уравнение на ai1 и вычитая результат из
i-го уравнения системы (2.1), i = 2, . . . , n, последовательно исключаем пе-

ременную x1 из всех уравнений системы (кроме первого). На втором шаге
метода Гаусса описанный алгоритм повторяем для переменной x2, т. е. берем

систему (2.1), преобразованную в результате первого шага, и нормируем в
ней второе уравнение

a
(1)
22 x2 + . . . + a

(1)
2n xn = f

(1)
2 ,

считая, что a
(1)
22 6= 0. После этого исключаем переменную x2 из оставшихся

n− 2 уравнений системы (2.1). Таким образом, за n шагов получим эквива-
лентную систему линейных алгебраических уравнений с верхней треуголь-

ной матрицей, на диагонали которой стоят единицы1

Ūx = y. (2.3)
1 Здесь и далее черта над матрицей означает, что на главной диагонали стоят единицы.



2. Стандартные алгоритмы LU-разложения

Система (2.3) легко решается обратной подстановкой

xi = yi −
n∑

j=i+1

uijxj, i = n− 1, . . . , 1, xn = yn.

При решении системы (2.1) на ЭВМ достаточно хранить коэффициенты
матрицы A и элементы вектора f . Тогда каждый шаг метода Гаусса состоит

в пересчете коэффициентов активной подматрицы матрицы A и соответ-
ствующих элементов вектора f . В результате прямого хода метода Гаусса на

месте матрицы A образуются две треугольные матрицы: нижняя треуголь-
ная матрица L с ненулевыми элементами на главной диагонали и верхняя
треугольная матрица U с единицами на главной диагонали, т. е. Ū .

Замечание 2.1. Пересчет элементов вектора f должен быть отло-

жен, т. е. сначала пересчет коэффициентов матрицы A должен привести к
разложению матрицы A в произведение матриц L и Ū и только затем должна

быть введена и соответственно обработана правая часть — вектор f .
Алгоритм, дающий LŪ -разложение матрицы A, кратко можно записать

следующим образом.

Для k = 1 до n

Нормируем первую строку матрицы A(k−1).

Для i = k + 1 до n

Вычитаем первую строку матрицы A(k−1),

умноженную на a
(k−1)
ik , из i-й строки.

Здесь A(k−1) означает активную подматрицу матрицы A после (k − 1)-гo
шага метода Гаусса, k = 1, 2, . . . , n, причем A(0) = A.

Алгоритм, дающий L̄U -разложение матрицы A, отличается только нор-

мировкой элементов активной подматрицы:

Для k = 1 до n− 1

Нормируем первый столбец матрицы A(k−1).
Для i = k + 1 до n

Вычитаем первую строку матрицы A(k−1),

умноженную на a
(k−1)
ik , из i-й строки.

Описанные выше алгоритмы в том виде, в каком они приведены, на прак-

тике используются очень редко, т. е. только в том случае, если можно га-
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2.2. Выбор ведущего элемента

рантировать, что в результате гауссова исключения на диагонали не появят-

ся нулевые элементы. Однако это можно гарантировать только для матриц
специального вида (например, для положительно определенных матриц, см.
главу 4), поэтому в общем случае используется метод Гаусса с выбором глав-

ного (ведущего) элемента.

2.2 Выбор ведущего элемента

Существуют три стратегии выбора главного (ведущего) элемента.

Стратегия I. Первая стратегия (по столбцу) подразумевает, что в ка-

честве главного на k-м шаге метода Гаусса выбирается максимальный по
модулю элемент первого столбца активной подматрицы. Затем этот элемент
меняется местами с диагональным элементом, что соответствует перестанов-

ке строк матрицы A(k−1) и элементов вектора f (k−1). На самом деле строки
матрицы A(k−1) и элементы вектора f (k−1) остаются на своих местах, а пере-

ставляются только элементы дополнительного вектора, в котором хранятся
номера строк исходной матрицы, соответствующие номерам строк перестав-

ленной матрицы, т. е. элементы так называемого вектора перестановок. Все
обращения к элементам матриц L, U и вектора f осуществляются через век-

тор перестановок.

Стратегия II. Следующая стратегия (по строке) заключается в выбо-
ре в качестве главного элемента максимального по модулю элемента первой

строки активной подматрицы. Затем этот элемент обменивается местами с
диагональным, что соответствует перестановке столбцов матрицы A(k−1) и

элементов вектора x. Как и в предыдущем случае, реально обмениваются
только элементы дополнительного вектора, в котором фиксируются пере-
становки столбцов матрицы A. Доступ к элементам матриц L, U и вектора

x осуществляется с использованием этого вектора.

Стратегия III. Последняя стратегия выбора главного элемента (по ак-

тивной подматрице) объединяет две первые стратегии. Здесь в качестве
главного выбирается максимальный по модулю элемент активной подмат-
рицы. В общем случае, чтобы поставить этот элемент на место диагональ-

ного, требуется обменивать столбцы и строки матрицы A(k−1), что связано с
введением двух дополнительных векторов: в одном хранятся перестановки

столбцов, а в другом — перестановки строк матрицы A.

Приведенные выше алгоритмы LU -разложения с учетом выбора главного

элемента будут иметь следующий вид.
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2. Стандартные алгоритмы LU-разложения

Алгоритм 1. LŪ-разложение по методу Гаусса

с выбором главного элемента

Для k = 1 до n

Выбираем главный элемент в A(k−1).

Нормируем первую строку матрицы A(k−1).
Для i = k + 1 до n

Вычитаем первую строку матрицы A(k−1),

умноженную на a
(k−1)
ik , из i-й строки.

Приведенный алгоритм называют исключением по столбцам, так как он

исключает переменную xk из всей поддиагональной части k-го столбца.

Замечание 2.2. Во всех таких алгоритмах должно быть выполнено
дополнительное требование к реализации: все действия должны выполнять-
ся в одном и том же массиве чисел, т. е. исходная матрица A должна заме-

щаться числами, составляющими результирующее разложение. Например, в
Алгоритме 1 сначала A(0) = A, а в конце на месте этой матрицы получаются

нетривиальные элементы матриц L и Ū .

Замечание 2.3. Под выбором главного элемента здесь и далее
понимается любая из трех стратегий, описанных выше.

Алгоритм 2. L̄U-разложение по методу Гаусса
с выбором главного элемента

Для k = 1 до n− 1

Выбираем главный элемент в A(k−1).

Нормируем первый столбец матрицы A(k−1).
Для i = k + 1 до n

Вычитаем первую строку матрицы A(k−1)

умноженную на a
(k−1)
ik из i-й строки.

Под гауссовым исключением по строкам с выбором главного элемента по

строке понимается такая разновидность метода Гаусса, в которой на каждом
шаге исключения изменяется одна строка — первая строка активной подмат-

рицы.
Первый шаг этого метода заключается в выборе главного элемента в пер-

вой строке матрицы A и в нормировке этой строки. На следующем шаге из
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2.3. Компактные схемы

второй строки вычитается первая, умноженная на a21. Затем во второй стро-

ке отыскивается главный элемент, и строка нормируется. На третьем шаге
из третьей строки матрицы A вычитаются две первых. Сначала вычитает-
ся первая строка, умноженная на a31, затем — вторая строка, умноженная

на a32. Потом в измененной третьей строке отыскивается главный элемент
и строка нормируется. Повторяя описанный алгоритм n раз, получим LŪ -

разложение матрицы A.

Замечание 2.4. В описаниях алгоритмов упоминаются элементы

матрицы A, например, только что упоминались элементы a21, a31, a32. Есте-
ственно, речь идет о текущих, а не об исходных значениях элементов, зани-

мающих указанные позиции матрицы A.

Замечание 2.5. При UL-разложении матрицы A все действия вы-

полняются аналогично, но в противоположном порядке нумерации строк и
столбцов: снизу-вверх и справа-налево.

Таким образом, наряду с гауссовым исключением неизвестных по столб-
цам существует возможность проводить это исключение по строкам. Такая

возможность представлена в следующем алгоритме.

Алгоритм 3. LŪ-разложение по методу Гаусса (по строкам)

Для k = 1 до n

Для i = 1 до k − 1
Вычитаем i-ю строку матрицы A,
умноженную на aki, из k-й строки.

Выбираем главный элемент в k-й строке.
Нормируем k-ю строку матрицы A.

2.3 Компактные схемы

Следующей разновидностью метода Гаусса являются компактные схемы.
Первая называется методом Краута, а вторая — компактной схемой «строка

за строкой». В методе Краута на каждом шаге исключения изменяются толь-
ко первый столбец и первая строка активной подматрицы. В схеме «строка

за строкой» на k-м шаге изменяется только k-я строка матрицы A.
Выведем формулы метода Краута для k-го шага. Предположим, что уже

сделаны первые k−1 шагов, т.е. определены k−1 столбец матрицы L и k−1
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2. Стандартные алгоритмы LU-разложения

строка матрицы Ū . Из соотношения A = LŪ для (i, j)-гo элемента имеем

aij =

n∑

p=1

lipupj. (2.4)

В силу треугольности матриц L и Ū при p > i имеем lip = 0 и при p > j
имеем upj = 0. Тогда с учетом того, что ukk = 1, для k-го столбца матрицы

A находим

aik = lik +
k−1∑

p=1

lipupk, i ≥ k. (2.5)

Из (2.5) следует

lik = aik −
k−1∑

p=1

lipupk, i ≥ k. (2.6)

Таким образом, k-й столбец матрицы L становится известен. Теперь из
(2.4) для k-й строки матрицы A имеем

akj = lkkukj +

k−1∑

p=1

lkpupj, j > k. (2.7)

Из (2.7) находим

ukj =

(

akj −
k−1∑

p=1

lkpupj

)/

lkk, j > k. (2.8)

Итак, (2.8) дает способ нахождения k-й строки матрицы Ū . В результате,

зная первые k− 1 столбцов матрицы L и k− 1 строк матрицы Ū , мы можем
по формулам (2.6) и (2.8) определить k-й столбец матрицы L и затем k-ю
строку матрицы Ū . Первый столбец матрицы L определяется равенствами

li1 = ai1, i = 1, 2, . . . , n.

Это следует из (2.6) и того, что первым столбцом матрицы Ū является

первый координатный вектор e1. Здесь предполагается, что если нижний
предел суммирования меньше верхнего, то значение суммы равно нулю. По-

сле этого в первом столбце выбирается главный элемент. Затем по формулам

u1j = a1j/l1j, j = 2, 3, . . . , n
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2.3. Компактные схемы

вычисляется первая строка матрицы Ū . Повторяя указанную последо-

вательность действий n раз, с помощью формул (2.6) и (2.8) получаем
LŪ -разложение матрицы A.

Алгоритм 4. LŪ-разложение по компактной схеме Краута

Для k = 1 до n
По формуле (2.6) вычисляем k-й столбец матрицы L.

Выбираем среди элементов k-го столбца главный элемент.
По формуле (2.8) вычисляем k-ю строку матрицы Ū .

Чтобы получить метод Краута, дающий L̄U -разложение с выбором глав-

ного элемента по строке, достаточно поменять местами формулы (2.6) и (2.8),
а также последовательность вычисления столбцов матрицы L̄ и строк мат-

рицы U . Таким образом, на k-м шаге сначала по формуле

ukj = akj −
k−1∑

p=1

lkpupj, j ≥ k, (2.9)

вычисляется строка матрицы U . Затем в этой строке выбирается главный
элемент и находится столбец матрицы L̄ по следующей формуле:

lik =

(

aik −
k−1∑

p=1

lipupk

)/

ukk, i ≥ k. (2.10)

Алгоритм 5. L̄U-разложение по компактной схеме Краута

Для k = 1 до n
По формуле (2.9) вычисляем k-ю строку матрицы U .

Выбираем среди элементов k-й строки главный элемент.
По формуле (2.10) вычисляем k-й столбец матрицы L̄.

Компактная схема «строка за строкой», дающая LŪ -разложение матрицы

A, использует те же самые формулы (2.6) и (2.8). Меняется только последо-
вательность вычисления элементов матрицы L.

Пусть уже обработаны по этому методу первые k − 1 строк матрицы A.
Следовательно, мы имеем k − 1 строку матрицы L и k − 1 строку матрицы

Ū . Далее по формулам (2.6) вычисляем ненулевые элементы k-й строки
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2. Стандартные алгоритмы LU-разложения

матрицы L. По формулам (2.8) без деления на диагональный элемент lkk

вычисляем ненулевые элементы k-й строки матрицы Ū . Затем среди вновь
вычисленных элементов, от диагонального до n-го, определяем главный
элемент, меняем его местами с диагональным и делим элементы k-й строки

матрицы Ū на этот элемент. В результате получаем требуемое разложение.

Алгоритм 6. LŪ-разложение по компактной схеме
«строка за строкой»

Для k = 1 до n

По формуле (2.6) вычисляем элементы k-й
строки матрицы L.

По формуле (2.8) без деления на диагональный
элемент lkk, вычисляем k-ю строку матрицы Ū .
Среди элементов k-й строки (от диагонального

до n-го) определяем главный элемент.
Делим на главный элемент k-ю строку матрицы Ū .

2.4 Алгоритмы метода Жордана

К последней группе методов исключения относятся методы Жордана.

Эти методы используют те же самые формулы, что и обычный метод Гаус-
са, но в отличие от него на k-м шаге метода Жордана пересчитываются
все строки матрицы A, а не только строки активной подматрицы. Это соот-

ветствует исключению i-й переменной из всех уравнений кроме i-го. Таким
образом, методы Жордана дают решение системы линейных алгебраических

уравнений за один проход.

Замечание 2.6. Термин LŪ−1-разложение, который мы используем

ниже для краткости в применении к методу Жордана, означает, что на
самом деле отыскивается LŪ -разложение матрицы A, но алгоритм по этому

методу при его выполнении в одном и том же массиве дает вместо матрицы
Ū обратную матрицу Ū−1, причем в следующем виде: единицы главной

диагонали матрицы Ū−1 не хранятся, а все другие элементы этой матрицы
получаются с противоположными знаками.
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Чтобы получить LŪ−1-разложение по методу Жордана, надо восполь-

зоваться следующим алгоритмом. На первом шаге в активной подматрице
A0 = A выбирается главный элемент. Затем первая строка нормируется, до-
множается на ai1 и вычитается из i-й строки, i = 2, 3, . . . , n. На втором шаге

главный элемент определяется среди элементов активной подматрицы A(1).
Потом вторая строка нормируется и после домножения на ai2 вычитается

из i-й, где i = 1, 3, . . . , n. В общем случае на k-м шаге в подматрице A(k−1)

выбирается главный элемент. Затем k-я строка нормируется, домножается

на aik и вычитается из i-й, где i = 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n. В результате,
чтобы получить требуемое разложение, остается поменять знак на противо-

положный у всех элементов, лежащих выше главной диагонали.

Алгоритм 7. LŪ−1-разложение A = LŪ по методу Жордана

Для k = 1 до n

Выбираем главный элемент в A(k−1).

Нормируем первую строку матрицы A(k−1).

Для i = 1 до k − 1

Вычитаем первую строку матрицы A(k−1),

умноженную на a
(k−1)
ik , из i-й строки.

Для i = k + 1 до n

Вычитаем первую строку матрицы A(k−1),

умноженную на a
(k−1)
ik , из i-й строки.

Для i = 1 до n
Для j = i + 1 до n

aij = −aij

Еще раз обратим внимание на замечание 2.6: в отличие от всех рассмот-
ренных ранее случаев LU -разложения LŪ−1-разложение не является разло-
жением в обычном смысле, т. е. LŪ−1 6= A. Здесь под LŪ−1-разложением

понимается то, что на месте матрицы A образуются две треугольные мат-
рицы: нижняя треугольная матрица L и верхняя треугольная матрица Ū−1

с противоположными знаками внедиагональных элементов, причем LŪ = A.

Таким образом, мы рассмотрели основные типы алгоритмов гауссова ис-
ключения, дающие LU -разложение матрицы A. Аналогичные алгоритмы

для UL-разложения легко получаются из рассмотренных выше алгоритмов,
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2. Стандартные алгоритмы LU-разложения

если проводить исключение, начиная с последней переменной и до первой.

На матричном языке это означает модификацию строк и столбцов матри-
цы A, начиная с последних и до первых. Под активной подматрицей A(k)

в этом случае понимаются первые k строк и столбцов матрицы A. Кроме

того, L̄−1U -разложение A = L̄U Жордана подразумевает смену знака на
противоположный у всех элементов, находящихся ниже главной диагонали.

2.5 Вычисление обратной матрицы

Есть два способа вычисления обратной матрицы A−1: через решение си-

стемы Ax = f с различными правыми частями f и непосредственно через
разложение матрицы A в произведение треугольных матриц. В первом спо-

собе правая часть f последовательно пробегает значения столбцов ei единич-
ной матрицы I, при этом для каждой из них найденное решение x системы

Ax = f образует i-й столбец искомой матрицы A−1. Это, очевидно, соответ-
ствует решению матричного уравнения AX = I, так как X = A−1.

Второй способ основан на том, что если A = LŪ , то A−1 = Ū−1L−1.

Это называют элиминативной формой обратной матрицы, так как здесь
A−1 находят непосредственно по разложению A = LŪ , которое само по се-

бе эквивалентно процедуре гауссова исключения (elimination) неизвестных.
Рассмотрим этот способ и характеризуем особенности его программной ре-

ализации более подробно. Для численной иллюстрации возьмем следующий
пример.

Пример 2.1. Пусть для данной матрицы A каким-либо способом най-
дено разложение A = LŪ :

A =







2 4 −4 6
1 4 2 1

3 8 1 1
2 5 0 5







, L =







2
1 2

3 2 3
2 1 2 4







, Ū =







1 2 −2 3
1 2 −1

1 −2
1







.

Известная особенность реализации такого разложения заключается в том,

что результат разложения замещает исходную матрицу, т. е. имеем

исходный массив ⇒ результирующий массив






2 4 −4 6

1 4 2 1
3 8 1 1
2 5 0 5






⇒







2
∣
∣ 2 −2 3

1 2
∣
∣ 2 −1

3 2 3
∣
∣ −2

2 1 2 4
∣
∣







.
(2.11)
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Следовательно, перед началом вычисления обратной матрицы A−1 в нали-

чии имеем две матрицы: матрицу L — в нижней треугольной части массива
вместе с диагональю, матрицу Ū — в верхней треугольной части массива без
единичной (известной по умолчанию) диагонали. Запишем A−1 = Ū−1×L−1,

где символ × обозначает процедуру перемножения треугольных матриц Ū−1

и L−1 в указанном порядке. Тем самым отмечаем, что это должна быть спе-

циальная, а не общая процедура, экономящая время вычислений за счет
исключения операций умножения на заведомо нулевые элементы сомножи-

телей Ū−1 и L−1.

Сомножители Ū−1 и L−1 должны вычисляться также по специальным
процедурам, для которых исходные данные Ū и L берутся из массива, на-

званного в выражении (2.11) результирующим массивом после факториза-
ции A = LŪ . Результаты Ū−1 и L−1 работы этих процедур записываются в

этот же результирующий массив.

Вывод алгоритмов процедур для L−1 и для Ū−1 основан на свойствах
элементарных треугольных матриц, в частности, на свойстве «суперпози-

ции вместо перемножения». Для L это свойство означает, что произведение
L = L1L2L3L4 может быть получено не перемножением элементарных мат-

риц L1, L2, L3, L4, а суперпозицией (постановкой на свои позиции) нетриви-
альных столбцов элементарных матриц-сомножителей:

L L1 L2 L3 L4






2
1 2
3 2 3

2 1 2 4







=







2
1 1
3 1

2 1













1
2
2 1

1 1













1
1

3

2 1













1
1

1

4







.

Согласно правилу обращения произведения матриц, L−1 найдем как ре-
зультат перемножения следующих обратных матриц:

L−1
4 L−1

3 L−1
2 L−1

1






1
1

1
4







−1

×







1
1

3
2 1







−1

×







1
2

2 1
1 1







−1

×







2
1 1

3 1
2 1







−1

.

Так как индексы у элементарных нижнетреугольных матриц здесь слева
направо уже не возрастают, а убывают, операция перемножения × матриц

не может быть заменена суперпозицией. В программной реализации этот
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2. Стандартные алгоритмы LU-разложения

символ × должен соответствовать некоторой специальной вычислительной

процедуре. Все исходные данные для этой процедуры уже предоставлены
полученным разложением (2.11). Действительно, инверсию элементарных
матриц, показанных в последнем выражении, получают в самой процедуре

применением простых операций: сначала диагональный элемент из нетри-
виального столбца каждой элементарной матрицы заменяют на обратный

по величине; затем полученное число берут с противоположным знаком и
умножают на каждый поддиагональный элемент. Эти процедурные действия

соответствуют указанному выражению, представленному в следующем виде:

L−1
4 L−1

3 L−1
2 L−1

1





1

1
1

1/4






×







1

1
1/3

−2/3 1






×







1

1/2

−2/2 1

−1/2 1






×







1/2

−1/2 1
−3/2 1

−2/2 1







.

В действительности же это означает, что сначала — на этапе ❶ — ре-
зультирующий массив из (2.11) пересчитывают по указанным правилам для

вычисления L−1, приводя его к следующему стартовому виду:







2
∣
∣ 2 −2 3

1 2
∣
∣ 2 −1

3 2 3
∣
∣ −2

2 1 2 4
∣
∣







=⇒
❶







1/2
∣
∣ 2 −2 3

−1/2 1/2
∣
∣ 2 −1

−3/2 −2/2 1/3
∣
∣ −2

−2/2 −1/2 −2/3 1/4
∣
∣







. (2.12)

Чтобы понять, как в этом массиве должна работать процедура вычис-

ления матрицы L−1, рассмотрим произведение матриц перед выражением
(2.12) и формально будем перемножать матрицы L−1

4 , L−1
3 , L−1

2 , L−1
1 справа

налево, т. е. вычислим L−1
4 (L−1

3 (L−1
2 L−1

1 )). Процесс такого поэтапного пере-
множения отразим в табл. 2.1.

Из табл. 2.1 видно, что после получения (2.12), т. е. на этапе ❷, пересчи-
тывают только элементы a21, a31 и a41. В данном случае имеем







1/2
∣
∣ 2 −2 3

−1/2 1/2
∣
∣ 2 −1

−3/2 −2/2 1/3
∣
∣ −2

−2/2 −1/2 −2/3 1/4
∣
∣







=⇒
❷







1/2
∣
∣ 2 −2 3

−1/4 1/2
∣
∣ 2 −1

−1 −1 1/3
∣
∣ −2

−3/4 −1/2 −2/3 1/4
∣
∣







.
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2.5. Вычисление обратной матрицы

Таблица 2.1. Поэтапное перемножение L−1
4 (L−1

3 (L−1
2 L−1

1 ))

L−1
4 L−1

3 L−1
2 L−1

1





1
1

1
1/4






×







1
1

1/3

−2/3 1






×







1
1/2

−2/2 1
−1/2 1






×







1/2

−1/2 1
−3/2 1
−2/2 1







L−1
3 (L−1

2 L−1
1 )







1
1

1/3

−2/3 1






×







1/2

−1/4 1/2

−1 −1 1
−3/4 −1/2 1






⇐= ❷

L−1
4 (L−1

3 (L−1
2 L−1

1 ))






1
1

1
1/4






×







1/2

−1/4 1/2

−1/3 −1/3 1/3

−1/12 1/6 −2/3 1






⇐= ❸

L−1
4 (L−1

3 (L−1
2 L−1

1 ))






1/2

−1/4 1/2

−1/3 −1/3 1/3

−1/48 1/24 −1/6 1/4






⇐= ❹

Далее видно, что на этапе ❸ пересчитывают только a31, a41, a32 и a42, т. е.






1/2
∣
∣ 2 −2 3

−1/4 1/2
∣
∣ 2 −1

−1 −1 1/3
∣
∣ −2

−3/4 −1/2 −2/3 1/4
∣
∣







=⇒
❸







1/2
∣
∣ 2 −2 3

−1/4 1/2
∣
∣ 2 −1

−1/3 −1/3 1/3
∣
∣ −2

−1/12 1/6 −2/3 1/4
∣
∣







,

и на этапе ❹ пересчитываются только элементы a41, a42 и a43, т. е.






1/2
∣
∣ 2 −2 3

−1/4 1/2
∣
∣ 2 −1

−1/3 −1/3 1/3
∣
∣ −2

−1/12 1/6 −2/3 1/4
∣
∣







=⇒
❹







1/2
∣
∣ 2 −2 3

−1/4 1/2
∣
∣ 2 −1

−1/3 −1/3 1/3
∣
∣ −2

−1/48 1/24 −1/6 1/4
∣
∣







.

Построение алгоритма вычисления матрицы Ū−1 проводится аналогично.
Для Ū свойство суперпозиции означает, что произведение Ū = Ū4Ū3Ū2Ū1

может быть получено не перемножением элементарных матриц Ū4, Ū3, Ū2, Ū1,
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2. Стандартные алгоритмы LU-разложения

а суперпозицией (постановкой на свои позиции) нетривиальных столбцов

элементарных матриц-сомножителей, т. е.

Ū Ū4 Ū3 Ū2






1 2 −2 3
1 2 −1

1 −2
1







=







1 3
1 −1

1 −2
1













1 −2
1 2

1
1













1 2
1

1
1







,

где учтено, что крайний справа сомножитель Ū1 равен единичной матрице,
так как по построению Ū — верхнетреугольная матрица с единичной диаго-

налью.

Согласно правилу обращения произведения матриц, Ū−1 найдем как ре-
зультат перемножения следующих обратных матриц:

Ū−1
2 Ū−1

3 Ū−1
4





1 −2

1
1

1






×







1 2

1 −2
1

1






×







1 −3

1 1
1 2

1







.
(2.13)

Здесь уже отражен тот факт, что обращение элементарных матриц

Ū4, Ū3, Ū2 сводится в простой замене знака на противоположный у каждо-
го нетривиального (внедиагонального) элемента.

В действительности же это означает, что сначала — на этапе ① для верх-

нетреугольной части и на уже расмотренном этапе ❶ для нижнетреугольной
части (2.12) — результирующий массив из (2.11) пересчитывают по указан-
ным правилам для вычисления L̄−1 и Ū−1, приводя его к следующему стар-

товому виду:







2
∣
∣ 2 −2 3

1 2
∣
∣ 2 −1

3 2 3
∣
∣ −2

2 1 2 4
∣
∣







①
=⇒
❶







1/2
∣
∣ −2 2 −3

−1/2 1/2
∣
∣ −2 1

−3/2 −2/2 1/3
∣
∣ 2

−2/2 −1/2 −2/3 1/4
∣
∣







. (2.14)

Одинаковые номера этапов ① и ❶ здесь подсказывают, что эти подго-

товительные действия над верхней и нижней частями массива могут быть
совмещены по времени в одном цикле.

Процесс поэтапного перемножения в выражении (2.13) отразим в

табл. 2.2.
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Таблица 2.2. Поэтапное перемножение Ū−1
2 (Ū−1

3 Ū−1
4 )

Ū−1
2 Ū−1

3 Ū−1
4





1 −2

1
1

1






×







1 2

1 −2
1

1






×







1 −3

1 1
1 2

1







Ū−1
2 (Ū−1

3 Ū−1
4 )







1 −2
1

1
1






×







1 2 1
1 −2 −3

1 2
1






⇐= ②

Ū−1
2 (Ū−1

3 Ū−1
4 )







1 −2 6 7
1 −2 −3

1 2

1






⇐= ③

Из табл. 2.2 видно, что после получения верхнетреугольной части в (2.14)

пересчитывают только следующие элементы: на этапе ② — a14, a24 и на этапе
③ — a13, a14. Совмещая операции ② и ❷ после (2.14), получаем







1/2
∣
∣ −2 2 −3

−1/2 1/2
∣
∣ −2 1

−3/2 −2/2 1/3
∣
∣ 2

−2/2 −1/2 −2/3 1/4
∣
∣







②
=⇒
❷







1/2
∣
∣ −2 2 1

−1/4 1/2
∣
∣ −2 −3

−1 −1 1/3
∣
∣ 2

−3/4 −1/2 −2/3 1/4
∣
∣







.

Совмещение операций ③ и ❸







1/2
∣
∣ −2 2 1

−1/4 1/2
∣
∣ −2 −3

−1 −1 1/3
∣
∣ 2

−3/4 −1/2 −2/3 1/4
∣
∣







③
=⇒
❸







1/2
∣
∣ −2 6 7

−1/4 1/2
∣
∣ −2 −3

−1/3 −1/3 1/3
∣
∣ 2

−1/12 1/6 −2/3 1/4
∣
∣







завершает операции над верхнетреугольной частью, а для нижнетреуголь-

ной части завершение ❹ показано отдельно на с. 31.
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2. Стандартные алгоритмы LU-разложения

2.6 Плохо обусловленные матрицы

Следующие матрицы используются для испытания разработанных про-

грамм решения систем и обращения матриц в особо сложных условиях, т. е.
в таких случаях, когда матрица системы близка к вырожденной матрице.

Обозначения: aij — элемент матрицы A, n — ее порядок.

1. Матрица Гильберта.

aij = 1/(i + j − 1).

2. Матрица A с элементами:

aii = 1 для i = 1, 2, . . . , 20;

aii+1 = 1 для i = 1, 2, . . . , 19;

aij = 0 для остальных значений i и j.

3. A =














5 4 7 5 6 7 5
4 12 8 7 8 8 6

7 8 10 9 8 7 7
5 7 9 11 9 7 5

6 8 8 9 10 8 9
7 8 7 7 8 10 10
5 6 7 5 9 10 10














.

4. Матрица A с элементами:

aii = 0.01/(n− i + 1)/(i + 1);

aij = 0 для i < j;

aij = i(n− j) для i > j.

5. Матрица из пункта 4, но

aij = j(n− i) для i < j.

6. A =







R S T T
S R S T

T S R S
T T S R







, R =

[
ctg θ cosec θ

− cosec θ ctg θ

]

,
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S =

[
1− ctg θ cosec θ

− cosec θ 1 + ctg θ

]

, T =

[
1 1

1 1

]

.

Вычисления проводить при θ близком к нулю или π.

7. Матрица с параметром α:
aii = α|n−2i|/2;
a1j = aj1 = a11/α

j;

anj = ajn = ann/α
j;

aij = 0 для остальных значений i и j.

8. aij = ei·j·h.
Вычисления проводить при h близких к нулю или 1000.

9. aij = c + log2(i · j).
Вычисления проводить при больших c.

10. A =







0.9143 · 10−4 0 0 0

0.8762 0.7156 · 10−4 0 0
0.7943 0.8143 0.9504 · 10−4 0

0.8017 0.6123 0.7165 0.7123 · 10−4







.

2.7 Задание на лабораторный проект № 1

Написать и отладить программу, реализующую заданный вариант ме-

тода исключения с выбором главного элемента, для численного решения
систем линейных алгебраических уравнений Ax = f , вычисления det A и

A−1. Предусмотреть сообщения, предупреждающие о невозможности реше-
ния указанных задач с заданной матрицей A.

Отделить следующие основные части программы:

а) подпрограмму факторизации матрицы A, отвечающую заданному ва-
рианту метода исключения;

б) подпрограмму решения систем линейных алгебраических уравнений;

в) подпрограмму вычисления определителя матриц;

г) две подпрограммы обращения матриц;

д) сервисные подпрограммы.
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2. Стандартные алгоритмы LU-разложения

Уделить особое внимание эффективности программы (в смысле экономии

оперативной памяти). Предусмотреть пошаговое выполнение алгоритма ис-
ключения с выводом результата на экран.

Выполнить следующие пункты задания.

1. Провести подсчет фактического числа выполняемых операций умноже-

ния и деления при решении системы линейных алгебраических уравнений,
сравнить его с оценочным числом (n3/3).

2. Определить скорость решения задач (решение систем линейных алгеб-

раических уравнений, обращение матриц) с учетом времени, затрачиваемого
на разложение матрицы. Для этого спроектировать и провести эксперимент,

который охватывает матрицы порядка от 5 до 100 (через 5 порядков). Пред-
ставить результаты в виде таблицы и графика зависимости времени выпол-

нения (в минутах и секундах) от порядка матриц. Таблицу и график вывести
на экран.

3. Оценить точность решения систем линейных алгебраических уравне-

ний, имеющих тот же самый порядок, что и задачи из пункта 2. Для этого
сгенерировать случайные матрицы A, задать точное решение x∗ и образовать
правые части f = Ax∗. Провести анализ точности вычисленного решения x

от порядка матрицы. Результаты представить в виде таблицы и графика.

Для заполнения матрицы A использовать случайные числа из диапазона
от −100 до 100. В качестве точного решения взять вектор x∗ = (1, 2, . . . , n)T ,

где n — порядок матрицы. Для оценки точности использовать норму вектора

‖x‖∞ = max
i

(|xi|). (2.15)

4. Повторить пункт 3 задания для плохо обусловленных матриц (см.

разд. 2.6), имеющих порядок от 4 до 40 с шагом 4.

5. Вычислить матрицу A−1 следующими двумя способами.

Способ 1 — через решение системы AX = I, где I — единичная матрица.

Способ 2 — через разложение матрицы A в произведение элементарных
матриц, обращение которых осуществляется отдельными процедурами, а их

произведение дает матрицу A−1.

Сравнить затраты машинного времени (по числу операций) и точность
обращения матриц при использовании указанных способов 1 и 2. Экспери-

менты провести для случайных матриц порядков от 5 до 100 через 5. Для
оценки точности в обоих способах использовать оценочную формулу

‖A−1
т − A−1

пр ‖ ≤ ‖I − AA−1
пр ‖ · ‖A‖−1. (2.16)

36



2.7. Задание на лабораторный проект № 1

Использовать норму матрицы типа «бесконечность», т.е. вычислять ее по

следующему выражению:

‖A‖∞ = max
i

(
n∑

j=1

|aij|
)

, (2.17)

где A−1
т — точное значение обратной матрицы, а A−1

пр — приближенное зна-
чение, полученное в результате обращения каждым из способов 1 и 2.

6. Провести подсчет фактического числа выполняемых операций умноже-
ния и деления при обращении матриц первым и вторым способами, сравнить

его с оценочным числом (n3).

Замечание 2.7. По ходу проведения численных экспериментов на
экран дисплея должны выводиться следующие таблицы.

Решение систем линейных алгебраических уравнений:

Порядок Время Точность
Теоретическое Реальное
число операций число операций

Аналогичная таблица должна быть построена для плохо обусловленных

матриц.

Обращение матриц:

Порядок
Время Точность Число операций

спос. 1 спос. 2 спос. 1 спос. 2 спос. 1 спос. 2 теорет.

Замечание 2.8. Результаты экспериментов необходимо вывести на

экран в форме следующих графиков. Для случая обращения матриц при
построении графиков использовать данные из второй таблицы.

Графики решения систем линейных алгебраических уравнений:

. зависимость реального и оценочного числа операций от порядка матри-
цы (для разных графиков использовать разные цвета);

. зависимость времени решения от порядка матриц;

. зависимость точности решения от порядка матриц. При построении гра-
фиков использовать данные из первой таблицы. Для этого их необходи-

мо записать в текстовый файл.
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Графики для обращения матриц:

. зависимость реального и оценочного числа операций от порядка матри-
цы (для разных графиков использовать разные цвета);

. зависимость времени обращения первым и вторым способом от порядка
матриц;

. зависимость точности обращения первым и вторым способом от порядка

матриц.

2.8 Варианты задания

1. LŪ -разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором
главного элемента по столбцу.

2. LŪ -разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором

главного элемента по строке.
3. LŪ -разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором

главного элемента по активной подматрице.
4. L̄U -разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором

главного элемента по столбцу.
5. L̄U -разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором

главного элемента по строке.

6. L̄U -разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором
главного элемента по активной подматрице.

7. LŪ -разложение на основе гауссова исключения по строкам с выбором
главного элемента по строке.

8. LŪ -разложение по компактной схеме Краута с выбором главного эле-
мента по столбцу.

9. L̄U -разложение по компактной схеме Краута с выбором главного эле-
мента по строке.

10. LŪ -разложение по компактной схеме «строка за строкой» с выбором

главного элемента по строке.
11. LŪ−1-разложение A = LŪ на основе жорданова исключения с выбо-

ром главного элемента по столбцу.
12. LŪ−1-разложение A = LŪ на основе жорданова исключения с выбо-

ром главного элемента по строке.
13. LŪ−1-разложение A = LŪ на основе жорданова исключения с выбо-

ром главного элемента по активной подматрице.
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14. ŪL-разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором

главного элемента по столбцу.
15. ŪL-разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором

главного элемента по строке.

16. ŪL-разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором
главного элемента по активной подматрице.

17. UL̄-разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором
главного элемента по столбцу.

18. UL̄-разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором
главного элемента по строке.

19. UL̄-разложение на основе гауссова исключения по столбцам с выбором
главного элемента по активной подматрице.

20. UL̄-разложение на основе гауссова исключения по строкам с выбором

главного элемента па строке.
21. UL̄-разложение по компактной схеме Краута с выбором главного эле-

мента по столбцу.
22. ŪL-разложение по компактной схеме Краута с выбором главного эле-

мента по строке.
23. UL̄-разложение по компактной схеме «строка за строкой» с выбором

главного элемента по строке.
24. L̄−1U -разложение A = L̄U на основе жорданова исключения с выбо-

ром главного элемента по столбцу.

25. L̄−1U -разложение A = L̄U на основе жорданова исключения с выбо-
ром главного элемента по строке.

26. L̄−1U -разложение A = L̄U на основе жорданова исключения с выбо-
ром главного элемента по активной подматрице.
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3

Современные алгоритмы

LU-разложения

3.1 Гауссово исключение и ijk-алгоритмы

Рассмотрим систему линейных уравнений

Ax = b (3.1)

с невырожденной матрицей A размера n × n. Мы считаем A заполненной
матрицей. Разреженные матрицы расматриваются в главе 5.

Как изложено в разд. 2.1, наиболее известной формой гауссова исключе-

ния является та, в которой система (3.1) приводится к верхнетреугольному
виду путем вычитания одних уравнений, умноженных на подходящие числа,

из других уравнений; полученная треугольная система решается с помощью
обратной подстановки. Математически все это эквивалентно тому, что вна-

чале строится разложение матрицы A, например вида A = L̄U , где L̄ явля-
ется нижнетреугольной матрицей с единицами на главной диагонали, а U —
верхнетреугольная матрица с ненулевыми элементами на диагонали. Затем

решаются треугольные системы

L̄y = b, Ux = y. (3.2)

Процесс их решения называется, соответственно, прямой и обратной под-

становками.
Мы сосредоточимся вначале на L̄U -разложении, поглощающем большую

часть времени всего процесса, а затем вернемся к решению треугольных
систем. Псевдокод разложения приведен на рис. 3.1.

В цикле j на рис. 3.1 кратные k-й строки текущей матрицы A вычитаются
из расположенных ниже строк. Эти операции представляют собой триады,

в которых векторами являются строки матрицы A.



3.1. Гауссово исключение и ijk-алгоритмы

Для k = 1 до n− 1

Для i = k + 1 до n
lik = aik/akk

Для j = k + 1 до n

aij = aij − likakj

Для k = 1 до n− 1

Для s = k + 1 до n
lsk = ask/akk

Для j = k + 1 до n
Для i = k + 1 до n

aij = aij − likakj

Рис. 3.1. Строчно ориентированная
схема L̄U -разложения

Рис. 3.2. Столбцово ориентированная
схема L̄U -разложения

Определение 3.1. Триадой называют операцию вида a + αb, где a и
b суть векторы, а α — скаляр.1

Определение триады появилось в связи с использованием векторных ком-
пьютеров2, требующих, чтобы векторы располагались в последовательно ад-

ресуемых ячейках памяти. Для алгоритма на рис. 3.1 удобно предположить,
что A хранится по строкам. Соответственно этому, схема на рис. 3.1 названа

строчно ориентированной. В ней посредством триад осуществляется моди-
фикация (т.е. пересчет) строк матрицы A; на это приходится основная часть

работы в LU -разложении.

Реальные задачи, как правило, требуют выбора главного элемента, и это

еще сильнее уменьшает скорость. При использовании одной из стратегий ча-
стичного выбора мы должны на первом шаге просмотреть первый столбец в

поисках максимального по модулю элемента. Эта стратегия, соответственно,
называется выбором главного элемента по столбцу, и она приводит к пере-

становке строк3. Как только положение максимального элемента определе-
но, соответствующую строку можно переставить с первой (точнее, текущей
ведущей) строкой или изменить порядок индексации строк. Второй вариант

называют неявной перестановкой строк. Как именно реализуется стратегия
выбора главного элемента, зависит от конкретного варианта задания. Одна-

ко во всех вариантах лабораторных работ физическая, т. е. явная переста-
новка строк (или столбцов) запрещена и должна быть заменена изменением

порядка нумерации строк (или столбцов), т. е. неявной перестановкой. Это
требование соответствует реальным пакетам вычислительной линейной ал-
гебры. т. е. так в реальности всегда и делают. В схеме на рис. 3.1 возможны

все три стратегии выбота главного элемента, описанные в разд. 2.2.

1 В зарубежной литературе триаду называют также saxpy, что обозначает операцию y := ax + y и
заменяет фразу: Single precision (с обычной точностью) ax Plus y.

2 По поводу триады и векторных компьютеров см. разд. 3.2 и 3.3.
3 Подробнее о стратегиях выбора главного элемента см. разд. 2.2.
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Правая часть b системы (3.1) также может обрабатываться в ходе при-

ведения системы к треугольному виду, благодаря чему осуществляется этап
прямой подстановки в равенствах (3.2). Однако такая обработка правой ча-
сти b, выполняемая одновременно с приведением матрицы A к треугольному

виду, также запрещена во всех вариантах лабораторных работ (проектов).
Это требование тоже отвечает реальности, так как позволяет экономить зна-

чительное время в условиях, когда требуется решать одну и ту же систему
(3.1) с различными правыми частями. Типичная ситуация этого рода — об-

ращение матрицы с помощью решения матричного уравнения AX = E, где
E — единичная матрица, т. е. нахождение X = A−1. В этом случае правые

части b вводятся в уравнения (3.2) последовательно. При вычислении i-го
столбца матрицы X = A−1 каждая правая часть равна очередному (i-му)
столбцу единичной матрицы. Для каждого b в (3.2) сначала решают первую

систему, т. е. вычисляют y, а затем — вторую систему, т. е. вычисляют x.
Существенно, что для хранения ни y, ни x затрат памяти не требуется: их

можно хранить там же, куда был введен вектор b.

Если A хранится по столбцам, то мы изменим алгоритм LU -разложения,

как это показано на рис. 3.2. На k-м шаге измененного алгоритма сначала
формируется k-й столбец матрицы L; это достигается векторной операцией

деления. В самом внутреннем цикле (цикле по i) k-й столбец L, умноженный
на число, вычитается из j-го столбца текущей матрицы A; длина столбцов
равна n− k. Таким образом, основной векторной операцией снова является

триада, но теперь в качестве векторов выступают столбцы матрицы L и
текущей матрицы A. В данный алгоритм также возможно внедрить любую

из трех стратегий выбора главного элемента (см. разд. 2.2).

3.2 Распараллеливание вычислений

В этом разделе мы излагаем некоторые простые понятия параллельных
вычислений, которые в практике решения линейных систем имеют большое

значение.

Параллельные вычисления реализуются не на обычных (скалярных) ком-

пьютерах, какими являются все персональные компьютеры, а на векторных
или параллельных компьютерах. Их отличает то, что операндами команд

копьютера являются не отдельные числовые величины (скаляры), а целые
группы таких величин, объединяемых в векторы или матрицы. Таким обра-

зом, векторно-матричные операции для своего выполнения требуют вызова
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всего лишь одной команды. Выполнение таких команд начинается, как обыч-

но, с загрузки операндов из памяти в векторно-матричный процессор и за-
вершается обратным действием — записью результата операции в память. В
промежутке между этими действиями операции реализуются на аппаратном

уровне в процессоре.

Векторные компьютеры. В основе таких компьютеров лежит кон-

цепция конвейеризации. Это означает явное сегментирование процессора на
отдельные части (сегменты), каждая из которых выполняет свою вычис-

лительную подзадачу независимо для соответствующих частей операндов.
Например, сумматор процессора для чисел с плавающей точкой разделен

на шесть сегментов; каждый сегмент занят реализацией своей части опера-
ции сложения чисел. Всякий сегмент может работать только с одной парой
операндов, а в целом на таком конвейере в данный момент времени могут на-

ходиться шесть пар операндов. Преимущество подобной сегментации в том,
что результаты выдаются в 6 раз быстрее (а в общем случае в K, где K —

число сегментов сумматора), чем в скалярном процессоре, который, получив
пару операндов, не принимает новой пары, пока не вычислит результат для

первой пары. Для реализации этой возможности ускорения нужно подавать
данные из памяти в процессор достаточно быстро, чтобы конвейер был все

время загружен данными и работой.

Параллельные компьютеры. В основе такого компьютера лежит
идея использовать для решения одной задачи нескольких процессоров, ра-

ботающих сообща. Параллельный компьютер может иметь в своем составе
либо очень простые процессоры, пригодные только для малых или ограни-

ченных задач, либо набор полноценных процессоров, либо весьма мощные
векторые процессоры. Все процессоры параллельного компьютера в каждый

момент времени выполняют одну и ту же команду (или все простаивают) под
управление главного процессора, называемого контроллером.

Распараллеливание. Независимо от того, на какой аппаратуре реа-
лизуется тот или иной вычислительный алгоритм, он обладает собственной,
ему присущей характеристикой, показывающей возможности его распарал-

леливания.

Определение 3.2. Степенью параллелизма численной задачи назы-

вается число ее операций, которые можно выполнить параллельно.
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Пример 3.1. Пусть требуется сложить два n-мерных вектора a и b.

Сложения их элементов

ai + bi, i = 1, . . . , n (3.3)

независимы и потому могут выполняться параллельно. Степень параллелиз-

ма этого алгоритма равна n.

Пример 3.2. Пусть требуется сложить n чисел a1, . . . , an. Обычный
последовательный алгоритм

s := a1, s := s + ai, i = 1, . . . , n

не пригоден для параллельных вычислений. Однако в самой задаче заклю-
чен немалый параллелизм. Можно разбить операнды на «двойки», т.е. скла-

дывать их по двое на каждом этапе операции. Полностью эффект этой идеи
проявляется, когда число операндов равно степени двойки, т. е. n = 2q. Ес-

ли, например, q = 3, то все сложение займет q = 3 этапа, на каждом этапе
действия выполняются параллельно, как показано на рис. 3.3.

a1 a2 a3 a8a4 a5 a6 a7

a1 + a2 a3 + a4 a5 + a6 a7 + a8

a1 + a2 + a3 + a4 a5 + a6 + a7 + a8

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + a8

Рис. 3.3. Сложение n чисел методом сдваивания для n = 8

Очевидно, на первом этапе степень параллелизма равна n/2, на втором
n/4 и т. д. В связи с этим приходим к обновленному определению.

Определение 3.3. Средней степенью параллелизма численной задачи
называется отношение общего числа операций ее вычислительного алгорит-

ма к числу последовательных этапов алгоритма.
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Для приведенного примера 3.2 алгоритма сдваивания в задаче сложения

n чисел средняя степень параллелизма равна

1

q

(n

2
+

n

4
+ · · ·+ 1

)

=
2q − 1

q
=

n− 1

log n
,

тогда как в предыдущем примере 3.1 средняя степень параллелизма мак-
симальна. Этот алгоритм (3.3) обладает «идеальным» параллелизмом, в то

время как для алгоритма на рис. 3.3 средняя степень параллелизма в log n
раз меньше идеальной.

3.3 Параллельное умножение матрицы на вектор

Пусть A — матрица размера m× n, а x — вектор длины n. Тогда

Ax =





(a1, x)

· · ·
(am, x)



 , (3.4)

где ai — i-я строка матрицы A, а (ai, x) — обычное скалярное произведе-
ние векторов ai и x. Каждое из m имеющихся здесь скалярных произве-

дений, как известно, требует суммирования n поэлементных произведений
aijxj. Как показано в предыдущем подразделе, такое суммирование можно
распараллеливать сдваиванием, но такой параллелизм вычисления каждо-

го отдельного скалярного произведения так или иначе неидеален. Однако
m скалярных произведений в (3.4) можно вычислять параллельно. Другой

способ умножения матрицы на вектор дается формулой

Ax =
n∑

j=1

xjaj , (3.5)

где aj теперь обозначает j-й столбец матрицы A.

Различие представлений (3.4) и (3.5) можно рассматривать как различие
двух способов доступа к данным в памяти, что показывают две программы

на рис. 3.4 Программа слева на рис. 3.4 реализует метод (3.4) , тогда как про-
грамма справа реализует метод (3.5), и различие только в порядке индексов
для циклов. Алгоритм, основанный на представлении (3.5), записывается

так:

y = 0, для j от 1 до n выполнить y = y + xjaj .
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3. Современные алгоритмы LU-разложения

yi = 0

Для i = 1 до m
Для j = 1 до n

yi = yi + aijxj

yi = 0

Для j = 1 до n
Для i = 1 до m

yi = yi + aijxj

Рис. 3.4. ij (слева) и ji (справа) формы матрично-векторного умножения

Как выше (в разд. 3.1) говорилось, такая операция типа «вектор плюс

произведение вектора на число», называется триадой (или операцией saxpy);
некоторые векторные компьютеры выполняют ее особенно эффективно.

Сравнение приведенных двух способов умножения матрицы на вектор по-

казывает, что на одних векторных компьютерах предпочтителен один способ,
на других — другой; многое определяется также и способом хранения дан-

ных в памяти. Предположим, что матрица A хранится по столбцам; такое
соглашение в отношении двумерных массивов принято в Фортране. (Одна-

ко в других языках, например в Паскале, двумерные массивы хранятся по
строкам.) Тогда векторы, требуемые для алгоритма (3.5), располагаются в
последовательно адресуемых ячейках памяти, в то время как для алгоритма

(3.5) строки будут представлять векторы с шагом m. Однако в векторных
компьютерах часто существует ограничение на доступ к векторам: в каче-

стве операндов для векторных команд допускаются только векторы с шагом
1 (т.е. такие, которые располагаются в последовательно адресуемых ячейках

памяти). Поэтому, если матрица A хранится по столбцам, то эти соображе-
ния, связанные с памятью, усиливают аргументацию в пользу алгоритма
(3.5). Если же матрица A хранится по строкам, то предпочтительней может

оказаться алгоритм (3.4). Только детальный анализ может показать, какой
выбор следует сделать для конкретной машины.

3.4 Параллельное LU-разложение

Для распараллеленных вычислений нужны соответствующие параллель-
ные или векторые компьютеры. С середины 70-х годов 20-го столетия фир-

ма CRAY Research, Inc. производит векторные компьютеры, которые могут
служить примером процессоров типа «регистр–регистр». Под этим подра-

зумевается, что существуют векторные команды, для которых операндами
являются векторы. Эти команды получают свои операнды из очень быст-

рой памяти, именуемой векторными регистрами, и запоминают результаты
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3.4. Параллельное LU -разложение

опять-таки в векторных регистрах. Для операции сложения векторов это

показано на рис. 3.5.

Память +

Конвейер

c = a + b

b
a

Векторные регистры

Рис. 3.5. Операция сложения в компьютере типа «регистр–регистр»

Предполагается, что каждый векторный регистр состоит из некоторого
числа слов. Например, в машинах CRAY имеется восемь векторных реги-

стров, каждый емкостью в 64 числа с плавающей точкой. До начала сло-
жения операнды загружаются из оперативной памяти в регистры. После
завершения сложения векторный результат переписывается из регистровой

памяти в оперативную память. Для таких машин желателен иной подход к
организации LU -разложения.

Исследуем вначале характер обменов во внутреннем цикле столбцового
алгоритма LU -разложения на рис. 3.2. Для простоты предположим, что

столбец матрицы A полностью вкладывается в векторный регистр, и нач-
нем с рассмотрения случая, когда на фоне вычислений может выполняться

только загрузка или только запись в память. Несколько первых операций
указаны в следующем списке:

Сформировать первый столбец матрицы L.

Загрузить второй столбец матрицы A.
{

Модифицировать второй столбец матрицы A;

загрузить третий столбец матрицы A.
(3.6)

Записать в память модифицированный второй столбец. (3.7)
{

Модифицировать третий столбец матрицы A;

загрузить четвертый столбец матрицы A.
(3.8)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Согласно (3.6), загрузка следующего столбца матрицы A совмещается с

модификацией текущего столбца. Но затем возникает задержка при записи
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3. Современные алгоритмы LU-разложения

модифицированного второго столбца из регистра в память. Мы можем мо-

дифицировать алгоритм, чтобы устранить задержку, вызванную записью в
память (3.7). Идея состоит в том, чтобы выполнить всю необходимую обра-
ботку для j-го столбца, прежде чем перейти к (j + 1)-му столбцу. Таким об-

разом, обработка каждого из остальных столбцов матрицы A откладывается
до тех пор, пока не наступит время придать этому столбцу окончательный

вид. Псевдокод данного алгоритма приведен на рис. 3.6.

Для j = 2 до n

Для s = j до n
ls,j−1 = as,j−1/aj−1,j−1

Для k = 1 до j − 1
Для i = k + 1 до n

aij = aij − likakj

Рис. 3.6. Столбцово ориентированная схема L̄U -разложения с отложенными
модификациями (jki-алгоритм, см. с. 51)

Опишем несколько первых операций j-го шага вычислений, которые по-

казывают характер обменов с памятью:

Загрузить первый столбец матрицы L.

Загрузить j-й столбец матрицы A.
{

Модифицировать j-й столбец матрицы A;

загрузить второй столбец матрицы L.
{

Модифицировать j-й столбец матрицы A;

загрузить третий столбец матрицы L.

. . . . . . . . . . . . . . . . . .







(3.9)

Заметим, что в алгоритме (3.9) не производится записей в память, пока
вся работа с j-м столбцом матрицы A не завершена. Столбцы матрицы L

все время должны загружаться в регистры, но эти загрузки идут на фоне
вычислений. Только в начале и в конце каждого шага происходят задержки

для загрузок и(или) записей. Вполне вероятно, что транслятор не сумеет
распознать возможности оставить текущий j-й столбец в регистре; тогда ре-

зультат, требуемый от алгоритма на рис. 3.6, либо достигается переходом
к программированию на языке ассемблера, либо аппроксимируется путем

развертывания циклов. Еще одна потенциальная проблема при реализации
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данного алгоритма заключается в том, что длины векторов при модификаци-

ях непостоянны: на j-м шаге мы модифицируем j-й столбец, используя n−1
последних элементов столбца 1, далее n− 2 последних элементов столбца 2
и т. д.

Алгоритм с отложенными модификациями не столь нужен для тех машин

типа «регистр–регистр», в которых допускается совмещение с арифметикой
как загрузок, так и записей в память. В этом случае операцию (3.7) можно

было бы удалить, а операцию (3.8) заменить операцией







Модифицировать третий столбец матрицы A;

загрузить четвертый столбец матрицы A;

записать в память второй столбец матрицы A.

Таким образом, запись в память второго столбца матрицы A происходит

одновременно с загрузкой четвертого столбца.

Замечание 3.1. Материал разделов 3.2, 3.3 и 3.4 приведен для того,
чтобы объяснить те приложения, для которых создаются алгоритмы с отло-

женными модификациями: алгоритм на рис. 3.6 и другие, показанные ниже
в разд. 3.5. Таким образом, включение таких алгоритмов в лабораторную

работу (проект) может рассматриваться как задача имитирования алгорит-
мов векторных или параллельных компьютеров на обычных (скалярных)
компьютерах с целью освоения современных версий LU -разложения.

3.5 LU-разложение и его ijk-формы

Ниже в описании ijk-алгоритмов факторизации (разложения), основан-

ных на методе Гаусса исключения переменных, используем следующие обо-
значения для индексов:

k — номер исключаемой переменной,

i — номер строки, т. е. модифицируемого уравнения,

j — номер столбца, т. е. коэффициента в модифицируемом уравнении.

Тогда общую основу всех алгоритмов удобно определить тройкой вложен-
ных циклов вида
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3. Современные алгоритмы LU-разложения

Для

Для
Для

aij = aij − likakj

Здесь последняя формула обозначает модификацию j-го элемента i-й

строки матрицы A при исключении k-й переменной вектора неизвестных
x из уравнений системы Ax = f . Перестановки трех индексов для циклов

определяют 3! = 6 возможных вариантов алгоритмов, так называемые ijk-
формы, для каждого вида разложения. Для квадратной матрицы A размера

n× n возможны четыре вида разложения, а именно:

A = LŪ, A = L̄U, A = UL̄, A = ŪL, (3.10)

где черта сверху указывает на тот из сомножителей, который имеет еди-
ничную главную диагональ. Поэтому всего возможно построить 24 варианта

ijk-алгоритмов разложения матрицы для решения различных задач: реше-
ния систем, обращения матрицы и вычисления ее определителя.

Рассмотрим все шесть ijk-форм для одного из четырех разложений (3.10),

а именно, для L̄U -разложения матрицы A. Для численной иллюстрации
возьмем следующий пример.

Пример 3.3.

A =







2 4 −4 6
1 4 2 1

3 8 1 1
2 5 0 5







, L̄ =







1
1/2 1

3/2 1 1
1 1/2 2/3 1







, U =







2 4 −4 6
2 4 −2

3 −6
4







.

Два алгоритма для L̄U-разложения матрицы A
с немедленными модификациями

1) kij-алгоритм, рис. 3.1.

Доступ к элементам матрицы A
производится по строкам. Ис-

ключение — по столбцам. Моди-
фикации — немедленные. ГЭ —
любая из трех стратегий.

Для k = 1 до n− 1
Для i = k + 1 до n

lik = aik/akk

Для j = k + 1 до n

aij = aij − likakj
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2) kji-алгоритм, рис. 3.2.

Доступ к элементам матрицы A
производится по столбцам. Ис-

ключение — по столбцам. Моди-
фикации — немедленные. ГЭ —

любая из трех стратегий.

Для k = 1 до n− 1

Для s = k + 1 до n
lsk = ask/akk

Для j = k + 1 до n
Для i = k + 1 до n

aij = aij − likakj

Два алгоритма для L̄U-разложения матрицы A
(столбцово ориентированные с отложенными модификациями)

3) jki-алгоритм, рис. 3.6.

Доступ к элементам матрицы A
производится по столбцам. Ис-
ключение — по столбцам. Мо-

дификации — отложенные. ГЭ
— по (j − 1)-му столбцу.

Для j = 2 до n

Для s = j до n
ls,j−1 = as,j−1/aj−1,j−1

Для k = 1 до j − 1

Для i = k + 1 до n
aij = aij − likakj

4) jik-алгоритм.
Доступ к элементам матрицы A
производится по столбцам. Ис-

ключение по столбцам. Моди-
фикации отложенные. В цикле

по s идет нормировка (j − 1)-
го столбца. Первый цикл по i

вычисляет столбец для U , вто-
рой — столбец для L̄. ГЭ — по

(j − 1)-му столбцу.

Для j = 2 до n

Для s = j до n
ls,j−1 = as,j−1/aj−1,j−1

Для i = 2 до j
Для k = 1 до i− 1

aij = aij − likakj.

Для i = j + 1 до n
Для k = 1 до j − 1

aij = aij − likakj

Два алгоритма ijk-форм для L̄U-разложения матрицы A

(строчно ориентированные с отложенными модификациями)

5) ikj-алгоритм.

Доступ к элементам матрицы A
производится по строкам. Ис-

ключение — по строкам. Моди-
фикации — отложенные. ГЭ —
по (i− 1)-й строке.

Для i = 2 до n
Для k = 1 до i− 1

li,k = ai,k/ak,k

Для j = k + 1 до n

aij = aij − likakj
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z k–я строка

�
�

· · ·
�

z k–я строка

�
�
...
�

· · ·

U

L̄ L̄

U

Рис. 3.7. Способ доступа к данным для kij-формы (слева) и для kji-формы (справа)
L̄U -разложения. Обозначения: L̄, U — вычисление закончено, обращений больше нет;
z — главный элемент (ГЭ); � — деление на ГЭ (нормировка)

6) ijk-алгоритм.

Доступ к элементам матрицы A
производится по строкам. Ис-

ключение — по строкам. Моди-
фикации — отложенные. Пер-
вый цикл по j — элементы i-й

строки L̄. Второй цикл по j —
элементы i-й строки U . ГЭ — по

(i− 1)-й строке.

Для i = 2 до n
Для j = 2 до i

li,j−1 = ai,j−1/aj−1,j−1

Для k = 1 до j − 1

aij = aij − likakj

Для j = i + 1 до n

Для k = 1 до i− 1
aij = aij − likakj

Замечание 3.2. В приведенных алгоритмах не содержится проце-
дура выбора главного элемента. Она дословно переносится из описания ла-

бораторной работы № 1. Аналогичные алгоритмы могут быть написаны для
остальных трех видов разложения матрицы A из списка (3.10). При напи-

сании программ, соответствующих приведенным выше алгоритмам, следует
выполнить требование, согласно которому все вычисления выполняются в

одном и том же двухмерном массиве, где сначала хранится матрица A. В
процессе вычислений матрица A замещается элементами треугольных мат-

риц, составляющих искомое разложение из списка (3.10). Способ доступа к
данным для ijk-форм L̄U -разложения показан на рис. 3.7 и рис. 3.8. Расчеты
по алгоритмам kij-формы и kji-формы L̄U -разложения достаточно очевид-

ны. Для других четырех форм L̄U -разложения эти вычисления поясняются
для примера 3.3 в табл. 3.1–3.4.
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k

∅

z

�
�...
�

U

k–я строкаL̄

U

L̄
∅

Рис. 3.8. Способ доступа к данным для jki-формы и для jik-формы (слева) и для ikj-
формы и для ijk-формы (справа) L̄U -разложения. Обозначения: L̄, U — вычисление
закончено, обращения больше не производятся; z — главный элемент (ГЭ); � —
деление на ГЭ (нормировка); ∅ — обращений не было

Таблица 3.1. Вычисления по алгоритму jki-формы для примера 3.3. Позиции ГЭ (без
их реального выбора) показаны выделенным шрифтом

A j = 2 j = 3 j = 4
2 4 −4 6
1 4 2 1
3 8 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 2 1
3/2 2 1 1
2/2 1 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 1
3/2 2/2 7 1
2/2 1/2 4 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −8
2/2 1/2 2/3 −1

�
исходная
матрица

�
нормировка
(j − 1)-го
столбца;
(j − 1)-
-кратное

исключение
в j-м столбце

2 4 −4 6
1/2 2 4 1
3/2 2/2 3 1
2/2 1/2 2 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2/3 0

�
нормировка
(j − 1)-го
столбца;

(j − 1)-кратная
модификация
j-го столбца

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2/3 4
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Таблица 3.2. Вычисления по алгоритму jik-формы для примера 3.3. Позиции ГЭ (без
их реального выбора) показаны выделенным шрифтом

A j = 2 j = 3 j = 4
2 4 −4 6
1 4 2 1
3 8 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 2 1
3/2 2 1 1
2/2 1 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 1
3/2 2/2 7 1
2/2 1/2 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2/3 4

�
исходная
матрица

�
нормировка
(j − 1)-го
столбца;
(j − 1)-

-кратная
модификация
j-го столбца

2 4 −4 6
1/2 2 4 1
3/2 2/2 3 1
2/2 1/2 2 5

�
нормировка
(j − 1)-го
столбца;

(j − 1)-кратная
модификация
j-го столбца

Таблица 3.3. Вычисления по алгоритму ikj-формы для примера 3.3. Позиции ГЭ (без
их реального выбора) показаны выделенным шрифтом

A i = 2 i = 3 i = 4
2 4 −4 6
1 4 2 1
3 8 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3 8 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2 7 −8
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1 4 −1

�
исходная
матрица

�
(i− 1)

нормировок
и вычитаний
в i-й строке

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2 0

�
(i− 1)

нормировок
и вычитаний
в i-й строке

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2/3 4
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3.5. LU -разложение и его ijk-формы

Таблица 3.4. Вычисления по алгоритму ijk-формы для примера 3.3. Позиции ГЭ (без
их реального выбора) показаны выделенным шрифтом

A i = 2, j = 2, k = 1 i = 3, j = 2, k = 1 i = 4, j = 2, k = 1
2 4 −4 6
1 4 2 1
3 8 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 2 1
3 8 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1 0 5

i = 2, j = 3, k = 1 i = 3, j = 3, k = 1 i = 4, j = 3, k = 1

�
исходная
матрица

2 4 −4 6
1/2 2 4 1
3 8 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 7 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 4 5

i = 2, j = 4, k = 1 i = 3, j = 3, k = 2 i = 4, j = 3, k = 2
2 4 −4 6

1/2 2 4 −2
3 8 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2 5

i = 3, j = 4, k = 1 i = 4, j = 4, k = 1
�

(i− 1)
нормировок
в i-й строке

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −8
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2/3 −1

i = 3, j = 4, k = 2 i = 4, j = 4, k = 2
�

(n− i)(i− 1) +

+
i(i− 1)

2
вычитаний
в i-й строке

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2/3 0

i = 4, j = 4, k = 3
�

(i− 1)
нормировок и

(n− i)(i− 1) +

+
i(i− 1)

2
вычитаний
в i-й строке

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2/3 4
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3. Современные алгоритмы LU-разложения

3.6 Треугольные системы

По окончании этапа приведения в гауссовом исключении мы должны ре-
шить треугольную систему уравнений








u11 u12 · · · u1n

u22 · · · u2n
. . . ...

unn















x1

x2
...

xn








=








c1

c2
...
cn








.

Обычный алгоритм обратной подстановки описывается формулами

xi = (ci − ui,i+1xi+1 − . . .− uinxn)/uii, i = n, . . . , 1. (3.11)

Рассмотрим, как он может быть реализован в векторных операциях. Если
U хранится по строкам (так будет, если на этапе приведения A хранилась

по строкам), то формулы (3.11) задают скалярные произведения с длинами
векторов, меняющимися от 1 до n−1, и n скалярных делений (рис. 3.9 слева).

Для j = n до 1 с шагом −1

Для j = i + 1 до n
ci = ci − uijxj

xi = ci/uii

Для j = n до 1 с шагом −1

xj = cj/ujj

Для i = j−1 до 1 с шагом −1
ci = ci − xjuij

Рис. 3.9. Алгоритмы скалярных произведений (слева) и столбцовый для обратной
подстановки (справа)

Альтернативный алгоритм, полезный, если U хранится по столбцам, за-

писан в виде псевдокода на рис. 3.9 справа. Он называется столбцовым алго-
ритмом (или алгоритмом векторных сумм). Как только найдено значение

xn, вычисляются и вычитаются из соответствующих элементов ci величины
произведений xnuin (i=1,. . . ,n − 1); таким образом, вклад, вносимый xn в
прочие компоненты решения, реализуется до перехода к следующему шагу.

Шаг с номером i состоит из скалярного деления, сопровождаемого триадой
длины i − 1 (подразумевается,что шаги нумеруются в обратном порядке:

n, n − 1, . . . , 2, 1). Какой из двух алгоритмов выбрать, диктуется способом
хранения матрицы U , если он был определен LU -разложением.

И алгоритм скалярных произведений, и столбцовый алгоритм легко пере-
формулировать на случай нижнетреугольных систем, процесс решения ко-

торых называется алгоритмом прямой подстановки.

56



3.7. Задание на лабораторный проект № 2

3.7 Задание на лабораторный проект № 2

Написать и отладить программу, реализующую заданный вариант ме-
тода исключения с выбором главного элемента, для численного решения

систем линейных алгебраических уравнений Ax = f , вычисления det A и
A−1. Предусмотреть сообщения, предупреждающие о невозможности реше-

ния указанных задач с заданной матрицей A.
Отделить следующие основные части программы:

а) подпрограмму факторизации матрицы A, отвечающую заданному ва-
рианту метода исключения;

б) подпрограмму решения систем линейных алгебраических уравнений;

в) подпрограмму вычисления определителя матриц;

г) подпрограммы обращения матриц;

д) сервисные подпрограммы.

Уделить особое внимание эффективности программы (в смысле экономии
оперативной памяти). Предусмотреть пошаговое выполнение алгоритма ис-

ключения с выводом результата на экран.
Выполнить следующие пункты задания.
1. Провести подсчет фактического числа выполняемых операций умноже-

ния и деления при решении системы линейных алгебраических уравнений,
сравнить его с оценочным числом (n3/3).

2. Определить скорость решения задач (решение систем линейных алгеб-
раических уравнений, обращение матриц) с учетом времени, затрачиваемого

на разложение матрицы. Для этого спроектировать и провести эксперимент,
который охватывает матрицы порядка от 5 до 100 (через 5 порядков). Пред-

ставить результаты в виде таблицы и графика зависимости времени выпол-
нения (в минутах и секундах) от порядка матриц. Таблицу и график вывести
на экран.

3. Оценить точность решения систем линейных алгебраических уравне-
ний, имеющих тот же самый порядок, что и задачи из пункта 2. Для этого

сгенерировать случайные матрицы A, задать точное решение x∗ и образовать
правые части f = Ax∗. Провести анализ точности вычисленного решения x

от порядка матрицы. Результаты представить в виде таблицы и графика.
Для заполнения матрицы A использовать случайные числа из диапазона

от −100 до 100. В качестве точного решения взять вектор x∗ = (1, 2, . . . , n)T ,
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3. Современные алгоритмы LU-разложения

где n — порядок матрицы. Для оценки точности использовать норму вектора

‖x‖∞ = max
i

(|xi|). (3.12)

4. Повторить пункт 3 задания для плохо обусловленных матриц (см.

разд. 2.6), имеющих порядок от 4 до 40 с шагом 4.
5. Вычислить матрицу A−1 следующими двумя способами.

Способ 1 — через решение системы AX = I, где I — единичная матрица.
Способ 2 — через разложение матрицы A в произведение элементарных

матриц, обращение которых осуществляется аналитически, а их произведе-
ние дает матрицу A−1.

Сравнить затраты машинного времени и точность обращения матриц при

использовании указанных способов 1 и 2. Эксперименты провести для слу-
чайных матриц порядков от 5 до 100 через 5. Для оценки точности в обоих

способах использовать оценочную формулу

‖A−1
т − A−1

пр ‖ ≤ ‖I − AA−1
пр ‖ · ‖A‖−1. (3.13)

В этом выражении норму матрицы вычислять в соответствии со следую-
щим определением:

‖A‖∞ = max
i

(
n∑

j=1

|aij|
)

, (3.14)

где A−1
т — точное значение обратной матрицы, а A−1

пр — приближенное зна-
чение, полученное в результате обращения каждым из способов 1 и 2.

6. Провести подсчет фактического числа выполняемых операций умноже-
ния и деления при обращении матриц первым и вторым способами, сравнить

его с оценочным числом (n3).

Замечание 3.3. По ходу проведения численных экспериментов на
экран дисплея должны выводиться следующие таблицы.

Решение систем линейных алгебраических уравнений:

Порядок Время Точность
Теоретическое Реальное

число операций число операций

Аналогичная таблица должна быть построена для плохо обусловленных
матриц.
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3.8. Варианты задания

Обращение матриц:

Порядок
Время Точность Число операций

спос. 1 спос. 2 спос. 1 спос. 2 спос. 1 спос. 2 теорет.

Замечание 3.4. Результаты экспериментов необходимо вывести на

экран в форме следующих графиков. Для случая обращения матриц при
построении графиков использовать данные из второй таблицы.

Графики решения систем линейных алгебраических уравнений:

. зависимость реального и оценочного числа операций от порядка матри-

цы (для разных графиков использовать разные цвета);

. зависимость времени решения от порядка матриц;

. зависимость точности решения от порядка матриц. При построении гра-
фиков использовать данные из первой таблицы. Для этого их необходи-
мо записать в текстовый файл.

Графики для обращения матриц:

. зависимость реального и оценочного числа операций от порядка матри-
цы (для разных графиков использовать разные цвета);

. зависимость времени обращения первым и вторым способом от порядка

матриц;

. зависимость точности обращения первым и вторым способом от порядка
матриц.

3.8 Варианты задания

В табл. 3.5 приведены 40 номеров вариантов задания на лабораторную
работу (проект) № 2 с тремя стратегиями выбора главного элемента.
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3. Современные алгоритмы LU-разложения

Таблица 3.5. Варианты задания на лабораторный проект
№ 2

Вид kij kji jki jik ikj ijk

разложения a b c a b c a a b b

A = L̄U 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A = LŪ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

A = ŪL 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

A = UL̄ 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
a — выбор ГЭ по столбцу активной подматрицы
b — выбор ГЭ по строке активной подматрицы
c — выбор ГЭ по активной подматрице
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4

Алгоритмы окаймления

в LU-разложении

4.1 Метод окаймления

Хотя ijk-формы дают шесть различных способов организации LU -раз-
ложения, имеются и другие способы, потенциально полезные для вектор-

ных компьютеров. Даже тогда, когда та или иная ijk-форма теоретически
пригодна для конкретной векторной машины, при ее реализации могут воз-

никнуть проблемы, особенно если применяется язык высокого уровня. Раз-
бираемые ниже способы организации вычислений основаны на операциях с

подматрицами; потенциально они проще реализуются и облегчают написа-
ние переносимых программ.

В основе этих способов организации лежит идея окаймления. Математи-

чески ее можно представить следующим образом. Разобьем матрицу A на
блоки и, соответственно, разобьем на блоки сомножители L̄ и U искомого

разложения L̄U = A:




L̄11 0 0

lTj1 1 0

L31 l3j L̄33









U11 u1j U13

0 ujj uT
j3

0 0 U33



 =





A11 a1j A13

aT
j1 ajj aT

j3

A31 a3j A33



 . (4.1)

Здесь lTj1, uT
j3, aT

j1 и aT
j3 — векторы-строки, а l3j, u1j, a1j и a3j — векторы-

столбцы; каждый из этих элементов находится на j-й позиции.

4.2 Окаймление известной части разложения

Пусть известно разложение L̄11U11 = A11, которое можно рассматривать

как равенство (4.1) для блока A11. Запишем аналогичные равенства для тех



4. Алгоритмы окаймления в LU-разложении

трех блоков, которые окаймляют эту известную часть разложения, следуя

правилу перемножения блок-матриц, а именно, для aT
j1, a1j и ajj :

lTj1U11 = aT
j1, L̄11u1j = a1j, lTj1u1j + ujj = ajj . (4.2)

Из первого уравнения (4.2), переписанного в виде UT
11lj1 = aj1, находим

lj1, из второго находим u1j и затем из третьего находим ujj = ajj − lTj1u1j.

При этом первое и второе уравнения описываются следующими нижнетре-
угольными системами

UT
11lj1 = aj1, L̄11u1j = a1j . (4.3)

Существуют два естественных способа реализации окаймления в LU -

разложении.
В первом варианте треугольные системы (4.3) решаются с помощью

столбцового алгоритма, во втором — с помощью алгоритма скалярных про-
изведений. Псевдокоды этих двух вариантов приведены на рис. 4.1.

Для j = 2 до n
Для k = 1 до j − 2

Для i = k+1 до j−1
aij = aij − likakj

Для k = 1 до j − 1

ljk = ajk/akk

Для i = k + 1 до j

aji = aji − ljkaki

Для j = 2 до n
Для i = 2 до j − 1

Для k = 1 до i− 1
aij = aij − likakj

Для i = 2 до j

lj,i−1 = aj,i−1/ai−1,i−1

Для k = 1 до i− 1

aji = aji − ljkaki

Рис. 4.1. Алгоритмы окаймления известной части L̄U -разложения: столбцовый
(слева) и алгоритм скалярных произведений (справа)

В первом цикле по i на рис. 4.1 (слева) выполняется модификация j-го
столбца матрицы A и тем самым вычисляется j-й столбец матрицы U . Во
втором цикле по i модифицируется j-я строка матрицы A и вычисляется j-я

строка матрицы L̄. Заметим, что при i = j во втором цикле по i пересчи-
тывается элемент (j, j) матрицы A; в результате, согласно (4.2), получается

элемент ujj.
Во второй форме алгоритма окаймления на рис. 4.1 (справа) первый цикл

по i,k вычисляет j-й столбец матрицы U , для чего из элементов aij вычи-
таются скалярные произведения строк с 2-й по (j − 1)-ю матрицы L̄ с j-м

столбцом U . Это эквивалентно решению системы L̄11u1j = a1j. Во втором
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4.2. Окаймление известной части разложения

цикле по i,k модифицируется j-я строка A путем делений (нормировок) эле-

ментов этой строки, сопровождаемых опять-таки вычитаниями скалярных
произведений j-й строки L̄ и столбцов U . Это эквивалентно решению тре-
угольной системы UT

11lj1 = aj1 относительно j-й строки матрицы L̄. Отме-

тим, что здесь при j = i модифицируется элемент (j, j) матрицы A, и это
относится уже к вычислению j-го столбца матрицы U ; в результате получа-

ется элемент ujj. Вычисления по этим формам показаны в табл. 4.1.

Таблица 4.1. Вычисления по алгоритмам на рис. 4.1 для примера 3.3. Позиции
элемента–делителя столбца L̄ показаны выделенным шрифтом

A j = 2 j = 3 j = 4
2 4 −4 6
1 4 2 1
3 8 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 2 1
3 8 1 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 1
3/2 2/2 3 1
2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2/3 4

В обеих формах окаймления обращения к данным производятся одинако-
во, что показано на рис. 4.2.

L̄

U

A

j⇒

j
⇓

Рис. 4.2. Доступ к данным в алгоритмах окаймления известной части разложения.
L̄, U — вычисление закончено, но обращения происходят. A — обращений не было.
Вычисляются: j-й столбец матрицы U и j-я строка матрицы L̄

Обратим внимание, что в обоих случаях требуется доступ и к строкам, и
к столбцам матрицы A. Поэтому алгоритмы будут неэффективны для век-

торных компьютеров, требующих, чтобы элементы вектора находились в
смежных позициях памяти. Еще одной сложностью является внедрение про-

цедуры выбора главного элемента в эти алгоритмы.
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4. Алгоритмы окаймления в LU-разложении

4.3 Окаймление неизвестной части разложения

Основная работа в алгоритмах окаймления приходится на решение тре-
угольных систем (4.3). Это матрично-векторные операции, которые можно

реализовать в виде подпрограмм по типу рис. 4.1, добиваясь в них макси-
мальной для данной машины эффективности. Еще один способ организа-

ции вычислений, который называют алгоритмом Донгарры–Айзенштата,
имеет то преимущество, что его основной операцией является матрично-

векторное умножение. Математически алгоритм можно описать следующим
образом. Выпишем из равенства (4.1) три других соотношения, на этот раз
для ajj , a3j и aT

j3. Отсюда получим

ujj = ajj − lTj1u1j, uT
j3 = aT

j3 − lTj1U13, l3j = (a3j − L31u1j) /ujj . (4.4)

Характер доступа к данным при таком вычислении показан на рис. 4.3.

⇐ uT
j3

U11

L̄11

L31

U13

A33

⇑ l3j

Рис. 4.3. Доступ к данным в алгоритмах окаймления неизвестной части разложения.
L̄11, U11 — вычисление закончено, обращений больше нет. L31, U13 — вычисление
закончено, но обращения происходят. A33 — обращений не было. Вычисляются: j-й
столбец l3j матрицы L̄ и j-я строка uT

j3 матрицы U

Видно, что блоки U13 и L31, необходимые для вычислений (4.4), на каждый

такой момент времени уже известны, так же как и все другие величины в
правых частях равенств (4.4), поэтому здесь нет решения уравнений.

Основной операцией в (4.4) является умножение вектора на прямоуголь-

ную матрицу. Можно реализовать такие умножения посредством скалярных
произведений или линейных комбинаций, что приводит к двум различным

формам алгоритма, показанным на рис. 4.4.
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Для j = 1 до n

Для k = 1 до j − 1
Для i = j до n

aji = aji − ljkaki

Для k = 1 до j − 1

Для i = j + 1 до n
aij = aij − likakj

Для s = j + 1 до n
lsj = asj/ajj

Для j = 1 до n

Для i = j + 1 до n
Для k = 1 до j − 1

aij = aij − likakj

Для i = j до n

Для k = 1 до j − 1
aji = aji − ljkaki

Для s = j + 1 до n
lsj = asj/ajj

Рис. 4.4. Алгоритмы Донгарры–Айзенштата окаймления неизвестной части L̄U -
разложения: алгоритм линейных комбинаций (слева) и алгоритм скалярных
произведений (справа)

Первый цикл по k,i на рис. 4.4 (слева) производит последователь-

ные модификации j-й строки матрицы A, которая по окончании цик-
ла k превращается в j-ю строку матрицы U . Эти модификации мож-

но рассматривать как вычитание векторно-матричного произведения lTj1U13

из aT
j3 во второй формуле uT

j3 = aT
j3 − lTj1U13 в (4.4) c помощью ли-

нейных комбинаций строк U . Заметим, что при j = i результатом мо-
дификации будет первая величина ujj в (4.4). Во втором цикле по k,i

выполняются модификации j-го столбца матрицы A по формуле l3j =
(a3j − L31u1j), т. е. по второй формуле (4.4) с точностью до деления

на ujj c вычислением матрично-векторного произведения L31u1j в (4.4) по-
средством линейных операций столбцов матрицы L. Обратим внимание на

то, что, в отличие от алгоритма отложенных модификаций на рис. 3.6, те-
перь длины векторов, участвующих в линейных комбинациях, одинаковы.
Второй оператор цикла с индексом k можно удалить, причем программа

снова будет верна; мы вставили этот оператор, чтобы подчеркнуть наличие
линейных комбинаций. Отметим еще, что в первом цикле по k,i происходит

обращение к строкам матрицы A, а во втором цикле по k,i — к ее столб-
цам. Следовательно, эта форма неэффективна для векторных компьютеров,

требующих размещения элементов вектора в смежных ячейках памяти.

Алгоритм на рис. 4.4 (справа) использует скалярные произведения. На

j-м шаге первый цикл по i, k вычисляет, с точностью до финального деле-
ния, j-й столбец матрицы L; с этой целью j-й столбец в A модифицируется

посредством скалярных произведений строк L и j-го столбца U . Во втором
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цикле по i, k вычисляется j-я строка матрицы U , для чего j-я строка в A

модифицируется посредством скалярных произведений j-й строки L и столб-
цов U . Снова требуется доступ к строкам и столбцам матрицы A. Потенци-
альное преимущество алгоритма Донгарры–Айзенштата заключается в том,

что в некоторых векторных компьютерах матрично-векторные умножения
выполняются весьма эффективно. Вычисления по этим формам показаны в

табл. 4.2.

Таблица 4.2. Вычисления по алгоритмам на рис. 4.4 для примера 3.3. Позиции
элемента–делителя столбца L̄ показаны выделенным шрифтом

j = 1 j = 2 j = 3 j = 4
2 4 −4 6

1/2 4 2 1
3/2 8 1 1
2/2 5 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 1 1
2/2 1/2 0 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2/3 5

2 4 −4 6
1/2 2 4 −2
3/2 2/2 3 −6
2/2 1/2 2/3 4

Как и в алгоритмах окаймления известной части разложения (разд. 4.2),
в данных алгоритмах дополнительную сложность представляет внедрение

процедуры выбора главного элемента.

4.4 Задание на лабораторный проект № 3

Написать и отладить программу, реализующую заданный вариант ме-
тода исключения с выбором главного элемента, для численного решения
систем линейных алгебраических уравнений Ax = f , вычисления detA и

A−1. Предусмотреть сообщения, предупреждающие о невозможности реше-
ния указанных задач с заданной матрицей A.

Отделить следующие основные части программы:

а) подпрограмму факторизации матрицы A, отвечающую заданному ва-

рианту метода исключения;

б) подпрограмму решения систем линейных алгебраических уравнений;

в) подпрограмму вычисления определителя матриц;

г) подпрограммы обращения матриц;

д) сервисные подпрограммы.
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Уделить особое внимание эффективности программы (в смысле экономии

оперативной памяти). Предусмотреть пошаговое выполнение алгоритма ис-
ключения с выводом результата на экран.

Выполнить следующие пункты задания.

1. Провести подсчет фактического числа выполняемых операций умноже-

ния и деления при решении системы линейных алгебраических уравнений,
сравнить его с оценочным числом (n3/3).

2. Определить скорость решения задач (решение систем линейных алгеб-

раических уравнений, обращение матриц) с учетом времени, затрачиваемого
на разложение матрицы. Для этого спроектировать и провести эксперимент,

который охватывает матрицы порядка от 5 до 100 (через 5 порядков). Пред-
ставить результаты в виде таблицы и графика зависимости времени выпол-

нения (в минутах и секундах) от порядка матриц. Таблицу и график вывести
на экран.

3. Оценить точность решения систем линейных алгебраических уравне-

ний, имеющих тот же самый порядок, что и задачи из пункта 2. Для этого
сгенерировать случайные матрицы A, задать точное решение x∗ и образовать
правые части f = Ax∗. Провести анализ точности вычисленного решения x

от порядка матрицы. Результаты представить в виде таблицы и графика.

Для заполнения матрицы A использовать случайные числа из диапазона
от −100 до 100. В качестве точного решения взять вектор x∗ = (1, 2, . . . , n)T ,

где n — порядок матрицы. Для оценки точности использовать норму вектора

‖x‖∞ = max
i

(|xi|). (4.5)

4. Повторить пункт 3 задания для плохо обусловленных матриц (см.

разд. 2.6), имеющих порядок от 4 до 40 с шагом 4.

5. Вычислить матрицу A−1 следующими двумя способами.

Способ 1 — через решение системы AX = I, где I — единичная матрица.

Способ 2 — через разложение матрицы A в произведение элементарных
матриц, обращение которых осуществляется аналитически, а их произведе-

ние дает матрицу A−1.

Сравнить затраты машинного времени и точность обращения матриц при
использовании указанных способов 1 и 2. Эксперименты провести для слу-

чайных матриц порядков от 5 до 100 через 5. Для оценки точности в обоих
способах использовать оценочную формулу

‖A−1
т − A−1

пр ‖ ≤ ‖I −AA−1
пр ‖ · ‖A‖−1. (4.6)
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Норму матрицы следут вычислять в соответствии со следующим опреде-

лением:

‖A‖∞ = max
i

(
n∑

j=1

|aij|
)

, (4.7)

где A−1
т — точное значение обратной матрицы, а A−1

пр — приближенное зна-

чение, полученное в результате обращения каждым из способов 1 и 2.

6. Провести подсчет фактического числа выполняемых операций умноже-
ния и деления при обращении матриц первым и вторым способами, сравнить

его с оценочным числом (n3).

Замечание 4.1. По ходу проведения численных экспериментов на

экран дисплея должны выводиться следующие таблицы.

Решение систем линейных алгебраических уравнений:

Порядок Время Точность
Теоретическое Реальное
число операций число операций

Аналогичная таблица должна быть построена для плохо обусловленных
матриц.

Обращение матриц:

Порядок
Время Точность Число операций

спос. 1 спос. 2 спос. 1 спос. 2 спос. 1 спос. 2 теорет.

Замечание 4.2. Результаты экспериментов необходимо вывести на
экран в форме следующих графиков. Для случая обращения матриц при

построении графиков использовать данные из второй таблицы.

Графики решения систем линейных алгебраических уравнений:

. зависимость реального и оценочного числа операций от порядка матри-
цы (для разных графиков использовать разные цвета);

. зависимость времени решения от порядка матриц;

. зависимость точности решения от порядка матриц. При построении гра-
фиков использовать данные из первой таблицы. Для этого их необходи-

мо записать в текстовый файл.
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Графики для обращения матриц:

. зависимость реального и оценочного числа операций от порядка матри-
цы (для разных графиков использовать разные цвета);

. зависимость времени обращения первым и вторым способом от порядка

матриц;

. зависимость точности обращения первым и вторым способом от порядка
матриц.

4.5 Варианты задания

В табл. 4.3 приведены 16 номеров вариантов задания на лабораторную
работу (проект) № 3.

Таблица 4.3. Варианты задания на лабораторный проект № 3

Вид
разложения

Окаймление α Окаймление β

Алгоритм a Алгоритм b Алгоритм c Алгоритм b

A = L̄U 1 2 3 4

A = LŪ 5 6 7 8

A = ŪL 9 10 11 12

A = UL̄ 13 14 15 16
α — известной части разложения;
β — неизвестной части разложения;
a — столбцовый;
b — скалярных произведений;
c — линейных комбинаций.
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5

Разреженные формы LU-разложения

5.1 Упакованные формы хранения матриц

Для решения систем линейных алгебраических уравнений с разреженны-

ми матрицами используются те же самые методы гауссова исключения, что
и для линейных систем с заполненными матрицами. Отличие состоит только
в выборе главного элемента и в способе хранения матрицы коэффициентов

системы уравнений.

Так как разреженные матрицы имеют небольшое число ненулевых эле-
ментов, в целях экономии оперативной памяти ЭВМ такие матрицы хранят
в упакованном виде. Рассмотрим четыре наиболее употребимых способа упа-

ковки, используемых для хранения произвольных разреженных матриц.

Пример 5.1. В качестве примера возьмем квадратную матрицу A
порядка 6 с тринадцатью ненулевыми элементами: a11 = 1, a13 = 3, a14 = −2,
a21 = 1, a25 = 5, a33 = 7, a34 = 2, a42 = −3, a46 = −1, a51 = 1, a54 = 3, a65 = 2,

a66 = 2.

В излагаемых ниже схемах хранения разреженной матрицы A упаковка

осуществляется по строкам.

Схема 1. Каждому ненулевому элементу матрицы A ставится в соответ-
ствие запись, состоящая из двух полей. Первое поле записи содержит номер

столбца, а второе — значение элемента. Нуль во втором поле означает нача-
ло новой строки. В этом случае первое поле содержит номер новой строки.

Нули в обоих полях записи указывают на конец массива, хранящего данную
разреженную матрицу A. В соответствии с этой схемой матрица A приме-

ра 5.1 будет храниться в виде следующего массива:



5.1. Упакованные формы хранения матриц

1 0 1 1.0 3 3.0 4 −2.0 2 0 1 1.0 5 5.0 ⇒
3 0 3 7.0 4 2.0 4 0 2 −3.0 6 −1.0 5 0 ⇒
1 1.0 4 3.0 6 0 5 2.0 6 2.0 0 0

Схема 2. Информация о матрице хранится в трех массивах. В массиве
a хранятся ненулевые элементы матрицы A. В массиве b хранятся индексы

столбцов, а в массиве c — указатели индексов строк, т. е. на k-м месте в
массиве c хранится местоположение первого ненулевого элемента k-й строки

в массиве a. В соответствии с этой схемой матрица A примера 5.1 будет
храниться в виде трех массивов

a = (1.0, 3.0, −2.0, 1.0, 5.0, 7.0, 2.0, −3.0, −1.0, 1.0, 3.0, 2.0, 2.0),

b = (1, 3, 4, 1, 5, 3, 4, 2, 6, 1, 4, 5, 6),

c = (1, 4, 6, 8, 10, 12).

Схема 3. Каждому ненулевому элементу данной матрицы однозначно
ставится в соответствие целое число вида

λ(i, j) = (i− 1)n + j , aij 6= 0 . (5.1)

Хранение ненулевых элементов разреженной матрицы обеспечивается
двумя массивами. В массиве a хранятся ненулевые элементы матрицы, в

массиве b хранятся соответствующие им числа λ(i, j). В соответствии с этой
схемой матрица A примера 5.1 будет храниться в виде двух массивов:

a = (1.0, 3.0, −2.0, 1.0, 5.0, 7.0, 2.0, −3.0, −1.0, 1.0, 3.0, 2.0, 2.0),

b = (1, 3, 4, 7, 11, 15, 16, 20, 24, 25, 28, 35, 36).

Исходная матрица по этой схеме хранения может быть восстановлена сле-
дующим образом. Сначала определяем i как такое наименьшее целое число,
что

i ≥ λ(i, j)/n .

Затем, зная i, с учетом (5.1) находим j

j = λ(i, j)− (i− 1)n . (5.2)

Схема 4. Для хранения каждого ненулевого элемента матрицы использу-

ется запись, состоящая из трех полей. В первом поле хранится номер столб-
ца, в котором стоит этот ненулевой элемент. Во втором поле хранится зна-

чение элемента, а в третьем — указатель на следующий ненулевой элемент
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5. Разреженные формы LU-разложения

строки или nil, если это последний ненулевой элемент в строке. Таким обра-

зом, разреженная матрица хранится в виде массива указателей на списки,
а каждый список содержит все ненулевые элементы одной строки. Упако-
ванную форму матрицы A примера 5.1 в этом случае можно схематично

изобразить следующим образом.

1 → 1 1.0 → 3 3.0 → 4 −2.0 → nil

2 → 1 1.0 → 5 5.0 → nil

3 → 3 7.0 → 4 2.0 → nil

4 → 2 −3.0 → 6 −1.0 → nil

5 → 1 1.0 → 4 3.0 → nil

6 → 5 2.0 → 6 2.0 → nil

5.2 Выбор ведущего элемента

Способы 1–4 упаковки матриц позволяют компактно хранить матрицу A
коэффициентов системы Ax = f . Однако при использовании метода Гаусса
(или ему подобных) в результате модификации элементов матрицы A может

значительно возрасти число ненулевых элементов. С одной стороны, это тре-
бует дополнительной памяти для хранения новых ненулевых элементов, а с

другой — приводит к возрастанию числа арифметических операций, что вле-
чет накопление ошибок округления. В связи с этим обстоятельством были

предложены стратегии выбора главного элемента, позволяющие минимизи-
ровать число новых ненулевых элементов на каждом шаге метода Гаусса.

Назовем локальным заполнением на (k + 1)-м шаге метода Гаусса чис-

ло элементов матрицы A, которые были нулевыми после k-го шага и стали
ненулевыми после (k + 1)-го шага метода Гаусса. Таким образом, задача за-

ключается в выборе в качестве главного элемента такого элемента матрицы
A(k), который минимизирует локальное заполнение матрицы A на (k + 1)-м

шаге (как и прежде, A(k) — активная подматрица матрицы A). При этом,
чем больше множество элементов, среди которых выбирается главный, тем
меньше локальное заполнение. Но, с другой стороны, в качестве главного

можно брать только ненулевой элемент. Поэтому вводится понятие допусти-
мого элемента.

Допустимым элементом на (k +1)-м шаге метода Гаусса называется та-
кой элемент активной подматрицы A(k), который удовлетворяет неравенству

∣
∣
∣a

(k)
ij

∣
∣
∣ > ε,
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где ε — некоторое наперед заданное положительное число. В лабораторном

проекте № 4, описание которого дано ниже, надо взять ε = 10−3, если ис-
пользуется тип real, или ε = 10−5, если используется тип extended.

Итак, среди элементов активной подматрицы A(k) в соответствии с крите-

рием (5.2) выбирается множество допустимых элементов, а затем среди них
отыскивается элемент, минимизирующий локальное заполнение на текущем

шаге. Для выбора этого оптимального элемента используются следующие
две стратегии.

Стратегия I. Локальное заполнение на (k+1)-м шаге метода Гаусса бу-

дет минимальным, если в качестве главного выбрать элемент a
(k)
st на позиции

s = α + k, t = β + k, где α и β определяются из формулы

g
(k+1)
αβ = min

i,j
{eT

i Gk+1ej} для всех
∣
∣
∣a

(k)
i+k,j+k

∣
∣
∣ > ε.

Здесь Gk+1 = BkB̄
T
k Bk, где Bk — матрица, полученная из A(k) путем замены

ненулевых элементов единицами, а B̄k = M −Bk (M — матрица, состоящая
из единиц). Согласно стратегии I, в качестве главного берется тот из до-

пустимых элементов активной подматрицы A(k), которому в матрице Gk+1

соответствует наименьший элемент.

Стратегия II. Локальное заполнение на k + 1-м шаге метода Гаусса
будет небольшим, если в качестве главного выбрать элемент a

(k)
st , на позиции

s = α + k, t = β + k, где α и β определяются из формулы

g
(k+1)
αβ = min

i,j
{eT

i Ĝk+1ej} для всех
∣
∣
∣a

(k)
i+k,j+k

∣
∣
∣ > ε.

Здесь Ĝk+1 = (Bk − In−k)M(Bk − In−k), где матрицы M и Bk имеют тот

же самый смысл, что и в стратегии I, а In−k — единичная матрица размера
n−k. Хотя стратегия II не обеспечивает минимальное заполнение на текущем

шаге, она очень просто реализуется на практике, и ее применение приводит
к сравнительно небольшому числу новых ненулевых элементов.

Использование упакованной формы хранения матрицы A и более слож-

ной процедуры выбора главного элемента требует значительного увеличе-
ния затрат машинного времени, поэтому перенос процедур и функций из

лабораторного проекта № 1, осуществляющих решение системы линейных
алгебраических уравнений, не даст оптимальный по времени результат. Это

связано с тем, что поиск (i, j)-гo элемента матрицы A в упакованной фор-
ме требует существенных затрат машинного времени. Следовательно, при

написании оптимальной по времени счета программы таких действий надо
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избегать. Это можно сделать, если применить метод Гаусса непосредствен-

но к упакованной форме хранения матрицы A, т. е. только к ее ненулевым
элементам.

Поскольку стандартный метод Гаусса (см. разд. 3.1) оперирует со стро-

ками матрицы A, разреженные матрицы удобно хранить по строкам. Это
позволит эффективно организовать такие операции, как нормировка строки,

умножение строки на число, вычитание строки, потому что в этом случае
все ненулевые элементы каждой строки матрицы A в упакованной форме

хранения образуют непрерывную последовательность. Следовательно, опе-
рации нормировки, умножения и вычитания строки можно проводить только

для ненулевых элементов.

Такой подход подразумевает, что все ненулевые элементы матрицы A мо-
дифицируются в том порядке, в котором они хранятся в упакованной форме,

что исключает затраты на поиск нужного элемента. Модификация проис-
ходит следующим образом. Берется очередной ненулевой элемент матрицы

A. Определяется его местоположение в матрице, т. е. индексы i и j. Затем
с помощью дополнительных массивов обратных перестановок определяется

местоположение этого элемента в матрице с переставленными столбцами и
строками. Если в результате этот элемент лежит в активной подматрице,
то он изменяется по известным формулам метода Гаусса. Здесь надо преду-

смотреть процедуру вставки элемента на случай появления нового ненуле-
вого элемента и процедуру удаления элемента из упакованной формы, если

ненулевой элемент стал нулевым. После этого обрабатывается следующий
ненулевой элемент матрицы A.

Оптимизация по времени процедуры решения системы линейных алгеб-
раических уравнений позволяет значительно повысить эффективность про-
граммы. Однако этого недостаточно. Оптимальной по быстродействию будет

лишь та программа, где дополнительно оптимизирована процедура выбора
главного элемента. Во-первых, надо подумать над эффективным вычисле-

нием элементов матрицы Gk (или Ĝk). Во-вторых, надо организовать вычис-
ление этой матрицы так, чтобы исключить поиск элементов в упакованной

форме. Только учет всех этих особенностей решения систем линейных ал-
гебраических уравнений с разреженной матрицей коэффициентов позволит

написать эффективную по затратам машинного времени программу.
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5.3 Задание на лабораторный проект № 4

Написать и отладить программу, реализующую заданный вариант метода

исключения с заданной схемой хранения разреженных матриц и заданной
стратегией выбора главного элемента, для численного решения систем вида

Ax = f . Отделить основные части программы:

а) подпрограмму упаковки матрицы A;

б) подпрограмму метода исключения;

в) подпрограмму выбора главного элемента;

г) сервисные подпрограммы.

Уделить особое внимание эффективности программы (в смысле скорости
счета). Программа должна решать систему линейных алгебраических урав-
нений 150-го порядка не более чем за 3 минуты (для персонального ком-

пьютера 386 AT с сопроцессором). Предусмотреть пошаговое выполнение
алгоритма исключения с выводом результата на экран.

Выполнить следующие пункты задания:

1. Для заданной матрицы A выдать на экран упакованную форму в со-

ответствии со своим вариантом, построить таблицу зависимости оценочного
и реального локального заполнения от номера шага исключения (для этого
предусмотреть ввод матрицы с экрана).

2. Оценить точность решения систем линейных алгебраических уравне-
ний, имеющих порядок n от 100 до 200 (через 5). Для этого сгенерировать

случайные матрицы A (не более 10 ненулевых элементов в строке), выбрать
x∗ — точное решение и образовать правые части f = Ax∗. Провести анализ

точности решения как функцию от n. Результаты вывести в таблицу и на
график.

Для случайного заполнения матрицы A использовать алгоритм:

(а) Ненулевыми целыми числами, выбранными случайным образом из
интервала [−100; 100], заполнить обратную диагональ матрицы A.

(б) В каждой строке случайным образом выбрать количество ненулевых
элементов (от 1 до 10 с учетом элементов по пункту (а)), их местоположение
(номер столбца от 1 до n) и значение (ненулевые целые числа, лежащие в

интервале от −100 до 100).

В качестве точного решения взять вектор x∗ = (1, 2, . . . , n). Если при

решении системы Ax = f выяснится, что матрица A вырождена (плохо обу-
словлена), сгенерировать новую матрицу того же порядка и решить систему

линейных алгебраических уравнений с новой матрицей A и новой правой
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частью. Для оценки точности решения использовать норму вектора по фор-

муле (4.5).
3. Определить скорость решения систем из пункта 2. Результаты вывести

в таблицу и на график.

4. Системы из пункта 2 решить методом исключения переменных из лабо-
раторного проекта № 1, либо из лабораторного проекта № 2 (в соответствии

со своим вариантом по лабораторному проекту № 1 или № 2). Матрица в
этом случае должна размещаться в памяти ЭВМ полностью (в распакован-

ном виде). Сравнить точность решения и затраты машинного времени, полу-
чаемые, с одной стороны, в лабораторном проекте № 1 (или № 2) и, с другой

стороны, в лабораторном проекте № 4.

Замечание 5.1. По ходу проведения численных экспериментов на
экран дисплея должны выводиться таблицы следующего вида.

Решение систем линейных алгебраических уравнений

Порядок
матрицы

Время Точность

Заполненная
матрица

Разреженная
матрица

Заполненная
матрица

Разреженная
матрица

Замечание 5.2. Некоторые результаты экспериментов необходимо

сохранять в текстовый файл, чтобы затем вывести на экран в виде графиков.

Графики решения систем линейных алгебраических уравнений:
. зависимость точности решения от порядка матриц (для двух способов

решения);

. зависимость времени решения от порядка матриц (для двух способов
решения).

5.4 Варианты задания

В табл. 5.1 приведены 48 номеров вариантов задания на лабораторный
проект № 4 с двумя стратегиями I и II выбора главного элемента, четырьмя
схемами упаковки разреженной матрицы A и шестью вариантами метода

исключения.
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Таблица 5.1. Варианты задания на лабораторный проект
№ 4

Вид
разложения

Стратегия I Стратегия II

a b c d a b c d

A = L̄U 1 2 3 4 5 6 7 8

A = LŪ 9 10 11 12 13 14 15 16

A = ŪL 17 18 19 20 21 22 23 24

A = UL̄ 25 26 27 28 29 30 31 32

A = LŪ в виде L, Ū−1 33 34 35 36 37 38 39 40

A = UL̄ в виде L̄−1, U 41 42 43 44 45 46 47 48
a — схема 1 хранения разреженной матрицы A;
b — схема 2 хранения разреженной матрицы A;
c — схема 3 хранения разреженной матрицы A;
d — схема 4 хранения разреженной матрицы A.
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6

Разложения Холесского

6.1 Положительно определенные матрицы

Определение 6.1. Симметрическая матрица P , P (n, n)1, называется
положительно определенной (ПО), если и только если xTPx > 0 для всех

n-векторов x с ‖x‖ > 0.

В определении 6.1 выражение xTPx есть квадратичная форма в терминах
переменных элементов некоторого (произвольного) вектора x ∈ R

n. Напри-

мер, для размерности n = 3 этого вектора имеем

xTPx =
n∑

i,j=1

p(i, j)xixj =

= p(1, 1)x2
1 + 2p(1, 2)x1x2 + 2p(1, 3)x1x3 +

+ p(2, 2)x2
2 + 2p(2, 3)x2x3 +

+ p(3, 3)x2
3 .

Этот очевидный способ раскрытия формулы для xTPx справелив и в об-
щем случае (для любого целого n ≥ 2), — он обобщает формулу квадрата

суммы двух или более чисел.

Свойства ПО матриц

Когда P есть симметрическая матрица, обозначение P > 0 означает, что

P является положительно определенной.

Свойство A. P > 0 тогда и только тогда, когда все собственные числа
матрицы P положительны.

1 Т. е. P имеет размер n× n.



6.2. Квадратные корни из P и алгоритмы Холесского

Свойство B. Если P > 0, то все диагональные элементы матрицы P

положительны.

Свойство C. Если матрица M невырожденная и P > 0, то MTPM > 0.

Свойство D. Если P > 0, то P−1 существует и P−1 > 0.

Свойство E. Если P > 0, то матрица, полученная вычеркиванием лю-

бой i-й строки и i-го столбца, также является невырожденной.

Свойство F. Если P > 0 и ρ(i, j) = p(i, j)/[p(i, i)p(j, j)]1/2 с индек-

сами элементов i, j = 1, . . . , n при i 6= j, то |ρ(i, j)| < 1, при этом ρ(i, j)
называются коэффициентами корреляции.

Признаки положительной определенности матриц

Условие Сильвестра. Чтобы матрица P была положительно опреде-
ленной, необходимо и достаточно, чтобы все ее главные миноры были поло-

жительны.

Достаточное условие. Диагональное преобладание, т. е. свойство

∀i = 1, . . . , n : p(i, i) >
n∑

j=1,j 6=i

|p(i, j)| ,

влечет положительную определенность матрицы P = [p(i, j)].

6.2 Квадратные корни из P и алгоритмы Холесского

Если матрица P может быть представлена как

P = SST (6.1)

с квадратной матрицей S, то S называют квадратным корнем из P . Квад-
ратные корни матриц, когда они существуют, определяются равенством (6.1)

неединственным образом, так как, если S удовлетворяет равенству (6.1) и
T есть любая ортогональная (TT T = I и T TT = I) матрица, то ST также

удовлетворяет (6.1).
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Замечание 6.1. Хотя определение (6.1) часто используется, оно не

является универсальным. Обобщения возможны в направлении отказа от
квадратной формы матрицы S или (если она остается квадратной) в до-
пущении комплексных значений ее элементов. В последнем случае пишут

P = SSH , где SH обозначает комплексно сопряженную при транспониро-
вании матрицу. Ограничения в определении квадратного корня из матрицы

могут заключаться в различных требованиях к ее форме. Например, мож-
но требовать симметричности S = ST или эрмитовости S = SH . В случае

симметричности, т. е. при S = ST , квадратный корень из матрицы P обо-
значают S1/2, т. е. пишут P = SS1/2. Если же требовать, чтобы S в (6.1)

имела треугольную форму, то в (6.1) приходим к четырем вариантам разло-
жения Холесского.

Определение 6.2. Разложением Холесского принято называть любое

из следующих представлений положительно определенной матрицы P :

P = LLT , P = L̄DL̄T , P = UUT , P = ŪDŪT , (6.2)

где L — нижняя треугольная матрица с положительными элементами на диа-
гонали, U — верхняя треугольная матрица с положительными элементами

на диагонали, L̄ — нижняя треугольная матрица с единичными элементами
на диагонали, D — диагональная матрица с положительными элементами
на диагонали, Ū — верхняя треугольная матрица с единичными элементами

на диагонали.

Теорема 6.1 (Нижнее треугольное разложение Холесского). Любая
симметрическая матрица P > 0 имеет разложение P = LLT , где L — нижняя
треугольная матрица. Это разложение на сомножители с положительными

диагональными элементами в L дается следующим алгоритмом.
Для j = 1, . . . , n − 1 рекуррентно выполнять цикл, образованный следу-

ющим упорядоченным набором выражений:

L(j, j) = P (j, j)1/2,

L(k, j) = P (k, j)/L(j, j), k = j + 1, . . . , n,

P (i, k) := P (i, k)− L(i, j)L(k, j)

{

k = j + 1, . . . , n

i = k, . . . , n







L(n, n) = P (n, n)1/2.

Замечание 6.2. Приведенная выше формулировка алгоритма ис-
пользует обозначения элементов матриц P и L для наглядности. Это не

должно создавать впечатления, что данные матрицы хранятся в памяти по
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отдельности; наоборот, в лабораторном проекте все приведенные вычисления

должны проводиться в одном и том же массиве. Это значит, что элементы
матрицы P должны замещаться элементами матрицы L по мере вычисления
последних.

Замечание 6.3. Легко видеть, что если L1 и L1 суть два различных
варианта факторизации матрицы P > 0, то

L1 = L2 diag [±1, . . . ,±1],

т. е. в приведенном алгоритме можно брать L(j, j) = ±P (j, j)1/2. Обычно
рекомендуют выбирать единственое решение, отвечающее положительным
диагональным элементам матрицы L.

Внимательное прочтение теоремы 6.1 обнаруживает, что данный алго-
ритм требует вычисления n квадратных корней, что замедляет вычисления.
Этот недостаток устраняется, если перейти ко второму варианту разложения

Холесского из общего списка (6.2).

Следствие 6.1 (Нижнее треугольное разложение Холесского без опе-
рации квадратного корня). Любая симметрическая матрица P > 0 имеет

разложение P = L̄DL̄T , где L̄ — нижняя треугольная матрица с единич-
ной диагональю и D = diag (d1, . . . , dn). Элементы матриц L̄ и D даются

следующим алгоритмом.

Для j = 1, . . . , n − 1 рекуррентно выполнять цикл, образованный следу-
ющим упорядоченным набором выражений:

dj = P (j, j), L̄(j, j) = 1,

P (i, k) := P (i, k)− L̄(i, j)P (k, j)

{

k = j + 1, . . . , n

i = k, . . . , n

L̄(k, j) = P (k, j)/d(j), k = j + 1, . . . , n







d(n) = P (n, n)),

L̄(n, n) = 1.

Данный результат легко получается из теоремы 6.1 с использованием обо-
значений dj = L(j, j)2 и L̄(i, j) = L(i, j)/L(j, j).

Следующий аналог теоремы 6.1 формулирует алгоритм третьей версии
разложения Холесского из списка (6.2).

Теорема 6.2 (Верхнее треугольное разложение Холесского). Любая

симметрическая матрица P > 0 имеет разложение P = UUT , где U — верх-
няя треугольная матрица. Это разложение на сомножители с положитель-

ными диагональными элементами в U дается следующим алгоритмом.
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6. Разложения Холесского

Для j = n, n − 1 . . . , 2 рекуррентно выполнять цикл, образованный сле-

дующим упорядоченным набором выражений:

U(j, j) = P (j, j)1/2,

U(k, j) = P (k, j)/U(j, j), k = 1, . . . , j − 1,

P (i, k) := P (i, k)− U(i, j)U(k, j)

{

k = 1, . . . , j − 1

i = 1, . . . , k







U(1, 1) = P (1, 1)1/2.

Аналогично следствию 6.1, зафиксируем последний из четырех вариантов

разложения Холесского (6.2).

Следствие 6.2 (Верхнее треугольное разложение Холесского без опе-
рации квадратного корня). Любая симметрическая матрица P > 0 имеет

разложение P = ŪDŪT , где Ū — верхняя треугольная матрица с единич-
ной диагональю и D = diag (d1, . . . , dn). Элементы матриц Ū и D даются

следующим алгоритмом.

Для j = n, n − 1 . . . , 2 рекуррентно выполнять цикл, образованный сле-
дующим упорядоченным набором выражений:

dj = P (j, j), Ū(j, j) = 1,

Ū(k, j) = P (k, j)/d(j), k = 1, . . . , j − 1

P (i, k) := P (i, k)− Ū(i, j)Ū(k, j)dj

{

k = 1, . . . , j − 1

i = 1, . . . , k







d(1) = P (1, 1),

Ū(1, 1) = 1.

6.3 Программная реализация алгоритмов Холесского

В справочных целях включаем реализацию трех из четырех приведен-
ных выше алгоритмов на языке FORTRAN. Эти примеры реализации могут

помочь студентам написать свои собственные программы на других языках
высокого уровня при выполнении лабораторного проекта № 5, описание ко-

торого дано ниже в разд. 6.6.
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6.3. Программная реализация алгоритмов Холесского

Верхнетреугольное разложение Холесского:

P (N, N), P = UUT , P > 0, U— верхнетреугольная матрица.

DO 5 J = N, 2,−1 c© j = n, n− 1, . . . , 2
U(J, J) = SQRT(P (J, J))

α = 1./U(J, J)
DO 5 K = 1, J − 1
U(K, J) = α ∗ P (K, J)

β = U(K, J)
DO 5 I = 1, K

5 P (I, K) = P (I, K)− β ∗ U(I, J)
U(1, 1) = SQRT(P (1, 1))

Замечание 6.4. Матрица U должна замещать P в компьютерной па-
мяти. Нижние части матриц U и P не должны использоваться вовсе (память

для них не выделяется). В любом случае верхнетреугольная часть матрицы
P теряется, так как на ее месте появляется верхнетреугольная часть матри-
цы U , т. е. все вычисления ведутся в одном и том же массиве P .

Верхнетреугольное без
√· разложение Холесского:

P (N, N), P = ŪDŪT , P > 0, Ū— верхнетреугольная матрица

с единичной диагональю, D — диагональная матрица.

DO 5 J = N, 2,−1 c© j = n, n− 1, . . . , 2

D(J) = P (J, J)
α = 1./D(J)

DO 5 K = 1, J − 1
β = P (K, J)
Ū(K, J) = α ∗ β

DO 5 I = 1, K
5 P (I, K) = P (I, K)− β ∗ Ū(I, J)

D(1) = P (1, 1)

Замечание 6.5. В любом случае верхнетреугольная часть матрицы
P теряется, так как на ее месте появляется верхнетреугольная часть матри-

цы Ū , при этом единицы, соответствующие диагонали матрицы Ū , только
подразумеваются, а на их месте пишутся диагональные элементы матрицы

D. Для поддиагональной части массива P память не выделяется.
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6. Разложения Холесского

Предыдущие замечания 6.4 и 6.5 свидетельствуют, что фактически мас-

сив, выделяемый для исходной матрицы P и одновременно для получаемых
на ее месте результатов разложений Холесского, должен быть оформлен как
одномерный массив. Размер этого массива, очевидно, равен N(N +1)/2 эле-

ментов. Напишем для предыдущего алгоритма его эквивалентную «одномер-
ную» версию.

Верхнетреугольное без
√· «одномерное» разложение P = ŪDŪT :

Одномерный массив P (N(N + 1)/2) соответствует P = ŪDŪT .

JJ = N(N + 1)/2

JJN = JJ
DO 5 J = N, 2,−1 c© j = n, n− 1, . . . , 2

α = 1./P (JJ)
KK = 0
JJN = JJ − J c© JJN = следующий

диагональный элемент
DO 4 K = 1, J − 1

β = P (JJN + K) c© JJN + K = (K, J)
P (JJN + K) = α ∗ β

DO 3 I = 1, K
3 P (KK + I) = P (KK + I)− β ∗ P (JJN + I) c© KK + I = (I, K)

4 KK = KK + K c© KK = K(K − 1)/2
5 JJ = JJN c© JJ = J(J − 1)/2

6.4 Разложение Холесского: ijk-формы

Разложение Холесского симметричной положительно определенной мат-
рицы P может быть получено в результате незначительных изменений ба-

зовых LU -разложений квадратной матрицы A, изложенных в разд. 3.5. При
этом симметрия матрицы P используется для сокращения числа действий

примерно вдвое. Способ хранения матрицы P должен быть компактным,
т. е. в одномерном массиве хранится по строкам (или по столбцам) только
нижняя (или верхняя) треугольная часть матрицы P вместе с диагональю.

В той же последовательности, как выше изложены (см. разд. 3.5) ijk-

формы L̄U -разложения матрицы A, приведем ijk-формы L̄DL̄T и LLT -
разложений Холесского матрицы P > 0. Из них видно, сколь незначительны

требуемые изменения. В каждом алгоритме объединены оба разложения, при
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6.4. Разложение Холесского: ijk-формы

этом те изменения, что относятся к LLT -разложению, заключены в скобки.
В приводимых ниже алгоритмах явно не указано, когда элементы матриц D,

L̄ и L должны замещать соответствующие элементы исходной матрицы P .
Такие замещения могут происходить сразу, а могут откладываться до того
момента, когда элементы матрицы P станут ненужными для дальнейших

вычислений. В этом отношении не все ijk-формы одинаково экономичны в
реализации, и для каждой из них вопрос о скорейшем замещении исходных

элементов матрицы P нужно решать отдельно.

Два алгоритма Холесского: разложения LLT и L̄DL̄T

с немедленными модификациями

1) kij-алгоритм

(l11 = p
1/2
11 )

Для k = 1 до n− 1
Для i = k + 1 до n

lik = pik/pkk

(lik = pik/lkk)

Для j = k + 1 до i
pij = pij − likpjk

(pij = pij − likljk)

(lk+1,k+1 = p
1/2
k+1,k+1)

2) kji-алгоритм

(l11 = p
1/2
11 )

Для k = 1 до n− 1
Для s = k + 1 до n

lsk = psk/pkk (psk/lkk)
Для j = k + 1 до n

Для i = j до n
pij = pij − likpjk

(pij = pij − likljk)

(lk+1,k+1 = p
1/2
k+1,k+1)

Четыре алгоритма Холесского: разложения LLT и L̄DL̄T

с отложенными модификациями

3) jki-алгоритм

(l11 = p
1/2
11 )

Для j = 2 до n
Для s = j до n

ls,j−1 = ps,j−1/pj−1,j−1

(ls,j−1 = ps,j−1/lj−1,j−1)

Для k = 1 до j − 1
Для i = j до n

pij = pij − likpjk

(pij = pij − likljk)

(lj,j = p
1/2
j,j )

4) jik-алгоритм

(l11 = p
1/2
11 )

Для j = 2 до n
Для s = j до n

ls,j−1 = ps,j−1/pj−1,j−1

(ls,j−1 = ps,j−1/lj−1,j−1)

Для i = j до n
Для k = 1 до j − 1

pij = pij − likpjk

(pij = pij − likljk)

(lj,j = p
1/2
j,j )
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6. Разложения Холесского

5) ikj-алгоритм

(l11 = p
1/2
11 )

Для i = 2 до n
Для k = 1 до i− 1

li,k = pi,k/pk,k

(li,k = pi,k/lk,k)

Для j = k + 1 до i
pij = pij − likpjk

(pij = pij − likljk)

(li,i = p
1/2
i,i )

6) ijk-алгоритм

(l11 = p
1/2
11 )

Для i = 2 до n
Для j = 2 до i

li,j−1 = pi,j−1/pj−1,j−1

(li,j−1 = pi,j−1/lj−1,j−1)

Для k = 1 до j − 1
pij = pij − likpjk

(pij = pij − likljk)

(li,i = p
1/2
i,i )

Замечание 6.6. Приведенные алгоритмы L̄DL̄T и LLT -разложений

Холесского матрицы получены из соответствующих ijk-алгоритмов L̄U -
разложения матрицы A (см. разд. 3.5). Для получения ŪDŪT и UUT -

разложений Холесского матрицы удобно исходить из ŪL-разложения матри-
цы A, если для него предварительно построить ijk-алгоритмы. Это постро-
ение нетрудно выполнить, если учесть, что ŪL-разложение соответствует

измененному (инверсному) порядку исключения переменных. В этом слу-
чае модификация системы уравнений начинается с последней переменной

последнего уравнения.

Суммируя вышеизложенное по ijk-формам алгоритмов Холесского, полу-
ченных из ijk-форм алгоритмов Гаусса, имеем 24 разновидности разложений

симметричной положительно определенной матрицы P :

6 ijk-форм для P = L̄DL̄T ,

6 ijk-форм для P = LLT ,

6 ijk-форм для P = ŪDŪT ,

6 ijk-форм для P = UUT .

6.5 Разложение Холесского: алгоритмы окаймления

Как и для LU -разложения, для разложения Холесского в любых его ва-

риантах (6.2) существует еще один класс алгоритмов, — так называемые
матрично-векторные алгоритмы, объединяемые идеей окаймления. Получе-

ние этих алгоритмов базируется на блочном перемножения матриц, участ-
вующих в разложении. Здесь полностью применимы принципы, изложенные

в разд. 6.2.
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Покажем, как выводятся такие матрично-векторные алгоритмы для од-

ного из четырех вариантов разложения Холесского (6.2), а именно, для ва-
рианта P = LLT . Пользуясь этим справочным материалом, любой студент
сможет самостоятельно построить родственные алгоритмы для других трех

вариантов разложения. Для этого поделим все матрицы в данном варианте
на блоки, выделяя в каждой матрице j-ю строку и j-й столбец. Тем самым

разложение P = LLT будет представлено в блочной форме






j
⇓

P11 a P13

j ⇒ aT pjj bT

P31 b P33




 =






j
⇓

L11

cT ljj
L31 d L33











j
⇓

LT
11 c LT

31

ljj dT

LT
33




, (6.3)

где фрагменты j-й строки j-го столбца обозначены как векторы-столбцы вы-

деленными символами a, b, c и d, а заглавные буквы обозначают матрицы.
Нулевые элементы треугольных матриц не показаны.

Перемножение матриц (6.3), выполняемое поблочно, дает девять соотно-
шений относительно блок-элементов матриц P и L. Пользуясь этим, рассмот-

рим два основных способа разложения матрицы P методом окаймления.

Окаймление известной части разложения. Из указанных девяти

соотношений возьмем только те, что окаймляют блок P11 = L11L
T
11, считая,

что в этой части разложение уже сделано, т. е. что блок L11 уже вычислен.
В силу симметрии P из трех окаймляющих произведений имеем только два:

a = L11c и pjj = cTc + l2jj. (6.4)

Отсюда сначала находим c как решение нижнетреугольной системы урав-
нений L11c = a; затем находим ljj = (pjj − cTc)1/2.

Окаймление неизвестной части разложения. Из указанных соот-
ношений возьмем те, что окаймляют блок P33, считая, что до этого блока

разложение уже сделано, т. е. что блоки L11, L31 и c уже найдены. В силу
симметрии P из трех окаймляющих произведений имеем только два:

pjj = cTc + l2jj и b = L31c + dljj. (6.5)

Отсюда сначала находим ljj = (pjj − cTc)1/2; затем d = (b− L31c)/ljj.
Существует два естественных способа реализации окаймления известной

части в LLT -разложении.
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В первом варианте треугольная система в (6.4) решается с помощью

строчного алгоритма (аналог алгоритма на рис. 4.1 слева), во втором — с
помощью алгоритма скалярных произведений (аналог алгоритма на рис. 4.1
справа). Псевдокоды этих двух вариантов приведены на рис. 6.1.

l11 =
√

p11

Для j = 2 до n

Для k = 1 до j − 1
ljk = pjk/lkk

Для i = k + 1 до j
pji = pji − ljklik

ljj =
√

pjj

l11 =
√

p11

Для j = 2 до n

Для i = 2 до j
lj,i−1 = pj,i−1/li−1,i−1

Для k = 1 до i− 1
pji = pji − ljklik

ljj =
√

pjj

Рис. 6.1. Алгоритмы окаймления известной части LLT -разложения: строчный (слева)
и алгоритм скалярных произведений (справа)

Для окаймления неизвестной части в LLT -разложении также существу-
ют два естественных способа реализации выражений (6.5). Здесь основной

операцией является умножение вектора на прямоугольную матрицу.

Можно реализовать такие умножения посредством скалярных произве-

дений или линейных комбинаций, что приводит к двум различным фор-
мам алгоритма, показанным на рис. 6.2, которые аналогичны алгоритмам

Донгарры–Айзенштата на рис. 4.4.

Для j = 1 до n

Для k = 1 до j − 1
pjj = pjj − ljkljk

ljj =
√

pjj

Для k = 1 до j − 1
Для i = j + 1 до n

pij = pij − likljk
Для s = j + 1 до n

lsj = psj/ljj

Для j = 1 до n

Для i = j + 1 до n
Для k = 1 до j − 1

pij = pij − likljk
Для k = 1 до j − 1

pjj = pjj − ljkljk
ljj =

√
pjj

Для s = j + 1 до n

lsj = psj/ljj

Рис. 6.2. Алгоритмы окаймления неизвестной части LLT -разложения: алгоритм
линейных комбинаций (слева) и алгоритм скалярных произведений (справа)
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6.6 Задание на лабораторный проект № 5

Написать и отладить программу, реализующую заданный вариант алго-
ритма разложения Холесского, для решения системы Px = f , где P — сим-

метричная положительно определенная матрица (ПО-матрица P , или крат-
ко, матрица P > 0). Отделить основные части программы:

а) подпрограмму генерации ПО-матрицы P ;

б) подпрограмму разложения Холесского;
и) подпрограмму решения систем линейных алгебраических уравнений;

г) подпрограмму решения систем линейных алгебраических уравнений с

ленточной матрицей P ;
д) сервисные подпрограммы, включая демонстрацию разложения на

экране, подпрограмму контроля правильности разложения и др.

Уделить особое внимание эффективности программы (в смысле экономии
оперативной памяти). Для этого в одномерном массиве достаточно хранить
только нижнюю (или верхнюю) треугольную часть и диагональ матрицы

P . Результат разложения замещает исходную матрицу. Предусмотреть
пошаговое выполнение алгоритма исключения с выводом результата на

экран.

Выполнить следующие пункты задания:

1. Дать формулировку и доказательство теоремы о заданном варианте
разложения Холесского. Теорема может быть сформулирована как утвер-

ждение о том, что предлагаемый студентом алгоритм действительно дает
единственное разложение Холесского. Для иллюстрации дать численный

пример работы алгоритма по шагам для матрицы P размера 4.

2. Провести подсчет количества операций:

а) извлечения квадратного корня;
б) умножения и деления.

Подсчет выполнить тремя способами:

а) фактически — при конкретном расчете разложения;

б) теоретически точно в зависимости от размерности матрицы n;
в) теоретически приближенно в зависимости от n при n→∞.

3. Определить скорость решения задач (решение систем линейных ал-
гебраических уравнений), для чего спроектировать и провести эксперимент,

который охватывает сгенерированные случайным образом ПО-матрицы P
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порядка от 5 до 100 (через 5 порядков). Результаты представить в виде

таблицы и графика зависимости времени выполнения от порядка матриц.
Сравнить со своим вариантом из лабораторного проекта № 1.

4. Оценить точность решения систем линейных алгебраических уравне-
ний с матрицами из п. 3. Для этого выбрать точное решение x∗ и обра-

зовать правые части f = Px∗. В качестве точного решения взять вектор
x∗ = (1, 2, . . . , n). Для оценки точности использовать норму вектора (2.15)

из лабораторного проекта № 1. Провести анализ точности вычисленного ре-
шения x в зависимости от порядка матрицы. Результаты представить в виде

таблицы и графика. Сравнить со своим вариантом из лабораторного проекта
№ 1.

5. Для заполнения матрицы P использовать случайные числа из диапа-

зона от −100 до 100. Сначала заполнить треугольную часть матрицы P ,
т. е. элементы pij, где i > j Затем заполнить диагональ. В качестве диаго-

нального элемента pii, i = 1, 2, . . . , n, выбрать случайное число из закрытого
интервала вида 


∑

j 6=i

|pij|+ 1,
∑

j 6=i

|pij|+ 101



 , (6.6)

чтобы обеспечить выполнение условия

pii ≥
∑

j 6=i

|pij|+ 1,

гарантирующего положительную определенность матрицы P .

6. Определить скорость и точность решения систем линейных алгебра-
ических уравнений с разреженными ленточными матрицами. Для этого

спроектировать и провести эксперимент для систем порядка от 100 до 200
(через 5). Результаты представить в виде таблиц и графиков зависимости
скорости и точности решения от порядка матриц. Для этих же систем найти

аналогичные зависимости для обычного метода Холесского. Pезультаты
сравнить.

7. Для случайного заполнения разреженной ленточной матрицы P ис-

пользовать следующий алгоритм:
а) случайным образом заполнить половину матрицы (верхнюю или ниж-

нюю), включая диагональ;

90



6.6. Задание на лабораторный проект № 5

б) в случае заполнения нижней треугольной части матрицы P в i-й стро-

ке, i = 1, 2, . . . , n, случайным образом определить количество ненулевых
элементов (от 1 до 10), их местоположение (номер столбца oт max{1, i− 50}
до i− 1) и значение (ненулевые целые числа, лежащие в интервале от −100

до 100);

в) при заполнении верхней треугольной части матрицы P применять тот
же алгоритм, что и в п. б), с той лишь разницей, что номер столбца лежит

в интервале от i + 1 до min{i + 50, n};
г) диагональный элемент в i-й строке, i = 1, 2, . . . , n, определить случай-

ным образом на интервале (6.6).

В качестве точного решения взять вектор x∗ = (1, 2, . . . , n), где n — по-

рядок матрицы P . В случае, если при решении системы Px = f выяснится,
что матрица P вырождена (плохо обусловлена), то сгенерировать новую

матрицу того же порядка и решить систему линейных алгебраических урав-
нений с новой матрицей P и новой правой частью. Для оценки точности

решения использовать норму вектора (2.15) из лабораторного проекта № 1.

Замечание 6.7. По ходу проведения всех численных экспериментов

на экран дисплея должны выводиться следующие таблицы.

Число вычислительных операций:

Порядок
матрицы

Квадратные корни Умножение и деление

а б с а б в

где а, б, в означает способ вычисления числа действий (см. п. 2);

Решение систем линейных алгебраических уравнений
с заполненной матрицей P :

Порядок

матрицы

Время Точность

метод
Гаусса

метод
Холесского

метод
Гаусса

метод
Холесского

Таким образом, в данный проект следует включить работу, выполненную
ранее в проекте № 1, чтобы иметь возможность сравнения метода Холесского

с методом Гаусса как по времени, так и по точности вычислений.
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6. Разложения Холесского

Решение систем линейных алгебраических уравнений

с разреженной матрицей P :

Порядок

матрицы

Время Точность

Заполненная
матрица

Разреженная
матрица

Заполненная
матрица

Разреженная
матрица

Это означает, что для каждого текущего значения n порядка матрицы P
необходимо решать две системы: одну — с заполненной матрицей P (см. п. 5
задания), другую — с разреженной матрицей P (см. п. 7 задания).

Замечание 6.8. Необходимо вывести на экран следующие графики:

Графики решения систем с заполненной матрицей P :

. зависимость времени решения от порядка матриц для методов Гаусса и

Холесского;

. зависимость точности решения от порядка матриц для методов Гаусса
и Холесского.

Графики решения систем с разреженной матрицей P :

. зависимость времени решения от порядка матриц для обычного метода
Холесского и с учетом разреженности матрицы P ;

. зависимость точности решения от порядка матриц для обычного метода

Холесского и с учетом разреженности матрицы P . При построении гра-
фиков использовать данные из соответствующей таблицы. Для этого их

необходимо записать в текстовый файл.

6.7 Варианты задания

В табл. 6.1 каждому номеру варианта соответствует своя разновидность
разложения Холесского и свой способ организации вычислений.
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6.7. Варианты задания

Таблица 6.1. Варианты задания на лабораторный проект № 5

Вид
разложения

ijk-формы Окаймление

известной неизвестной
kij kji jki jik ikj ijk части части

a b c b

P = L̄DL̄T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P = LLT 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

P = ŪDŪT 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

P = UUT 31 32 33 34 35 36 37 36 39 40
a — строчный алгоритм;
b — алгоритм скалярных произведений;
c — алгоритм линейных комбинаций.
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7

Ортогональные преобразования

7.1 Ортогональные матрицы и приложения

В этом разделе напомним определение и некоторые свойства ортогональ-
ных матриц, полезные для дальнейшего.

Определение 7.1. Матрица T , имеюшая размер n × n, т. е. T (n, n),
есть ортогональная матрица, если и только если TT T = I.

Свойство A. Если T1 и T1 суть две ортогональные матрицы, то их про-
изведение T1T2 есть тоже ортогональная матрица.

Свойство B. T−1 = T T и T TT = I.

Свойство C. Ортогональное преобразование сохраняет скалярное про-
изведение векторов, т. е. ∀x, y ∈ R

n : yTx , (x, y) = (Tx, Ty), в частности,
оно сохраняет (евклидову) норму вектора: ‖Ty‖ = ‖y‖.

Свойство D. Если v есть вектор случайных переменных с математиче-

ским ожиданием E {v} = 0 и ковариацией E
{
vvT
}

= I, то теми же харак-
теристиками обладает вектор v̄ = Tv, т. е.

E {v̄} = 0, E
{
v̄v̄T
}

= I.

Хотя это свойство легко проверяется, немного удивительно, что компо-

ненты преобразованного вектора остаются взаимно некоррелированными.
Свойства C и D играют существенную роль в квадратно-корневых ал-

горитмах решения прикладных задач оптимального моделирования и опти-

мального оценивания методом наименьших квадратов (рис. 7.1).



7.1. Ортогональные матрицы и приложения

x −

••

Модель

‖v‖2 → min
x

A

Система

z

Ax v = z − Ax

A x̃+ ••

Оценка

E {‖e‖2} → min
x̃

x

Наблюдение

z
Ax

v

x̂

x̂

−

x̃

(a)

(b)

Неизвестный вектор
e = x̃− x

Рис. 7.1. Алгебраически эквивалентные задачи, решаемые методом наименьших
квадратов значений невязки v или среднего квадрата погрешности e: (a) —
оптимальное моделирование неизвестной системы по экспериментальным условиям
A и данным z; (b) — оптимальное оценивание неизвестного вектора по наблюдениям
Ax в присутствии случайных помех v с характеристиками E {v} = 0 и E

{
vvT
}

= I
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7. Ортогональные преобразования

7.2 Линейная задача наименьших квадратов

Линейная задача наименьших квадратов (см. рис. 7.1) ставится следую-
щим образом.

Дано линейное уравнение

z = Ax + v, (7.1)

в котором известны вектор z ∈ R
m и (m × n)-матрица A ∈ R

m×n, т. е.
A = A(m, n). Разностный вектор v , z−Ax, называемый невязкой, зависит

от переменного вектора x ∈ R
n. Требуется найти значение x̂ вектора x,

минимизирующее квадратический критерий качества

J(x) = (z − Ax)T (z −Ax) = ‖v‖2 → min . (7.2)

Если ни при каком x невязка v не может быть обращена в 0 — нулевой
вектор, то система Ax = z — несовместная, в противном случае совместная,
т. е. критерий (7.2) охватывает оба случая. Однако сам метод наименьших

квадратов (МНК), выраженный критерием (7.2), создан Лежандром в 1805
году как алгебраическая процедура именно для несовместных систем и под-

твержден как статистическая процедура Гауссом в 1809 году [?]. МНК как
алгебраическая процедура проиллюстрирован выше с помощью рис. 7.1(a),

а как статистическая процедура — с помощью рис. 7.1(b). Замечательно, что
обе процедуры имеют одинаковые решения, т. е. алгебраически эти решения

эквивалентны и при E {v} = 0 и E
{
vvT
}

= I (см. рис. 7.1(b)) совпадают,
поэтому можно говорить о едином МНК-решении x̂.

МНК-решение x̂ всегда существует как решение нормальных уравнений

ATAx̂ = ATz, (7.3)

выражается формулой

x̂ = A+z + (I − A+A)y (7.4)

через произвольный вектор y ∈ R
n, где A+ — псевдообратная матрица

для матрицы A, и единственно тогда и только тогда, когда A+A = I, что

равносильно условию, что только нулевой вектор составляет ядро (нуль-
пространство) матрицы A, т. е. при rankA = n.

Условие rankA = n, называемое условием полного столбцового ранга
матрицы A, обусловливает случай m ≥ n, что при m > n означает пере-

определенную систему полного ранга в (7.1). Этот типичный для практики
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случай ниже и рассматривается, при этом из (7.3), (7.4) следует x̂ = A+z и

A+ = (ATA)−1AT .

Замечание 7.1. Слагаемое x̂0 , A+z в (7.4) есть единственное МНК-

решение с минимальной нормой, называемое нормальным псевдорешением.
Оно ортогонально второму слагаемому в (7.4), т. е. A+z ⊥ (I − A+A)y, и

лежит в пространстве строк матрицы A, т. е. x̂0 ∈ R(AT ).

Таким образом, типичный для практики случай имеет формальное реше-

ние x̂ = x̂0 = (ATA)−1ATz, и вычислительная задача наименьших квадратов
заключается в его эффективном отыскании.

7.3 Ортогональные матрицы в задаче о наименьших

квадратах

В рассматриваемой задаче о наименьших квадратах

J(x) = ‖z −Ax‖2, A(m, n), m ≥ n, rankA = n. (7.5)

Пусть T , T (m, m), есть матрица некоторого ортогонального преобразова-

ния. В силу свойства C (см. разд. 7.1) запишем

J(x) = ‖T (z −Ax)‖2 = ‖(Tz)− (TA)x‖2. (7.6)

При таком представлении видно, что минимум критерия J(x), равный
J(x̂), не зависит от T . Этом фактом можно воспользоваться, т. е. матрицу T

можно выбрать так, что (TA) приобретает привлекательную для вычисле-
ний форму. Действительно, в разд. 7.4 и 7.7 мы покажем, как можно выбрать
T , чтобы преобразованная матрица имела вид

TA =

[
R
0

]
}n
}m− n

(7.7)

с верхнетреугольным блоком R, rankR = n.

Если соответственно этому вектор Tz разбить на блоки, т. е. записать

Tz =

[
z1

z2

]
}n
}m− n

, (7.8)

то J(x) от (7.6) приводится к виду

J(x) = ‖z1 −Rx‖2 + ‖z2‖2. (7.9)
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Приведение критерия наименьших квадратов к виду (7.9) позволяет ви-

деть, что искомый вектор x̂, минимизирующий этот критерий, должен удо-
влетворять уравнению

Rx̂ = z1, (7.10)

которое легко решается обратной подстановкой (см. разд. 7.6), и кроме того,

min J(x) = J(x̂) = ‖z2‖2. (7.11)

В вычислительном отношении эти результаты гораздо более элегантны,

чем неразумная трата сил на решение нормальных уравнений (7.3). Но важ-
нее всего то, что решение, использующее ортогональные преобразования (со-
отношения (7.7), (7.8), (7.10) и (7.11)), менее чувствительны к погрешностям,

вызванным ошибками округления в компьютере. Это видно хотя бы из того,
что выражение (7.7) влечет равенство

RTR = (TA)T (TA) = ATA,

которое означает, что R является квадратным корнем из матрицы (ATA)

системы нормальных уравнений (7.3). Следовательно, при решении системы
(7.10) вдвое более эффективно используется разрядная сетка компьютера,

чем при решении системы (7.3)1.

7.4 Преобразование Хаусхолдера

Преобразования Хаусхолдера суть матричные представления, которые со-

ответствуют геометрическому понятию отражения. Пусть задан некоторый
ненулевой вектор u, который мы называем направляющим вектором. Под-

пространство, ортогональное ему, есть гиперплоскость U⊥. Если взять про-
извольный вектор y, то можно отразить его от U⊥, в точности соблюдая
законы обычного оптического отражения от плоского зеркала (рис. 7.2).

Обозначим отраженный вектор yr. Поскольку положение гиперплоскости
U⊥ не зависит от длины направляющего вектора, пронормируем его, т. е.

образуем орт û = u/‖u‖. Проекция (y
∣
∣ u) вектора y на прямую, задаваемую

направлением u, равна (yT û)û. Следовательно,

y = (y
∣
∣ u) + v, v ⊥ u, v ∈ U⊥. (7.12)

1 Представление в компьютере квадрата a2 любого действительного числа a требует удвоенной раз-
рядности мантиссы, т. е. счет по уравнению (7.10) равносилен счету с удвоенной разрядностью мантиссы
чисел по уравнению (7.3).
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U⊥
yr − y

yr

v

y

(y
∣
∣ u)

u

−(y
∣
∣ u) 0

Рис. 7.2. Геометрия преобразования Хаусхолдера. Задача 1 (прямая): даны векторы
u и y, найти вектор yr, отраженный от гиперплоскости U⊥

Отраженный вектор yr, как видно из рис. 7.2, имеет разложение

yr = −(y
∣
∣ u) + v, v ⊥ u, v ∈ U⊥ (7.13)

с той же составляющей v, которая ортогональна вектору u, но с проекцией

−(y
∣
∣ u), которая (в силу знака −) направлена противоположно проекции

(y
∣
∣ û) вектора y на направление u. Исключая v из (7.12) и (7.13), находим

yr = y − 2(y
∣
∣ u) = (I − βuuT )y = Tuy, (7.14)

где β , 2/‖u‖2 = 2/uTu. Матрица Tu , (I − βuuT ), в вычислениях явно
не участвующая, имеет фундаментальное значение для приложений в силу

своих замечательных свойств.

Свойство 1. Tu = T T
u , т. е. Tu — симметрическая матрица.

Свойство 2. T 2
u = I, т. е. Tu — идемпотентная матрица. Это легко

продемострировать алгебраически разложением матрицы T 2
u или же геомет-

рически по рис. 7.2 как двукратное отражение вектора y относительно U⊥.

Свойство 3. Если u(j) = 0, то (Tuy)(j) = y(j), т. е. если j-я компонента
вектора u — нулевая, то Tu оставляет j-ю компоненту вектора y неизменной.

Свойство 4. Если u ⊥ y, то Tuy = y.

Свойство 5.

Tuy = y − γu, γ , 2yTu/uTu = βyTu. (7.15)
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Свойство 5 важно с практической точки зрения. Формирование матрицы

Tu в качестве множителя для y потребовало бы на порядок больше вычис-
лений, чем того требует прямое вычисление Tuy по свойству 5. Это также
означает, что не нужно тратить память для хранения Tu, что наиболее су-

щественно проявляется при больших m.

Триангуляризация матрицы преобразованиями Хаусхолдера. Об-

ратимся к основному применению ортогональных преобразований. Для этого
решим задачу, обратную к той, что рассмотрена выше, а именно: дан вектор

y и дано желаемое расположение отраженного вектора yr, — найти направ-
ление u такое, что Tuy = (s, 0, . . . , 0)T (рис. 7.3). Из свойства C, разд. 7.1,

норма (евклидова длина) вектора y не изменяется при ортогональном пре-
образовании, следовательно, определим ее как

σ , ‖Tuy‖ = |s| = (yTy)1/2. (7.16)

Направление u может быть получено из свойства 5 (уравнение (7.15)), т.е.

u = const · (y − se1). (7.17)

Этот результат приводит к следующему свойству.

Свойство 6. Пусть s = − sgn [y(1)]σ, где sgn [·] — функция знака,

sgn [x] =

{

1, x ≥ 0,

−1, x < 0,

и элементы вектора u определены выражением (7.17), т. е. u(1) = y(1) − s,

u(i) = y(i), i > 1. Тогда Tuy = se1 и β , 2/uTu = −1/(su(1)).

Замечание 7.2. Геометрический смысл выражения (7.17) ясен из

рис. 7.3, где видно, что вектор yr ортогонален гиперплоскости U⊥ и парал-
лелен вектору u.

Непосредственное вычисление uTu показывает, что uTu = −2su(1), при

этом знак для s выбран противоположно знаку первого элемента y(1), т. е.
так, чтобы максимизировать |u(1)| и тем уменьшить относительную погреш-

ность вычисления разности u(1) = y(1) − s. Если свойство 6 применить к
матрице A, взяв в качестве y ее первый столбец, то это даст первый шаг, ко-

торый послужит основой приведения матрицы к верхнетреугольному виду.
Повторение таких действий шаг за шагом позволит осуществлять верхнюю

триангуляризацию любой заданной матрицы A.
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e2

U⊥

e10yr

ar

a
y

u

Рис. 7.3. Геометрия преобразования Хаусхолдера. Задача 2 (обратная): даны векторы
y и yr, найти вектор u, задающий отражающую гиперплоскость U⊥; здесь yr = se1 =

=
[
s
∣
∣ 0 · · ·0

]T

Лемма 7.1. Пусть дана матрица A(m, n). Тогда существует ортого-

нальное преобразование Хаусхолдера Tu такое, что

TuA =

1
︷︸︸︷

n−1
︷ ︸︸ ︷

1{ 


s
∣
∣

0

∣
∣ Ã
∣
∣



 .
m−1

{ (7.18)

Замечание 7.3. Скаляр s и матрица Ã в (7.18) вычисляются непо-

средственно по данным в матрице A; s — по выражению (7.16) и свойству 6,
а Ã — по свойству 5, (7.15). Первый столбец, который уместно назвать ве-
дущим столбцом, используют как вектор y в задаче 2 (см. рис. 7.3) для

определения вектора u. Второй и далее столбцы, обозначенные на рис. 7.3
произвольно как вектор a, отражают от найденной таким образом гипер-

плоскости U⊥, решая для этого задачу 1 (см. рис. 7.2) с y := a и тем самым
получая блок Ã.

Теорема 7.1 (Триангуляризация матрицы по методу Хаусхолдера).

Пусть A1 := A(m, n) и для каждого j выбрано элементарное преобразование
Хаусхолдера Tj так, что

TjAj =

1
︷︸︸︷

n−j
︷ ︸︸ ︷

1{ 


sj

∣
∣ aT

j

0

∣
∣

Aj+1
∣
∣



 ,
m−j

{
j = 1, . . . , k; k ≤ min (m− 1, n). (7.19)
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7. Ортогональные преобразования

Тогда в процессе после k повторных применений свойства 6 и леммы 7.1

имеем следующий промежуточный результат триангуляризации матрицы A:

s1 aT
1

s2 aT
2

. . .
...

sk aT
k

Ak+1

0

T (k)A = (7.20)

с отвечающей этому моменту процесса итоговой матрицей преобразований

T (k) =

[
Ik−1 0

0 Tk

]

· · ·
[

I1 0

0 T2

]

T1 . (7.21)

Замечание 7.4. Важно подчеркнуть, что алгоритм триангуляриза-

ции (7.19) не требует вычисления или запоминания ортогональной матрицы
T (k), так как правая часть равенства (7.4) вычисляется непосредственно в

соответствии с замечанием 7.3. Стоит также заметить, как неявно опреде-
ляется Aj+1 рекурсией по j в алгоритме (7.19). Кроме Aj+1, на шаге j этой
рекурсии определяются скаляр sj и (n−j) компонент вектор-строки aT

j . Эти

неявные соотношения для sj, aT
j и Aj+1 и весь процесс вычислений (рис. 7.4)

представлены в явном виде в разд. 7.5.

n
︷ ︸︸ ︷

m







︸ ︷︷ ︸

m

n







n
︷ ︸︸ ︷

m







n
︷ ︸︸ ︷







n

m







n
︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸

k

0 0 0 0

(a) (b) (c) (d)

Рис. 7.4. Схематическое представление возможных случаев применения теоремы 7.1
к матрице A(m, n); (a) недоопределенная система: k = m− 1 ≤ n; (b) определенная
система: k = n− 1, m = n; (c) переопределенная система: k = n < m; (d) k < n < m

102



7.5. Шаг триангуляризации матрицы преобразованием Хаусхолдера

7.5 Шаг триангуляризации матрицы преобразованием

Хаусхолдера

Пусть матрица A = A(m, n) задана. Тогда, согласно лемме 7.1, базовая
операция процесса триангуляризации заключается в вычислении скаляра s
и матрицы Ã = Ã(m, n− 1) таких, что

TuA =

1
︷︸︸︷

n−1
︷ ︸︸ ︷

1{ 


s
∣
∣

0

∣
∣ Ã
∣
∣



 .
m−1

{ (7.22)

Алгоритм. Для вычисления s следует применять свойство 6, т. е. вы-
полнять (7.23) для всех k = 1 до min (m − 1, n). Затем для вычисления Ã

следует применять свойство 5, т. е. последовательно в цикле по j = 2, . . . , n
для всех i = k, . . . , m выполнять (7.24) с λ , −γ (см. (7.15)). Здесь введена

величина α , −β (см. (7.14) и свойство 6).

Для k = 1 до min (m− 1, n)

sk = − sgn [A(k, k)]

(
m∑

i=k

[A(i, k)]2
)1/2

,

uk(1) = A(k, k)− sk,

uk(i) = A(k + i− 1, k), i = 2, . . . , m− k + 1,

αk = 1/(skuk(1)) (αk < 0).







(7.23)

Для j = k + 1, . . . , n

λ := αk ·
m∑

i=k

uk(i− k + 1)A(i, j),

Для i = k, k + 1, . . . , m

A(i, j) := A(i, j) + λuk(i− k + 1).







(7.24)

Приведенный алгоритм (7.23), (7.24) называют столбцово ориентирован-

ным, так как операции (7.24) вычисляют целиком каждый j-й столбец мат-
рицы, находящийся справа от ведущего, т. е. k-го столбца.

Альтернативная схема вычислений называется строчно ориентирован-
ным алгоритмом. Ее можно получить из выражения Tu = I − βuuT для

матрицы Хаусхолдера следующим образом.
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7. Ортогональные преобразования

Введем вспомогательные обозначения: µ ,
√

β, w , µu, чтобы запи-

сать Tu = I − wwT . Тогда (TuA) = A − wzT , где zT , wTA = µvT ,
vT ,

∑m
i=1 u(i)A(i, ·) и A(i, ·) есть i-я строка матрицы A = A(m, n). Вве-

дем обозначение λT = αvT , используя ранее введенное (см. (7.23)) α , −β.

Отсюда получаем формулу для любой i-й строки (TuA)(i, ·) преобразованной
матрицы (TuA) в виде

(TuA)(i, ·) = A(i, ·)− w(i)zT = A(i, ·)− µ2u(i)vT = A(i, ·) + λTu(i).

Алгоритм (строчно ориентированный), эквивалентный (7.23) и (7.24).

Для k = 1 до min (m− 1, n)

sk = − sgn [A(k, k)]

(
m∑

i=k

[A(i, k)]2
)1/2

,

uk(1) = A(k, k)− sk,

uk(i) = A(k + i− 1, k), i = 2, . . . , m− k + 1,

αk = 1/(skuk(1)) (αk < 0).







(7.25)

Для j = k + 1, . . . , n

λk(j − k) := αk ·
m∑

i=k

uk(i− k + 1)A(i, j),

Для i = k, k + 1, . . . , m

Для j = k + 1, . . . ,n

A(i, j) := A(i, j) + λk(j − k)uk(i− k + 1).







(7.26)

7.6 Решение треугольной системы Rx = z и обращение

матриц R и A

Как отмечено в подразд. 7.3, мы часто заинтересованы в решении урав-

нения
Rx = z, (7.27)

где R = R(n, n) — верхнетреугольная невырожденная матрица. Если нужно

иметь только решение x, то R−1 (для x = R−1z) вычислять не надо. Сле-
дующий алгоритм обратной подстановки позволяет вычислить решение x

непосредственно.
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Алгоритм. Для j = n, n− 1, . . . , 1 вычислять

x(j) =



z(j)−
n∑

k=j+1

R(j, k)x(k)



/R(j, j). (7.28)

По сложности этот алгоритм почти такой же, как матричное умножение.

Он допускает записывать x(j) поверх z(j), что очень удобно в приложениях.
Если все же требуется иметь матрицу U , R−1, то ее можно вычислить

по алгоритму окаймления, основанному на следующем легко проверяемом
тождестве для треугольных матриц:

[
Rj y

0 σj+1

]−1

=

[
R−1

j −R−1
j yσ−1

j+1

0 σ−1
j+1

]

= R−1
j+1 . (7.29)

Это соотношение позволяет вычислять обратную матрицу U , R−1 ре-
куррентно, т. е. , если R−1

j = Uj, где Rj обозначает верхнюю левую часть

матрицы R, то

Uj+1 =

[
Uj −Uj [R(1, j + 1), . . . , R(j, j + 1)]T σj+1

0 σj+1

]

, (7.30)

где σj+1 = 1/R(j + 1, j + 1). Полагая U = R−1, этот результат представим в

алгоритмической форме.

Алгоритм. Задать начальное значение

U(1, 1) = 1/R(1, 1). (7.31)

Для j = 2, . . . , n вычислять по формулам (7.32) и (7.33):

U(j, j) = 1/R(j, j), (7.32)

U(k, j) = −
(

j−1
∑

i=k

U(k, i)R(i, j)

)

U(j, j), k = 1, . . . , j − 1. (7.33)

Замечание 7.5. R−1 вычисляется по столбцам, при этом элементы

матрицы R−1 могут записываться поверх элементов исходной матрицы R.

В справочных целях приведем примеры реализации данного алгоритма

на языке FORTRAN. Эти примеры могут помочь студентам написать свои
собственные программы на других языках высокого уровня при выполнении

лабораторного проекта № 6, описание которого дано ниже в подразд. 7.16.

105
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Обращение верхнетреугольной матрицы: U := R−1. Реализуются

формулы (7.31), (7.32) и (7.33). Если нужно, U может замещать R.

R(N, N), U(N, N), R и U — верхнетреугольные матрицы.

U(1, 1) = 1./R(1, 1)
DO 20 J = 2, N

U(J, J) = 1./R(J, J)
JM1 = J − 1
DO 20 K = 1, JM1

SUM = 0.
DO 10 I = K, JM1

10 SUM = SUM − U(K, I) ∗ R(I, J)
20 U(K, J) = SUM ∗ U(J, J)

В случаях, когда важно или нужно экономить память компьютера, мат-
рицы в программе объявляют как одномерные массивы (см. подразд. 6.3).
Хотя в компьютере даже многомерно объявленные массивы всегда хранятся

как одномерные, компилятор генерирует индексные выражения с операция-
ми умножения и деления. Операции сложения и вычитания в компьютерах

выполняются гораздо быстрее, поэтому индексы для доступа к элементам
матриц следует программировать в рекуррентной инкрементной форме, эко-

номя таким образом и время процессора (табл. 7.1). В этой программе преоб-
разование в треугольную форму выполняется отождествлением J(J−1)/1+I

с (I, J). Рекуррентное инкрементное вычисление KK, JJ и KK экономит
вычисления.

Как отмечалось на с. 105, иногда требуется вычислять R−1. Такая ситуа-

ция появляется, если требуется найти A−1, для которой уже выполнено пре-
образование TA = R, где T = T (n−1) по формуле (7.21), так как в теореме 7.1

для этого случая m = n и A−1 = R−1T . Последнее означает, что то же самое
ортогональное преобразование T теперь надо применить к строкам матрицы
R−1, но уже в обратном порядке следования элементарных преобразований,

составляющих полное преобразование T = T (n−1) по формуле (7.21). Таким
образом, возникает проблема запоминания элементарных преобразований,

составляющих полное преобразование T = T (n−1), чтобы позже можно бы-
ло его применить в задаче отыскания A−1 или же для решения уравнения

Ax = z с невырожденной матрицей A после преобразования TA = R.
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Таблица 7.1. Эффективное обращение верхнетреугольной матрицы: U := R−1. Реали-
зуются формулы (7.31), (7.32) и (7.33). Верхнетреугольные матрицы R и U хранятся
как векторы размерности N(N + 1)/2. Если нужно, U может замещать R.

R(N, N), U(N, N), R и U — верхнетреугольные матрицы.
U(1) = 1./R(1) c© R(1) ≡ R(1, 1)
JJ = 1
DO 20 J = 2, N
JJ = JJ c© JJ = J(J − 1)/2 = (J −

− 1, J − 1)
JJ = JJ + J c© JJ = J(J + 1)/2 = (J, J)
U(JJ) = 1./R(JJ)
JM1 = J − 1
KK = 0
DO 20 K = 1, JM1
KK = KK + K c© KK = K(K + 1)/2
KI = KK
SUM = 0.
DO 10 I = K, JM1
SUM = SUM − U(KI) ∗R(JJ + I) c© KI = (K, I), JJ + 1 =

= (I, J)
10 KI = KI + I c© KI = (K, I + 1)
20 U(JJ + K) = SUM ∗ U(JJ) c© JJ + K = (K, J)

Как видно из (7.24), для отражения любого вектора y = T (k)z от ги-
перплоскости U⊥, заданной вектором u, требуется иметь сохраненными две

величины: вектор u и скаляр α. Поскольку нули ниже диагонали, получаю-
щиеся в результате триангуляризации, хранить не нужно, это место можно

отвести для сохранения вектора u (вместе с диагональю, поэтому диаго-
нальные элементы sk приходится хранить отдельно). Данное предложение

схематически показано на рис. 7.5 (вверху). Каким образом можно выпол-
нить вычисление матрицы A−1, показано на рис. 7.5 (внизу) на конкретном
примере размерностей, а именно: m = 4, n = 4.

7.7 Преобразование Гивенса

Преобразование Гивенса осуществляет вращение вектора в плоскости

двух координат. Очевидно, поворот вектора y = (y1

∣
∣ y2)

T на угол θ по
часовой стрелке эквивалентен повороту системы координат против часовой

стрелки на тот же угол.

107



7. Ортогональные преобразования

z1

uk

aT
k

α1 · · · αk · · · αn

T (k)A =







k
⇓ T (k)z Tz

yk

ym

...

z2

s1 · · · · · ·sk sn

R Для k = 1 до min (m− 1, n)

λ = αk

m∑

i=k

uk(i− k + 1)yi

Для i = k до m
yi := yi + λuk(i− k + 1)

TA =

[
R
0

]
}n
}m− n

, Rx = z1

u1

u2

u3

aT
1

aT
2

aT
3

s4

A







—–—yT
1 —–—

—–—yT
2 —–—

—–—yT
3 —–—

—–—yT
4 —–—







↪→Y := R−1

R =







s1 aT
1

s2 aT
2

s3 aT
3

0 s4







−→

↘ ↑
←↩

Для k = n− 1, . . . , 2, 1
Для r = 1 до n

λ = αk

n∑

i=k

uk(i− k + 1)yr(i)

Для i = k до n
yr(i) := yr(i) + λuk(i− k + 1)

↓

Y := A−1s1 s2 s3

α1 α2 α3

Рис. 7.5. Вверху: Сохранение преобразования T и вычисление вектора y = Tz, ∀y ∈
∈ R

m. Внизу: Вычисление матрицы A−1 после сохранения преобразования T

Следовательно, легко найти (рис. 7.6), что координаты y′1, y′2 повернутого

вектора yr = (y′1
∣
∣ y′2)

T определяются в виде y′1 = y1 cos θ + y2 sin θ, y′2 =
= −y1 sin θ + y2 cos θ.

Записывая это в матричной форме и требуя, чтобы поворот P1,2 в плоско-
сти (e1, e2) происходил до совмещения с первой координатной осью, получим

yr =

[
c s
−s c

]

y = P1,2y =

[
r
0

]

,

{
c , cos θ = y1/r

s , sin θ = y2/r

}

, r ,
√

y2
1 + y2

2,

где, очевидно, матрица P1,2 плоского вращения ортогональна при любом θ.
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y

θ e1

e2

0

e′1

e′2

Рис. 7.6. Геометрия вращений

Триангуляризация матрицы преобразованиями Гивенса. Выбор θ
такой, что вторая координата вектора yr становится равной нулю, исполь-

зуем для триангуляризации матрицы A(m, n). На первом шаге нужны пре-
образования, делающие равными нулю все элементы ниже первого диаго-

нального элемента. Для этого, очевидно, нужно выполнить последовательно
элементарные вращения P1,2, P1,3, · · · , P1,m. Так определенные преобразо-

вания воздействуют на все столбцы матрицы, но только первый столбец,
который уместно назвать ведущим столбцом, приобретает желаемый вид.

Лемма 7.2. Пусть дана матрица A(m, n) и y — ее ведущий (левый)

столбец. Тогда существует ортогональное преобразование Гивенса, задавае-
мое матрицей P1 = P1(m, m), такое, что

P1A =

1
︷︸︸︷

n−1
︷ ︸︸ ︷

1{ 


r
∣
∣

0

∣
∣ Ã
∣
∣



 ,
m−1

{ (7.34)

P1 = P1,m · · ·P1,3P1,2 ,

и матрицы P1,j определяются согласно алгоритму на рис. 7.7.

Теорема 7.2 (Триангуляризация матрицы по методу Гивенса). Пусть

A1 := A(m, n) и для каждого j = 1.2. . . . , k, k ≤ min (m − 1, n) серия
элементарных преобразований Гивенса, задаваемая матрицей Pj размера

(m + 1− j)× (m + 1− j), выбрана следующим образом.
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P1,i (i = 2, 3, . . . , m)

1 i m

c1,i s1,i

−s1,i c1,i

. . .

. . .

1

1

. . .

1

1

i

m

0

0

←

r1,1 := y1

Для i = 2, 3, . . . , m

r1,i :=
√

r2
1,i−1 + y2

i

c1,i :=
r1,i−1
r1,i

s1,i :=
yi
r1,i

r , r1,m =
m∑

i=1

y2
i = ‖y‖2

←

y

y1

yi

ym

Рис. 7.7. Вычисление матрицы P1,j

Для ведущего (левого) столбца yj матрицы Aj эта Pj выбрана так, что

PjAj =

1
︷︸︸︷

n−j
︷ ︸︸ ︷

1{ 


rj

∣
∣ aT

j

0

∣
∣

Aj+1
∣
∣



 ,
m−j

{
j = 1, . . . , k; k ≤ min (m− 1, n). (7.35)

Тогда в процессе после k повторных применений леммы 7.2 имеем следу-

ющий промежуточный результат триангуляризации матрицы A:

r1 aT
1

r2 aT
2

. . .
...

rk aT
k

Ak+1

0

P (k)A = (7.36)

с отвечающей этому моменту процесса итоговой матрицей преобразований

P (k) =

[
Ik−1 0

0 Pk

]

· · ·
[

I1 0

0 P2

]

P1 , Pj = Pj,m−j+1 · · ·Pj,3Pj,2 , (7.37)
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Pj,t (t = 2, 3, . . . , l), l , m− j + 1, j = 1, 2, . . . , k, i = j + t− 1.

1 t l

cj,i sj,i

−sj,i cj,i

. . .

. . .

1

1

. . .

1

1

t

l

0

0

←

rj,1 := y1,j

Для t = 2, . . . , l

rj,t :=
√

r2
j,t−1 + y2

t,j

cj,j+t−1 :=
rj,t−1
rj,t

sj,j+t−1 :=
yt,j
rj,t

rj , rj,l =
l∑

t=1

y2
t,j = ‖yj‖2

←

yj

⇓

y1,j

yt,j

yl,j

Формула (7.37) имеет рекуррентный вид произведения

P (j) =

[
Ij−1 0

0 Pj

]

P (j−1) , P (1) = P1

Pj = Pj,m−j+1 · · ·Pj,3Pj,2 , j = 2, . . . , N







, N = min (m− 1, n). (7.38)

Все участвующие здесь матрицы являются ортогональными, поэтому фи-

нальная матрица P , P (N) также ортогональна. Общее число используемых
при этом элементарных матриц вращения равно (m − 1) + (m − 2) + . . . +

+ (m−N) = (2m−N − 1)N/2. В результате (в случае m > n) получим

PA =





R

· · ·
0



 , R =
0

, Rne, (7.39)

где индекс ne подчеркивает, что в треугольной матрице R заполненной ча-
стью может быть только «северо-восточная» (north-by-east) часть. Полагая

Q = P T , при m = n имеем QR-разложение матрицы A = A(n, n), т. е.
A = QR. Матрицы в (7.37) и (7.38) непосредственно не вычисляются.

Для алгоритма Гивенса — так же, как и для других матричных алгорит-

мов, — имеются две схемы вычислений: (1) строчно ориентированная схема
и (2) столбцово ориентированная схема (рис. 7.8). Как и в алгоритме пре-

образований Хаусхолдера (см. рис. 7.5), здесь обычно требуется сохранять
информацию о произведенных по ходу алгоритма (7.38) элементарных пре-

образованиях.
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rj

ζj,i ais

ajs

rj

ζj,i ais

ajs

yjj

yij

j
⇓

s
⇓

j ⇒

i⇒
m

j
⇓

s
⇓

m

i⇒

j ⇒

yij

yjj

(а)

Для j = 1 до min(m−1, n)
rj := ajj

Для i = j + 1 до m
a := rj ; b := aij

получить (r, c, s, ζ)
из (a, b)

(ajj , rj) := r

(aij , ζj,i) := ζ
cj,i := c; sj,i := s

Для s = j + 1 до n
Для i = j + 1 до m

α = cj,iajs + sj,iais

ais = −sj,iajs+cj,iais

ajs := α

(б)

. . . . . . . .Процедура. . . . . . . .
получить (r, c, s, ζ) из (a, b)

σ =

{
sgn [a], |a| > |b|
sgn [b], |a| ≤ |b|

r = σ(a2 + b2)1/2

c =

{
a/r, r 6= 0
1, r = 0

s =

{
b/r, r 6= 0
0, r = 0

ζ =







s, |a| > |b|

1/c,

{
|a| ≤ |b| &
& c 6= 0

1, c = 0

(в)

Для j = 1 до min(m−1, n)
Для i = j + 1 до m

a := ajj; b := aij

получить (r, c, s, ζ)
из (a, b)

(ajj , rj) := r

(aij , ζj,i) := ζ
Для s = j + 1 до n

α = cajs + sais

ais = −sajs + cais

ajs := α

(г)

. . . . . . . .Процедура. . . . . . . .
получить (c, s) из (ζ)

ζ = 1 ⇒
{

c := 0
s := 1

d := (1− ζ2)1/2

ζ < 1 ⇒
{

c := d
s := ζ

ζ > 1 ⇒
{

c := ζ
s := d

(д)

Для j = 1 до min(m−1, n)
Для i = j + 1 до m

получить (c, s) из ζj,i

α = cyjj + syij

yij = −syjj + cyij

yjj := α

P (j)A yj

(е)

1

2

34

5

6

7 8

|r|−|r|

Рис. 7.8. Преобразование Гивенса: (a) столбцово ориентированная схема
вычисления матрицы PA, где P = P (j) при j = min (m − 1, n) (нижняя матрица
слева); (б) вычисление координаты r вектора (a, b)T , повернутого до совмещения
с первой осью, а также косинуса и синуса угла поворота и рабочего признака ζ ;
(в) строчно ориентированная схема вычисления матрицы PA (верхняя матрица
слева); (г) восстановление косинуса и синуса угла поворота из признака ζ ;
(д) получение вектора y теми преобразованиями Pj,i произвольного вектора
z ∈ R

m, которые сохранены в рабочих признаках ζj,i и восстанавливаются из них;
(е) вследствие п. (б) векторы 1, 2, 3 и 4 поворачиваются к положительному
направлению первой координатной оси, а векторы 5, 6, 7 и 8 поворачиваются
к отрицательному направлению этой оси.
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Сохранение этой информации позволит впоследствии решать системы

уравнений Ax = z (совместные или несовместные, в последнем случае —
по методу наименьших квадратов, см. подразд. 7.3) или же находить обрат-
ную матрицу A−1 (когда m = n).

Необходимая информация означает значения косинуса и синуса, однако
их сохранение было бы неэффективным решением. Gentleman (1973) пред-

ложил способ, включенный в рис. 7.8(б) и (г) с геометрической иллюстра-
цией его действия на рис. 7.8(е). Введенный им рабочий признак ζ — это

одно число, которое можно хранить в позиции (i, j) как ζj,i вместо нулевого
элемента, появляющегося в позиции (i, j) матрицы (7.39) в момент преобра-

зования Pj,t (t = i + 1− j) в (7.37). Как и с преобразованиями Хаусхолдера,
нахождение A−1 после преобразований Гивенса требует такой же последова-
тельности процедур: сначала находят R−1 (см. рис. 7.5 (внизу)), затем к R−1

применяют с правой стороны финальное преобразование P , P (N) (7.38),
так как A−1 = R−1P . Для этого для рис. 7.5 (внизу) надо взять алгоритм из

рис. 7.8(д), который также отыскивает Pz при решении уравнения Ax = z.

7.8 Варианты заполнения матрицы R

Традиционно, любые ортогональные преобразования (выше рассмотрены
T — преобразование Хаусхолдера и P — преобразование Гивенса, ниже бу-

дет рассмотрено Q — преобразование Грама-Шмидта) приводят матрицу к
виду, показанному на рис. 7.4 или в выражении (7.39). Однако выбор того

угла матрицы, который должен остаться треугольно заполненым, естествен-
но, произволен. Предпочтения диктуются целями использования, т. е. пред-

назначением преобразования. Преследуя здесь учебно-тренировочные цели,
включим в проект (см. подразд. 7.16) все четыре возможных варианта за-
полнения матрицы R, а именно: первый вариант показан в (7.39), следующие

три имеют вид

PA =





R
· · ·
0



 , R =
0

, Rnw, (7.40)

где индекс nw подчеркивает, что в треугольной матрице R заполненной ча-
стью может быть только «северо-западная» (north-by-west) часть,

PA =





0

· · ·
R



 , R =
0 , Rse, (7.41)
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где индекс se подчеркивает, что в треугольной матрице R заполненной ча-

стью может быть только «юго-восточная» (south-by-east) часть, и

PA =





0

· · ·
R



 , R =
0 , Rsw, (7.42)

где индекс sw подчеркивает, что в треугольной матрице R заполненной ча-
стью может быть только «юго-западная» (south-by-west) часть. Вполне оче-

видно, что эти варианты получаются простым изменение порядка действий
в алгоритмах преобразований.

7.9 Правосторонние ортогональные преобразования

и их применение

С правосторонними ортогональными преобразованиями мы уже сталки-
вались (см. подразд. 7.6); тогда для квадратной матрицы A после TA = R

вычисляли A−1 = R−1T . Однако, можно начинать с правостороннего пре-
образования матрицы A; тогда отыскание A−1 потребует, соответственно,
левостороннего преобразования.

Пусть A = A(n, n) — квадратная невырожденная матрица. Будем рас-

сматривать ее строки как векторы в R
n. Преобразования вектора как мат-

рицы-строки в n-мерном линейном пространстве задаются умножением ее

на преобразующую матрицу справа. Поэтому правосторонним ортогональ-
ным преобразованием Q можно привести матрицу A к виду AQ = R, где
применена ортогональная матрица Q одного из типов, а R — треугольная

матрица, имеющая форму одного из возможных вариантов заполнения (см.
подразд. 7.9). При этом преобразованию Q подвергаются не столбцы, а стро-

ки матрицы A, и преобразование Q запоминается по принципу, показанному
ранее на рис. 7.5 и рис. 7.8, на месте элементов, обращаемых в нуль.

После такого преобразования матрицы A решение системы Ax = z сво-
дится к решению эквивалентной системы с треугольной матрицей Ry = z.

Затем искомый вектор определяется через сохраненное преобразование Q
как x = Qy. Обратная матрица A−1, соответственно, находится как реше-

ние системы RY = I с последующим преобразованием Q матрицы Y , т. е.
X = A−1 = QY . Матрица Q не формируется, из чего видна необходимость

запоминания преобразований, обеспечивших AQ = R.
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7.10 Двусторонние ортогональные преобразования и их

применение

Ортогональные преобразования, будучи применены одновременно слева и

справа к данной матрице A, позволяют приводить ее к формам с нулями как
ниже, так и выше диагонали. Это, в свою очередь, облегчает решение других

сложных задач. С помощью ортогональных преобразований для квадратной
матрицы широко распространены: приведение симметрической матрицы к

трехдиагональному виду и приведение квадратной матрицы к двухдиаго-
нальному виду. При этом в качестве ортогональных преобразований одина-

ково успешно могут быть использованы преобразования Хаусхолдера или
преобразования Гивенса.

Приведение симметрической матрицы к трехдиагональному виду.

Применим к симметрической матрице слева и справа преобразование Хаус-
холдера (или Гивенса), выбирая его из задачи желаемого преобразования

ведущего столбца и ведущей строки, а именно: сохранение первого диаго-
нального элемента, получение ненулевых элементов в двух смежных с ним

позициях и получение нулевых элементов в остальных позициях.

Лемма 7.3. Пусть дана матрица A = A(n, n) = AT . Тогда существует
ортогональное преобразование Q2 (Хаусхолдера T2 или Гивенса P2) такое,

что

[
I1 0

0 Q2

]

A

[
I1 0

0 QT
2

]

=

1
︷︸︸︷

1
︷︸︸︷

n−2
︷ ︸︸ ︷

1{




a1 s1 0

s1

0
Ã







.
1{

n−2

{
(7.43)

Замечание 7.6. В (7.43) транспонирование QT
2 не требуется, если в

качестве Q2 взято преобразование Хаусхолдера (в силу его симметричности).
При этом индекс «2» указывает на позицию того элемента в ведущем столбце

(для левостороннего преобразования) или в ведущей строке (для правосто-
роннего преобразования), который остается ненулевым в этом столбце (в ре-

зультате применения Q2) или в этой строке (в результате применения QT
2 ).

В данном случае, т. е. в (7.43), эти элементы суть s1 и s1. Элемент a1 не

изменяется, так как I1 — единичная матрица размера 1× 1.
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Теорема 7.3 (Тридиагонализация симметрической матрицы). Пусть

дана симметрическая матрица A = A(n, n) = AT , A1 := A(n, n) и для каж-
дого j = 1, . . . , k, где k ≤ N = n− 2, выбрано элементарное преобразование
Qj+1 (Хаусхолдера Tj+1 или Гивенса Pj+1) так, что

[
I1 0

0 Qj+1

]

Aj

[
I1 0

0 QT
j+1

]

=

1
︷︸︸︷

1
︷︸︸︷

n−j−1
︷ ︸︸ ︷

1{




aj

∣
∣ sj 0

sj

∣
∣

0

∣
∣ Aj+1∣
∣







.
1{

n−j−1

{
(7.44)

Тогда в процессе после k повторных применений леммы 7.3 имеем отве-
чающую этому моменту процесса итоговую матрицу преобразований

Q(k) =

[
Ik 0

0 Qk+1

]

Q(k−1), 1 ≤ k ≤ N = n− 2, Q(0) = In (7.45)

и промежуточный результат тридиагонализации данной матрицы A в виде

a1 s1

s1 a2 s2

s2

sk

skak

. . .

Ak+10

0

Q(k)A
(
Q(k)

)T
= . . .

. . .

.

Приведение квадратной матрицы к двухдиагональному виду.
Применим к произвольной квадратной матрице слева преобразование Q1

и справа преобразование S2 (беря любое из них как преобразование Хаус-

холдера или как преобразование Гивенса), при этом Q1 выберем из задачи
желаемого преобразования ведущего столбца и S2 — из задачи желаемого

преобразования ведущей строки, а именно: при действии Q1 — получение
ненулевого диагонального элемента и нулевых элементов ниже него в пер-

вом (ведущем) столбце; при действии S2 — сохранение диагонального эле-
мента, получение в смежной с ним позиции ненулевого элемента и нулевых

элементов правее него в первой (ведущей) строке.
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Лемма 7.4. Пусть дана матрица A = A(n, n). Тогда существуют ор-

тогональное преобразование Q1 (Хаусхолдера или Гивенса) и ортогональное
преобразование S2 (Хаусхолдера или Гивенса) такие, что

Q(1)AS(1) =

1
︷︸︸︷

1
︷︸︸︷

n−2
︷ ︸︸ ︷

1{


s1 a1 0

0 Ã



 ,
n−2

{







Q(1) = Q1,

S(1) =

[
I1 0

0 S2

]

.

(7.46)

Теорема 7.4 (Бидиагонализация квадратной матрицы). Пусть дана
квадратная матрица A = A(n, n), A1 := A и для каждого j = 1, . . . , k, где
k ≤ n − 2, выбраны элементарное преобразование Qj (Хаусхолдера типа

Tj или Гивенса типа Pj) и элементарное преобразование Sj+1 (Хаусхолдера
типа Tj+1 или Гивенса типа Pj+1) таким образом, что в результате получаем

QjAj

[
I1 0

0 Sj+1

]

=

1
︷︸︸︷

1
︷︸︸︷

n−j−1
︷ ︸︸ ︷

1{ 


sj aj 0

0 Aj+1



 .
n−j

{ (7.47)

Тогда в процессе после k повторных применений леммы 7.4 имеем отве-
чающие этому моменту процесса итоговые матрицы преобразований

Q(k) =

[
Ik−1 0

0 Qk

]

Q(k−1), k ≤ n− 2, Q(0) = In, Q(1) = Q1,

S(k) = S(k−1)

[
Ik 0

0 Sk+1

]

, k ≤ n− 2, S(1) =

[
I1 0

0 S2

]







(7.48)

и промежуточный результат бидиагонализации данной матрицы A в виде

s1 a1

s2 a2

. . . . . .
sk ak

Ak+10

0

Q(k)AS(k) = .
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7. Ортогональные преобразования

Выполнив после k = n − 2 еще одно левостороннее преобразование Qn−1

(что отвечает применению верхней формулы (7.48) для k = n−1), получаем
окончательно

s1 a1

a2s2

sn−1

sn

an−1

. . . . . .

0

0

Q(n−1)AS(n−2) = .

Основное применение указанных двусторонних ортогональных преобразо-
ваний заключается в вычислении сингулярных значений произвольной мат-

рицы A = A(n, n), а также в решении проблемы собственных значений. Но
эти преобразовавания можно использовать и для решения системы линей-

ных алгебраических уравнений Ax = f . После приведения матрицы к двух–
или трехдиагональному виду система уравнений легко решается. Например,

в случае с трехдиагональной матрицей система очень эффективно решается
методом прогонки.

7.11 Ортогонализация Грама-Шмидта

Пусть A = A(m, n) — матрица, имеющая m строк и n столбцов, при-

чем m ≥ n. Обозначая i-й столбец через ai, запишем A = [a1, a2, . . . , an],
ai ∈ R

m. Рассмотрим случай матрицы полного ранга, т. е. rankA = n. То-
гда набор векторов {ai} порождает некоторое подпространство L ∈ R

m, т. е.

может считаться его базисом. Назовем этот набор исходным базисом и пре-
образуем его в ортонормированный базис. Такое преобразование называется

процедурой ортогонализации системы векторов {a1, a2, . . . , an}.
Согласно определению, ортонормированным базисом в L ∈ R

m называет-

ся система векторов {q1, q2, . . . , qn} такая, что

1) ∀i : qi ∈ R
m, m ≥ n, qT

i qi = ‖qi‖2 = 1;
2) ∀i, j, i 6= j : qT

i qj = 0

и любой вектор ai имеет единственное представление

ai =

n∑

j=1

qjbji, i = 1, 2, . . . , n,
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7.11. Ортогонализация Грама-Шмидта

где bT
i = (b1i, b2i, . . . , bni) — вектор-строка некоторых коэффициентов. Следо-

вательно, матрицу A можно представить в виде произведения двух матриц

A = QB, где Q = [q1, q2, . . . , qn] — матрица размера m× n, составленная из
столбцов qi ∈ R

m, а B = [b1, b2, . . . , bn] — матрица размера n × n, состав-
ленная из столбцов bi ∈ R

n. Матрица Q = Q(m, n) в этом представлении

состоит из ортонормированных векторов-столбцов, в частном случае m = n
в качестве Q имеем ортогональную матрицу, т. е. QTQ = I.

Таким образом, ортогонализация столбцов матрицы A есть представле-
ние A = QB, где Q — матрица тех же размеров, что и A, но в отличие от A,

имеющая ортонормированные столбцы, при этом B — квадратная матрица,
обеспечивающая равенство A = QB. Очевидно, существует бесконечное
множество таких представлений матрицы A, поскольку число ортонормиро-

ванных базисов не ограничено. Для обеспечения единственности среди этого
множества выберем такое представление, при котором B — треугольная

матрица, которую далее традиционно будем обозначать R, поскольку в
ней оказывается заполнен правый (right) верхний угол, т. е. R = Rne. Хотя

традиционно ортогонализацией Грама-Шмидта называют отыскание по
матрице A такой матрицы Q, что A = QR, где R = Rne, для R будем

допускать все четыре возможных варианта заполнения (см. подразд. 7.8):

✧ вариант 1: R = Rne, где Rne — верхняя правая треугольная матрица;
✧ вариант 2: R = Rsw, где Rsw— нижняя левая треугольная матрица;

✧ вариант 3: R = Rse, где Rse — нижняя правая треугольная матрица;
✧ вариант 4: R = Rnw, где Rnw— верхняя левая треугольная матрица.

Для ортогонализации системы векторов вычисление матрицы R в явном
виде может и не требоваться, хотя такое вычисление всегда присутствует.

Hиже, рассматривая ортогонализацию Грама-Шмидта обобщенно, т. е. во
всевозможных вариантах треугольного заполнения матрицы R, мы будем

требовать явного нахождения факторов (сомножителей) Q и R в разложе-
нии A = QR. Для любого из вариантов возможны три формы алгоритма,
отличающиеся порядком действий.

• Грама-Шмидта Ортогонализация (ГШО)

Этот вариант алгоритма предполагает вычисление ненулевых элемен-

тов матрицы R по столбцам, начиная с самого короткого (одноэлемент-
ного) столбца.
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7. Ортогональные преобразования

• Модифицированная ГШО (МГШО)

В этом варианте ненулевые элементы матрицы R вычисляются по стро-
кам, начиная с самой длинной (состоящей из n элементов) строки.

• МГШО с выбором ведущего вектора

Этот вариант МГШО-алгоритма использует стратегию выбора ведуще-
го вектора. В качестве очередного, подлежащего ортогонализации век-

тора, выбирается тот из оставшихся столбцов матрицы A, который име-
ет наибольшую длину (евклидову норму). Хотя эта стратегия требует
дополнительных вычислительных затрат, в некоторых плохо обуслов-

ленных задачах она так же полезна, как и выбор главного элемента в
методе Гаусса.

Таким oбpaзом, данной темой — ортогонализация Грама-Шмидта — в
предлагаемом проекте (см. подразд. 7.16) охвачено 4 × 3 = 12 различных
вариантов задачи разложения A = QR.

7.12 Алгоритмы ортогонализации Грама-Шмидта

Рассмотрим задачу QR-разложения матрицы A(m, n), m ≥ n, полного
ранга на основе ортогонализации Грама-Шмидта.

В данной задаче, рассматривая пример n = 3, имеем

R =





r11 r12 r13

r22 r23

r33



 ,

A = [a1, a2, a3] = [q1, q1, q3]R = [r11q1, r12q1 + r22q2, r13q1 + r23q2, r33q3]. В ре-

зультате получаем линейную систему

r11q1 = a1,
r12q1 + r22q2 = a2,

r13q1 + r23q2 + r33q3 = a3.

В силу треугольности матрицы R эта система легко решается. Из первого

уравнения находим орт q1 вдоль вектора a1 и координату (проекцию как
число) первого вектора a1 вдоль орта q1:

q1 = a1/‖a1‖, r11 = ‖a1‖.
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Второе уравнение есть разложение вектора a2 на сумму проекций вдоль

ортов q1 и q2. Так как орт q1 уже найден, то координата r12 легко определя-
ется в виде

r12 = aT
2 q1.

После этого из второго уравнения имеем

r22q2 = a2 − r12q1,

следовательно,

q2 = (a2 − r12q1)/‖a2 − r12q1‖,
r22 = ‖a2 − r12q1‖.

Замечание 7.7. По предположению, rankA = n, т. е. ни один из
векторов ai не является нулевым, и все ai образуют линейно независимую

систему. Поэтому r11 6= 0, r22 6= 0 и r33 6= 0, следовательно, существует R−1.

Продолжая решение системы, для третьего уравнения находим

r13 = aT
3 q1, r23 = aT

3 q2

и затем определяем
r33q3 = a3 − r13q1 − r23q2.

Отсюда

q3 = (a3 − r13q1 − r23q2)/‖a3 − r13q1 − r23q2‖,
r33 = ‖a3 − r13q1 − r23q2‖.

Таким образом, получили классический метод ГШО, отличающийся тем,
что матрица R определяется по столбцам с номерами k = 1, 2, . . . , n. Две

его более современные версии показаны на стр. 122.

Алгоритм ГШО (классическая схема)

Для k = 1 до n
rik = aT

k qi, i = 1, 2, . . . , k − 1,

v = ak −
k−1∑

i=1

rikqi,

rkk = (vTv)1/2,

qk = v/rkk.
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Алгоритм МГШО (модифицированая схема)

Для k = 1 до n

rkk = ‖ak‖ = (aT
k ak)

1/2,

ak = ak/rkk,
Для j = k + 1 до n

rkj = aT
j ak,

aj = aj − rkjak.

Алгоритм МГШО с выбором ведущего вектора

Для k = 1 до n

q(k) = k,
Для k = 1 до n

Для s = k до n

Найти № l, для которого ‖aq(l)‖ = max
s
‖aq(s)‖,

Переставить номера: q(k) � q(l),

rq(k),q(k) = ‖aq(k)‖ = (aT
q(k)aq(k))

1/2,

aq(k) = aq(k)/rq(k),q(k),
Для j = k + 1 до n

rq(k),q(j) = aT
q(j)aq(k),

aq(j) = aq(j) − rq(k),q(j)aq(k).

Первая из более современных версий, называемая МГШО (Rice, 1966),
отличается порядком вычислений матрицы R. В этой версии матрица R

определяется по строкам с номерами k = 1, 2, . . . , n. Этот алгоритм требует
меньше оперативной памяти, так как в нем не используется промежуточный
вектор v. Кроме того, матрица A заменяется матрицей Q, потому что после

операции деления имеем ak = qk. Одним из его преимуществ является то,
что в него легко внедрить процедуру выбора ведущего столбца.

Чтобы получить вторую из более современных версий — так называемую
МГШО с выбором ведущего вектора, — нужно изменить алгоритм МГШО

таким образом, чтобы очередным ортогонализируемым вектором оказался
не k-й, а тот, чья норма наибольшая среди всех оставшихся s-х векторов от

s = k до s = n. Как и в подразд. 2.2, реально переставляются не столбцы
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Грама-Шмидта

матрицы A, а обмениваются значениями только элементы дополнительно-

го вектора q, в котором фиксируются номера столбцов матрицы A. Доступ
к элементам матрицы A осуществляется с использованием этого вектора.
Перед началом работы основного алгоритма ортогонализации этот вектор

перестановок q заполняется числами от 1 до n в естественном порядке ну-
мерации столбцов матрицы A.

7.13 Решение систем после ортогонализации

Грама-Шмидта

1. Пусть дана система линейных алгебраических уравнений с квадратной

невырожденной матрицей Ax = f . Тогда после ортогонального приведения
имеем A = QR. Следовательно, QRx = f и Rx = QTf .

2. Пусть дана система линейных алгебраических уравнений с прямоуголь-
ной матрицей A(m, n), m > n, полного ранга. Такая система называется

переопределенной. Нормальное псевдорешение x̄, найденное по методу наи-
меньших квадратов (МНК), удовлетворяет нормальным уравнениям

ATAx̄ = ATf.

Поскольку A = QR и QTQ = I, эти уравнения эквивалентны уравнению

Rx̄ = QTf,

которое совпадает по виду с уравнением из п. 1.
Чтобы вычислить x (для п. 1) или x̄ (для п. 2), находят вектор f ′ = QTf ,

а затем решают систему с треугольной матрицей R (методом подстановки).

7.14 Обращение матриц после ортогонализации

Грама-Шмидта

Для матрицы A = A(n, n) имеем A = QR, где Q = Q(n, n). Отсюда

A−1 = R−1Q−1 = R−1QT .

Следовательно, A−1 есть решение матричного уравнения RX = QT . Что-

бы найти i-й столбец матрицы A−1, надо в качестве правой части взять i-й
столбец матрицы QT и решить систему с треугольной матрицей R (как в

подразд. 7.13 или подробнее в подразд. 7.6).
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7.15 Задание на лабораторный проект № 6

Написать и отладить программу, реализующую заданный вариант ортого-

нального преобразования для численного решения систем линейных алгебра-
ических уравнений Ax = f с квадратной матрицей A, вычисления ±(det(A))
и A−1. Предусмотреть предупреждение о невозможности решения указанных

задач из-за присутствия (почти) линейно зависимых векторов среди столб-
цов матрицы A (в пределах ошибок округления ЭВМ или другого, заранее

определенного критерия). Отделить основные части программы:

а) подпрограмму факторизации матрицы A, отвечающую заданному ва-
рианту метода ортогонального приведения;

б) подпрограмму решения систем линейных алгебраических уравнений;

в) подпрограмму вычисления определителя матриц;

г) подпрограмму обращения матриц;

д) сервисные подпрограммы.

Уделить особое внимание эффективности программы (в смысле экономии
оперативной памяти и скорости решения указанных выше задач). Преду-

смотреть пошаговое выполнение алгоритма ортогонального приведения с
выводом результата на экран. Выполнить следующие пункты задания:

1. Провести подсчет фактического количества операций, выполняемых

при решении системы линейных алгебраических уравнений (отдельно число
операций сложения, число операций умножения, число операций деления
и число операций извлечения квадратного корня) и сравнить эти числа с

теоретическими (оценочными) числами.

2. Оценить скорость решения задач, т.е. определить время, затраченное на
решение системы линейных алгебраических уравнений, и время, затраченное

на обращение матриц. Для этого спроектировать и провести эксперимент,
который охватывает матрицы порядка от 10 до 100 (через 10 порядков).

Представить результаты в виде таблицы и графика зависимости времени
выполнения (в минутах и секундах) от порядка матриц. Таблицу и график
вывести на экран.

3. Оценить точность решения систем линейных алгебраических уравне-

ний, имеющих тот же самый порядок, что и задачи из п. 2. Для этого сге-
нерировать случайные матрицы A, выбрать точное решение x∗ и образовать

правые части f = Ax∗. Провести анализ точности вычисленного решения x
от порядка матрицы. Результаты представить в виде таблицы и графика.

Для заполнения матрицы A использовать случайные числа из диапазона

от −100 до 100. В качестве точного решения взять вектор x∗ = (1, 2, . . . , n),
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где n — порядок матрицы. Для оценки точности использовать норму вектора

‖x‖∞ = max
i

(|xi|).

4. Повторить п. 3 задания для плохо обусловленных матриц (см. под-

разд. 2.6 лабораторной работы № 1), имеющих порядок от 4 до 40.
5. Системы из пп. 2 и 3 решить методом исключения переменных из лабо-

раторной работы № 1 (в соответствии со своим вариантом). Таким образом,
каждую систему линейных алгебраических уравнений, заданную сгенери-

рованной матрицей A и образованной по ней правой частью f , необходимо
решить двумя методами: методом исключения из лабораторной работы № 1 и
методом ортогонального приведения из лабораторной работы № 6. Сравнить

точность решения и затраты машинного времени. Результаты представить в
виде таблицы и графика.

6. Вычислить матрицу A−1 двумя способами:
1) через решение системы AX = I на основе метода исключения Гаусса

из лабораторной работы № 1 (в соответствии со своим вариантом);
2) через решение системы AX = I на основе метода ортогонального пре-

образования (в соответствии со своим вариантом).
Сравнить затраты машинного времени и точность обращения способа-

ми 1) и 2). Эксперименты провести для матриц порядков от 10 до 100 через

10. Для оценки точности в обоих способах воспользоваться формулой из ла-
бораторной работы (проекта) № 1.

7.16 Варианты задания

В табл. 7.2 каждому номеру варианта соответствует свой вариант за-
полнения треугольной матрицы R, своя разновидность ортогонального

преобразования и своя схема организации вычислений.
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Таблица 7.2. Варианты задания на лабораторный проект № 6

Вариант
заполнения
матрицы R

Отражения
Хаусхолдера

Вращения
Гивенса

Ортогонализация
Грама-Шмидта

a b a b c d e

0
, Rne 1 2 3 4 5 6 7

0
, Rnw 8 9 10 11 12 13 14

0 , Rse 15 16 17 18 19 20 21

0 , Rsw 22 23 24 25 26 27 28

a — столбцово-ориентированный алгоритм;
b — строчно-ориентированный алгоритм;
c — классическая схема;
d — модифицированая схема;
e — модифицированая схема с выбором ведущего вектора.
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8

Фонд задач

Целью настоящего раздела является формирование и проверка у студен-
тов, изучающих курс «Численные методы», базовых навыков в области ре-

шения задач вычислительной линейной алгебры. Предлагаемые ниже зада-
чи охватывают широкий спектр методов: гауссово исключение переменных,
итерационные методы решения систем линейных алгебраических уравнений,

включая методы вариационного типа, факторизацию положительно опреде-
ленных матриц и ортогональные преобразования. Приводимые ниже задачи

могут быть использованы как для практических занятий и контрольных ра-
бот в аудитории, так и для самостоятельной работы студента, а также для

проверки практических навыков студентов во время экзамена. Данный ма-
териал позволяет не только проверить знание базовых алгоритмов в области
вычислительной линейной алгебры, но и определить уровень владения вы-

числительной техникой для решения тех или иных прикладных задач. Боль-
шое разнообразие и количество задач создает возможность формирования

индивидуального задания для каждого студента.

8.1 Типовые задачи

Начнем прежде всего, с разбора типовых задач. В соответствии с выше-

сказанным настоящее учебное пособие содержит задачи по следующим пяти
темам: метод исключения Гаусса, итерационные методы, итерационные ме-
тоды вариационного типа, разложение Холесского для симметричных поло-

жительно определенных матриц и методы ортогонального приведения.

Задача 1 (см. ниже) является типичным представителем задач на метод

Гаусса исключения переменных. Целью задачи является проверка знания ба-
зовых алгоритмов для разложения невырожденной матрицы в произведение

нижней и верхней треугольных, а также для решения системы линейных
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уравнений с разложенной матрицей коэффициентов и обращения матрицы.

Разнообразие задач достигается за счет вовлечения различных вариантов
разложения (см. лабораторную работу № 1, разд. 2.8) и использования раз-
ных исходных матриц.

Задача 1

Для матрицы

A =





2 1 1

6 2 1
−2 −2 −1





выполнить:

а. Построить L̄U -разложение матрицы A (L̄ с единицами на главной диа-
гонали).

б. С помощью L̄U -разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений
Ax = b,

где вектор b = (0, 3, 1)T .

в. С помощью L̄U -разложения найти матрицу A−1 и вычислить число MA

обусловленности матрицы A в норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 2 является типичным представителем задач на итерационные ме-
тоды решения систем линейных алгебраических уравнений. Целью задачи
является проверка знания базовых итерационных алгоритмов, а также необ-

ходимых и достаточных условий их сходимости и критериев для оценки
точности решения. Разнообразие задач достигается за счет вовлечения раз-

личных итерационных методов, изучаемых в курсе «Численные методы», и
использования разных исходных матриц.

Задача 2

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





5 −1 0

−1 4 1
0 1 2





и вектор b = (4, 2,−1)T , выполнить:
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а. Сформулировать метод Зейделя в координатном и каноническом виде.

б. Определить является ли он сходящимся с нулевым начальным прибли-

жением, т.е. x0 = (0, 0, 0)T? Ответ обосновать.

в. Вычислить две итерации по методу Зейделя и найти апостериорную
оценку ошибки на каждой из них в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Следующая задача посвящена итерационным методам вариационного ти-
па. Ее целью является проверка знания алгоритмов построения итерацион-

ных методов вариационного типа, формул для вычисления оптимального
итерационного параметра и критериев для оценки точности решения. Раз-
нообразие задач достигается за счет вовлечения различных способов постро-

ения итерационных методов вариационного типа, изучаемых в курсе «Чис-
ленные методы», и использования разных исходных матриц.

Задача 3

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





5 −1 0
−1 4 1

0 1 2





и вектор b = (4, 2,−1)T , выполнить:

а. На основе метода Зейделя сформулировать неявный метод скорейшего
спуска в каноническом виде.

б. Определить оптимальный параметр τ1 для нулевого начального прибли-

жения, т.е. x0 = (0, 0, 0)T?

в. Вычислить одну итерацию и найти апостериорную оценку ошибки в
норме

‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 4 является типичным представителем задач на разложение Холес-

ского для симметричных положительно определенных матриц. Целью зада-
чи является проверка знания базовых алгоритмов Холесского для разложе-

ния симметричной положительно определенной матрицы, а также способов
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решения системы линейных уравнений с разложенной матрицей коэффици-

ентов и обращения матрицы. Разнообразие задач достигается за счет во-
влечения различных вариантов разложения Холесского (см. лабораторную
работу № 5, разд. 6.7) и использования разных исходных матриц.

Задача 4

Для матрицы

P =







18 −10 3 10
−10 105 −8 25

3 −8 1 0
10 25 0 25







выполнить:

а. Построить UDUT - разложение матрицы P (U – верхняя треугольная
матрица с единицами на главной диагонали, D – диагональная мат-

рица с положительными элементами на диагонали).

б. С помощью UDUT - разложения матрицы P решить систему

Px = b,

c вектором b = (21, 112,−4, 60)T.

в. С помощью разложения и решения системы найти величину квадра-
тичной формы J(x) = xTPx, где x – решение из п.б.

Последняя задача этого раздела посвящена соответственно последней те-
ме, а именно, — методам ортогонального разложения матриц. Целью насто-

ящей задачи является проверка базовых знаний по алгоритмам ортогональ-
ного разложения матрицы, а также по способам решения системы линейных

уравнений с разложенной матрицей коэффициентов и обращения матрицы.
Разнообразие задач достигается за счет вовлечения различных вариантов

ортогонального разложения (см. лабораторную работу № 6, разд. 7.16) и
использования разных исходных матриц.

Задача 5

Для матрицы

A =





1 2 −6
−2 6 −3
−2 7 3





выполнить:
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а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью преобразований от-

ражения (Хаусхолдера).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений
Ax = b,

где вектор b = (−3, 1, 8)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

8.2 Решения и рекомендации к типовым задачам

Задача 1

Решение.

а. Используя метод исключения переменных Гаусса, нетрудно получить

L̄U =





1 0 0
3 1 0

−1 1 1









2 1 1
0 −1 −2

0 0 2



 .

б. Решая две линейные системы с треугольными матрицами, получаем

x = (1,−1,−1)T .

в. Три раза решая линейные системы с правой частью в виде столбцов еди-
ничной матрицы, получаем

A−1 =





0.00 0.25 0.25
−1.00 0.00 −1.00

2.00 −0.50 0.50



 , MA = 9 · 3 = 27.
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Задача 2

Решение.

а. Метод Зейделя в координатном и каноническом виде:

xn+1
1 = 0.2xn

2 + 0.8,

xn+1
2 = 0.25xn+1

1 − 0.25xn
3 + 0.5,

xn+1
3 = −0.5xn+1

2 − 0.5;

(D + A1)(x
n+1 − xn) + Axn = b, n = 0, 1, . . . ,

где

D + A1 =





5 0 0
−1 4 0

0 1 2



 .

б. Метод сходится. Для доказательства нужно воспользоваться теоремой о
необходимом и достаточном условии сходимости одношагового стацио-

нарного итерационного метода.

в. Используя метод Зейделя в координатном виде, вычисляем необходи-
мые итерации, а воспользовавшись формулой для апостериорной оцен-

ки точности, находим норму ошибки на этих итерациях.

x1 = (0.80, 0.70,−0.85)T , ‖4x1‖∞ ≤ 0.36,

x2 = (0.94, 0.95,−0.98)T, ‖4x2‖∞ ≤ 0.1.

Задача 3

Решение.

а. Неявный метод скорейшего спуска в каноническом виде:

B
(xn+1 − xn)

τn+1
+ Axn = b, n = 0, 1, . . . ,

где τn+1 = (rn,wn)
(Awn,wn)

, а wn = B−1rn и rn = Axn − b,

B = D + A1 =





5 0 0
−1 4 0

0 1 2



 .
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б. Используя формулу для вычисления оптимального итерационного пара-

метра метода скорейшего спуска, получаем

τ1 = 1.27.

в. Записывая метод скорейшего спуска в координатном виде, вычисляем
первую итерацию для оптимального парамера, найденного в п. б., а вос-

пользовавшись формулой для апостериорной оценки точности, находим
норму ошибки на этой итерации.

x1 = (1.02, 0.89,−1.08)T, ‖4x1‖∞ ≤ 1.17.

Задача 4

Решение.

а.

U =







1 1/4 3 2/5
0 1 −8 1

0 0 1 0
0 0 0 1







, D =







4 0 0 0
0 16 0 0

0 0 1 0
0 0 0 25







б. x = (1, 1, 1, 1)T .

в. J(x) = 189.

Задача 5

Решение.

а.

Q̄R =
1

3





−1 −2.8 −0.4

2 −0.4 −2.2
2 −1 2









3 8 2

0 −5 5
0 0 5



 .

б.

x = (1, 1, 1)T .

в.

A−1 =
1

75





39 −48 30
12 −9 15

−2 −11 10



 , MA = 12 · 117/75 = 18.72.
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8.3 Варианты контрольных заданий

В этом подразделе приведены примеры того, как составляются вариан-
ты контрольных заданий для всеобъемлющей проверки базовых теоретиче-

ских знаний и практических навыков по четырем основным темам курса
«Численные методы (алгебры)»: решение систем уравнений методом исклю-

чения неизвестных, решение систем уравнений итерационными методами,
факторизация положительно определенных матриц и ортогональные преоб-

разования. Каждый из четырех представленных вариантов содержит четыре
задания по этим темам. Реальное разнообразие вариантов достигается при-
менением различных алгоритмов и исходных данных.

Вариант I

Задание 1. Для матрицы

A =





−1 4 1

1 −2 2
−2 8 3





выполнить:

а. Построить L̄U -разложение матрицы A (L̄ с единицами на главной диаго-

нали).

б. С помощью L̄U -разложения матрицы A решить систему линейных урав-

нений
Ax = b,

где вектор b = (−2,−1,−5)T .

в. С помощью L̄U -разложения найти матрицу A−1 и вычислить число обу-

словленности матрицы A (MA) в норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задание 2. Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





10 5 −1

−6 20 4
2 −3 −10





и вектор b = (−4, 22, 5)T , выполнить:
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а. Выписать метод Якоби в координатном и каноническом виде.

б. Определить является ли он сходящимся с нулевым начальным приближе-
нием, т.е. x0 = (0, 0, 0)T? Ответ обосновать.

в. Вычислить две итерации по методу Якоби и найти апостериорную оценку

ошибки на каждой из них в норме ‖ · ‖∞.

Задание 3. Для матрицы

P =







1 2 −2 3
2 8 0 8
−2 0 17 −10

3 8 −10 15







выполнить:

а. Построить LLT - разложение матрицы P (L – нижняя треугольная мат-
рица с положительными элементами главной диагонали).

б. С помощью LLT - разложения матрицы P решить систему

Px = b,

c вектором b = (4, 18, 5, 16)T .

в. С помощью разложения и решения системы по пп. а,б найти величину

квадратной формы J(x) = xTPx, где x – решение из п.б.

Задание 4. Для матрицы

A =





1 2 6
−2 6 −7
−2 7 1





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных преоб-

разований (отражения Хаусхолдера).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных урав-

нений

Ax = b,

где вектор b = (5,−15,−8)T .
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в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число обу-

словленности матрицы A (MA) в норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Вариант II

Задание 1. Для матрицы

A =





8 −3 1
−5 −1 −2

3 0 1





выполнить:

а. Построить ŪL-разложение матрицы A (Ū с единицами на главной диаго-
нали).

б. С помощью ŪL-разложения матрицы A решить систему линейных урав-

нений

Ax = b,

где вектор b = (8, 0, 1)T .

в. С помощью ŪL-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число обу-

словленности матрицы A (MA) в норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задание 2. Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





2 1 0

1 10 −3
0 −3 5





и вектор b = (−1, 3, 7)T , выполнить:

а. Выписать метод Зейделя в координатном и каноническом виде.

б. Определить является ли он сходящимся с нулевым начальным приближе-

нием, т.е. x0 = (0, 0, 0)T? Ответ обосновать.

в. Вычислить две итерации по методу Зейделя и найти апостериорную оцен-

ку ошибки на каждой из них в норме ‖ · ‖∞.
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Задание 3. Для матрицы

P =







15 3 −12 3
3 9 4 1

−12 4 13 −2
3 1 −2 1







выполнить:

а. Построить UUT - разложение матрицы P (U – верхняя треугольная мат-
рица с положительными элементами главной диагонали).

б. С помощью UUT - разложения матрицы P решить систему

Px = b,

c вектором b = (12, 17, 3, 3)T .

в. С помощью разложения и решения системы по пп. а,б найти величину

квадратной формы J(x) = xTPx, где x – решение из п.б.

Задание 4. Для матрицы

A =





1 2 −3
−2 6 1

−2 7 −7





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных преоб-
разований (вращения Гивенса).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных урав-

нений
Ax = b,

где вектор b = (6, 3, 12)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число обу-

словленности матрицы A (MA) в норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.
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Вариант III

Задание 1. Для матрицы

A =





1 3 1
1 2 3

3 9 5





выполнить:

а. Построить LŪ -разложение матрицы A (Ū с единицами на главной диаго-
нали).

б. С помощью LŪ -разложения матрицы A решить систему линейных урав-
нений

Ax = b,

где вектор b = (3, 7, 13)T .

в. С помощью LŪ -разложения найти матрицу A−1 и вычислить число обу-
словленности матрицы A (MA) в норме ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задание 2. Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





10 −2 1

2 −20 4
−3 1 10





и вектор b = (16, 50, 15)T , выполнить:

а. Выписать метод Якоби в координатном и каноническом виде.

б. Определить является ли он сходящимся с нулевым начальным приближе-
нием, т.е. x0 = (0, 0, 0)T? Ответ обосновать.

в. Вычислить две итерации по методу Якоби и найти апостериорную оценку
ошибки на каждой из них в норме ‖ · ‖∞.

Задание 3. Для матрицы

P =







1 2 −2 3
2 6 0 8

−2 0 15 −8
3 8 −8 24







выполнить:
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8.3. Варианты контрольных заданий

а. Построить LDLT - разложение матрицы P (L – нижняя треугольная мат-
рица с единицами на главной диагонали, D – диагональная матрица с

положительными элементами на диагонали).

б. С помощью LDLT - разложения матрицы P решить систему

Px = b,

c вектором b = (4, 16, 5, 27)T .

в. С помощью разложения и решения системы найти величину квадратной
формы J(x) = xTPx, где x – решение из п.б.

Задание 4. Для матрицы

A =





1 3 6
−2 4 −7

−2 5 1





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью преобразований

(Грама-Шмидта ортогонализация).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных урав-

нений
Ax = b,

где вектор b = (8,−1, 8)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число обу-
словленности матрицы A (MA) в норме ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Вариант IV

Задание 1. Для матрицы

A =





1 4 1
4 14 3

2 4 1





выполнить:

а. Построить UL̄-разложение матрицы A (L̄ с единицами на главной диаго-

нали).
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б. С помощью UL̄-разложения матрицы A решить систему линейных урав-

нений
Ax = b,

где вектор b = (−6,−22,−8)T .

в. С помощью UL̄-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число обу-
словленности матрицы A (MA) в норме ‖ · ‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задание 2. Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





4 −2 0
−2 5 1

0 1 2





и вектор b = (0, 7, 0)T , выполнить:

а. Выписать метод Зейделя в координатном и каноническом виде.

б. Определить является ли он сходящимся с нулевым начальным приближе-

нием, т.е. x0 = (0, 0, 0)T? Ответ обосновать.

в. Вычислить две итерации по методу Зейделя и найти апостериорную оцен-
ку ошибки на каждой из них в норме ‖ · ‖∞.

Задание 3. Для матрицы

P =







30 −5 −12 3
−5 15 4 1

−12 4 7 −2
3 1 −2 1







выполнить:

а. Построить UDUT - разложение матрицы P (U – верхняя треугольная

матрица с единицами на главной диагонали, D – диагональная матрица
с положительными элементами на диагонали).

б. С помощью UDUT - разложения матрицы P решить систему

Px = b,

c вектором b = (16, 15,−3, 3)T .
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в. С помощью разложения и решения системы найти величину квадратной

формы J(x) = xTPx, где x – решение из п.б.

Задание 4. Для матрицы

A =





1 3 −3
−2 4 1

−2 5 −7





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью преобразований (мо-
дифицированная Грама-Шмидта ортогонализация).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных урав-
нений

Ax = b,

где вектор b = (−1,−3, 4)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число обу-

словленности матрицы A (MA) в норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

8.4 Задачи для контрольных заданий и экзамена

Задача 1

Для матрицы

A =





2 0 2
4 −1 3

−2 −3 −2





выполнить:

а. Построить L̄U -разложение матрицы A (L̄ с единицами на главной диа-
гонали).

б. С помощью L̄U -разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (0, 0,−3)T .
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в. С помощью L̄U -разложения найти матрицу A−1 и вычислить число MA

обусловленности матрицы A в норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 2

Для матрицы

A =





3 6 2
−5 −10 −4

1 3 1





выполнить:

а. Построить ŪL-разложение матрицы A (Ū с единицами на главной диа-
гонали).

б. С помощью ŪL-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (10,−16, 5)T .

в. С помощью ŪL-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число MA

обусловленности матрицы A в норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 3

Для матрицы

A =





3 0 3

−1 1 −2
1 2 1





выполнить:

а. Построить LŪ -разложение матрицы A (Ū с единицами на главной диа-

гонали).

б. С помощью LŪ -разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (0,−2,−2)T .
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в. С помощью LŪ -разложения найти матрицу A−1 и вычислить число MA

обусловленности матрицы A в норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 4

Для матрицы

A =





−3 1 1
2 1 2
4 0 2





выполнить:

а. Построить UL̄-разложение матрицы A (L̄ с единицами на главной диа-
гонали).

б. С помощью UL̄-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (5, 2, 0)T .

в. С помощью UL̄-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число MA

обусловленности матрицы A в норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 5

Для матрицы

A =





2 2 −4

1 2 −2
2 1 −1





выполнить:

а. Построить LŪ−1-разложение матрицы A (Ū−1 с единицами на главной

диагонали).

б. С помощью LŪ−1-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (0,−1,−2)T .
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в. С помощью LŪ−1-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 6

Для матрицы

A =





6 1 −1
5 1 −2

−8 0 4





выполнить:

а. Построить L̄−1U -разложение матрицы A (L̄−1 с единицами на главной
диагонали).

б. С помощью L̄−1U -разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (−3, 0, 0)T .

в. С помощью L̄−1U -разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 7

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





10 1 −1

−1 5 0.5
1 1 −10





и вектор b = (−18, 1, 18)T , выполнить:

а. Сформулировать метод Якоби в координатном и каноническом виде.

б. Определить является ли он сходящимся с нулевым начальным прибли-

жением, т.е. x0 = (0, 0, 0)T? Ответ обосновать.
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8.4. Задачи для контрольных заданий и экзамена

в. Вычислить две итерации по методу Якоби и найти апостериорную

оценку ошибки на каждой из них в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 8

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





−10 3 −1
1 −5 1

1 1 10





и вектор b = (5,−7,−19)T , выполнить:

а. Сформулировать метод Якоби в координатном и каноническом виде.

б. Определить является ли он сходящимся с нулевым начальным прибли-

жением, т.е. x0 = (0, 0, 0)T? Ответ обосновать.

в. Вычислить две итерации по методу Якоби и найти апостериорную

оценку ошибки на каждой из них в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 9

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





4 0 −1
0 5 2

−1 2 10





и вектор b = (−3,−2,−9)T , выполнить:

а. Сформулировать метод Зейделя в координатном и каноническом виде.

б. Определить является ли он сходящимся с нулевым начальным прибли-

жением, т.е. x0 = (0, 0, 0)T? Ответ обосновать.
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в. Вычислить две итерации по методу Зейделя и найти апостериорную

оценку ошибки на каждой из них в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 10

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





10 2 0
2 5 −1

0 −1 2





и вектор b = (8,−4, 3)T , выполнить:

а. Сформулировать метод Зейделя в координатном и каноническом виде.

б. Определить является ли он сходящимся с нулевым начальным прибли-

жением, т.е. x0 = (0, 0, 0)T? Ответ обосновать.

в. Вычислить две итерации по методу Зейделя и найти апостериорную

оценку ошибки на каждой из них в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 11

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





10 1 −1
−1 5 0.5

1 1 10





и вектор b = (−9, 6, 0)T , выполнить:

а. Сформулировать метод минимальных невязок в каноническом виде.

б. Определить оптимальный параметр τ1 для нулевого начального прибли-

жения, т.е. x0 = (0, 0, 0)T?
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8.4. Задачи для контрольных заданий и экзамена

в. Вычислить одну итерацию и найти апостериорную оценку ошибки в

норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 12

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





10 1 −1
−1 5 0.5

1 1 10





и вектор b = (−9, 6, 0)T , выполнить:

а. Сформулировать явный метод скорейшего спуска в каноническом виде.

б. Определить оптимальный параметр τ1 для нулевого начального прибли-

жения, т.е. x0 = (0, 0, 0)T?

в. Вычислить одну итерацию и найти апостериорную оценку ошибки в

норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 13

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





10 3 −1
1 5 1

2 1 10





и вектор b = (11, 0,−8)T , выполнить:

а. Сформулировать метод минимальных невязок в каноническом виде.

б. Определить оптимальный параметр τ1 для нулевого начального прибли-

жения, т.е. x0 = (0, 0, 0)T?

147



8. Фонд задач

в. Вычислить одну итерацию и найти апостериорную оценку ошибки в

норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 14

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





10 3 −1
1 5 1

2 1 10





и вектор b = (11, 0,−8)T , выполнить:

а. Сформулировать явный метод скорейшего спуска в каноническом виде.

б. Определить оптимальный параметр τ1 для нулевого начального прибли-

жения, т.е. x0 = (0, 0, 0)T?

в. Вычислить одну итерацию и найти апостериорную оценку ошибки в

норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 15

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





4 0 −1

0 5 2
−1 2 10





и вектор b = (−3,−2,−9)T , выполнить:

а. На основе метода Зейделя сформулировать метод минимальных попра-
вок в каноническом виде.

б. Определить оптимальный параметр τ1 для нулевого начального прибли-

жения, т.е. x0 = (0, 0, 0)T?
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8.4. Задачи для контрольных заданий и экзамена

в. Вычислить одну итерацию и найти апостериорную оценку ошибки в

норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 16

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





4 0 −1
0 5 2
−1 2 10





и вектор b = (−3,−2,−9)T , выполнить:

а. На основе метода Зейделя сформулировать неявный метод скорейшего

спуска в каноническом виде.

б. Определить оптимальный параметр τ1 для нулевого начального прибли-
жения, т.е. x0 = (0, 0, 0)T?

в. Вычислить одну итерацию и найти апостериорную оценку ошибки в

норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 17

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





10 2 0
2 5 −1

0 −1 2





и вектор b = (8,−4, 3)T , выполнить:

а. На основе метода Зейделя сформулировать метод минимальных попра-
вок в каноническом виде.

б. Определить оптимальный параметр τ1 для нулевого начального прибли-

жения, т.е. x0 = (0, 0, 0)T?
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в. Вычислить одну итерацию и найти апостериорную оценку ошибки в

норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 18

Для системы линейных алгебраических уравнений вида

Ax = b,

где матрица

A =





10 2 0
2 5 −1

0 −1 2





и вектор b = (8,−4, 3)T , выполнить:

а. На основе метода Зейделя сформулировать неявный метод скорейшего
спуска в каноническом виде.

б. Определить оптимальный параметр τ1 для нулевого начального прибли-
жения, т.е. x0 = (0, 0, 0)T?

в. Вычислить одну итерацию и найти апостериорную оценку ошибки в

норме ‖ · ‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 19

Для матрицы

P =







4 −2 2 4
−2 2 −3 3

2 −3 14 −8

4 3 −8 33







выполнить:

а. Построить LLT - разложение матрицы P (L – нижняя треугольная

матрица с положительными элементами главной диагонали).

б. С помощью LLT - разложения матрицы P решить систему

Px = b,

c вектором b = (4,−10, 27,−40)T .
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в. С помощью разложения и решения системы по пп. а,б найти величину

квадратичной формы J(x) = xTPx, где x – решение из п.б.

Задача 20

Для матрицы

P =







10 7 3 4

7 30 −6 10
3 −6 9 0

4 10 0 4







выполнить:

а. Построить UUT - разложение матрицы P (U – верхняя треугольная
матрица с положительными элементами главной диагонали).

б. С помощью UUT - разложения матрицы P решить систему

Px = b,

c вектором b = (4,−7, 0,−2)T .

в. С помощью разложения и решения системы по пп. а,б найти величину

квадратичной формы J(x) = xTPx, где x – решение из п.б.

Задача 21

Для матрицы

P =







4 −2 2 4

−2 2 −3 3
2 −3 14 −8
4 3 −8 33







выполнить:

а. Построить LDLT - разложение матрицы P (L – нижняя треугольная
матрица с единицами на главной диагонали, D – диагональная мат-
рица с положительными элементами на диагонали).

б. С помощью LDLT - разложения матрицы P решить систему

Px = b,

c вектором b = (8, 0, 5, 32)T .
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в. С помощью разложения и решения системы найти величину квадра-

тичной формы J(x) = xTPx, где x – решение из п.б.

Задача 22

Для матрицы

P =







14 −1 −1 −3
−1 10 −2 0

−1 −2 5 1
−3 0 1 1







выполнить:

а. Построить UDUT - разложение матрицы P (U – верхняя треугольная
матрица с единицами на главной диагонали, D – диагональная мат-

рица с положительными элементами на диагонали).

б. С помощью UDUT - разложения матрицы P решить систему

Px = b,

c вектором b = (19,−9,−5,−5)T .

в. С помощью разложения и решения системы найти величину квадра-
тичной формы J(x) = xTPx, где x – решение из п.б.

Задача 23

Для матрицы

A =





1 2 6

−2 6 −7
−2 7 1





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений
Ax = b,

где вектор b = (5,−15,−8)T .
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8.4. Задачи для контрольных заданий и экзамена

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 24

Для матрицы

A =





1 2 3
−2 6 −1
−2 7 7





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (6, 3, 12)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 25

Для матрицы

A =





1 2 −5

−2 6 5
−2 7 −3





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-

образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (8,−1, 8)T .
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8. Фонд задач

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 26

Для матрицы

A =





1 2 6
−2 6 3
−2 7 −3





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (5,−5,−12)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 27

Для матрицы

A =





1 2 5

−2 6 −5
−2 7 3





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-

образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (6, 3, 12)T .
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8.4. Задачи для контрольных заданий и экзамена

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 28

Для матрицы

A =





1 2 1
−2 6 1
−2 7 9





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (−1,−3, 4)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 29

Для матрицы

A =





1 2 7

−2 6 −9
−2 7 −1





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-

образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (−8, 1,−8)T .
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8. Фонд задач

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 30

Для матрицы

A =





1 2 −3
−2 6 1
−2 7 −7





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (6, 3, 12)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 31

Для матрицы

A =





1 2 −6

−2 6 7
−2 7 −1





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-

образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (7, 1, 10)T .
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8.4. Задачи для контрольных заданий и экзамена

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 32

Для матрицы

A =





1 2 −2
−2 6 −1
−2 7 −9





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (1, 3,−4)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 33

Для матрицы

A =





1 2 −7

−2 6 9
−2 7 1





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-

образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (10,−5, 4)T .
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8. Фонд задач

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 34

Для матрицы

A =





1 3 −6
−2 4 −3
−2 5 3





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (8, 9, 4)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 35

Для матрицы

A =





1 3 3

−2 4 −1
−2 5 7





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-

образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (5, 5, 14)T .
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8.4. Задачи для контрольных заданий и экзамена

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 36

Для матрицы

A =





1 3 −5
−2 4 5
−2 5 −3





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (−7,−1,−10)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 37

Для матрицы

A =





1 3 6

−2 4 3
−2 5 −3





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-

образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (2, 1,−6)T .
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8. Фонд задач

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 38

Для матрицы

A =





1 3 5
−2 4 −5
−2 5 3





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (−1, 7, 0)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 39

Для матрицы

A =





1 3 2

−2 4 1
−2 5 9





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-

образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (−4,−7,−16)T .
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8.4. Задачи для контрольных заданий и экзамена

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 40

Для матрицы

A =





1 3 6
−2 4 −7
−2 5 1





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (8,−1, 8)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 41

Для матрицы

A =





1 3 7

−2 4 −9
−2 5 −1





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-

образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (−8, 11, 3)T .
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8. Фонд задач

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 42

Для матрицы

A =





1 3 −3
−2 4 1
−2 5 −7





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных

уравнений

Ax = b,

где вектор b = (−1,−3, 4)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число
MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max

i=1,2,3
{|xi|}, x ∈ R

3.

Задача 43

Для матрицы

A =





1 3 −6

−2 4 7
−2 5 −1





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-

образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (9,−3, 6)T .
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8.4. Задачи для контрольных заданий и экзамена

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 44

Для матрицы

A =





1 3 −2
−2 4 −1

−2 5 −9





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (−2,−6,−7)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.

Задача 45

Для матрицы

A =





1 3 −7

−2 4 9
−2 5 1





выполнить:

а. Построить QR-разложение матрицы A с помощью ортогональных пре-
образований (Хаусхолдера / Гивенса / ГШО / МГШО).

б. С помощью QR-разложения матрицы A решить систему линейных
уравнений

Ax = b,

где вектор b = (2, 6, 7)T .

в. С помощью QR-разложения найти матрицу A−1 и вычислить число

MA обусловленности матрицы A в норме ‖·‖∞ = max
i=1,2,3

{|xi|}, x ∈ R
3.
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9

Программа курса

9.1 Общая информация

Цель – базовые умения и навыки в области разработки компьютерно
ориентированных вычислительных алгоритмов решения задач, возникаю-

щих в процессе математического моделирования законов реального мира.
Понимание основных идей численных методов, особенностей и условий их

применения в реальных условиях.

Задачи – изучение основных методов «Вычислительной линейной алгеб-
ры», численного решения нелинейных уравнений и задач аппроксимации

функций по экспериментальным данным.

Формат – 2/0/1 или 2/1/1 (т. е. в неделю часов на лекции / семинары /

лабораторные работы), в зависимости от специальности, формы обучения и
университета. Например, при семестре в 17 недель возможны варианты:

• специальность 01050165, очная форма обучения:
лекции (34 час), лабораторные работы (17 час), самостоятельная работа

(49 час), экзамен

• специальность 08080165, очная форма обучения:
лекции (34 час), лабораторные работы (16 час), самостоятельная работа

(50 час), зачет

• специальность 08080165, заочная форма обучения:
лекции (17 час), лабораторные работы (8,5 час), самостоятельная

работа (74,5 час), зачет

• специальность 08080165, очно-заочная форма обучения:
лекции (34 час), практические занятия (10 час), самостоятельная
работа (66 час), зачет



9.2. Рабочая программа

Пререквизиты – «Математический анализ», «Геометрия и алгебра»,

«Информатика», «Языки программирования и методы трансляции» и
«Практикум на ЭВМ».

Кореквизиты 1 – «Практикум на ЭВМ» (17 час), зачет.

Постреквизиты – «Численные методы II», «Теория игр и исследование
операций», специальные дисциплины и выпускная работа.

9.2 Рабочая программа

ЛЕКЦИИ

1. Введение (1 час). Задачи и методы вычислительной математики и
их приложения в различных сферах деятельности. Математическое моде-
лирование и вычислительный эксперимент. Численные методы как раздел

современной математики. Роль компьютерно-ориентированных численных
методов в исследовании сложных математических моделей.

2. Системы линейных алгебраических уравнений (27 час).

2.1. Прямые методы решения систем (12 час). LU -разложение и
методы исключения Гаусса и Жордана. Стратегии выбора главного элемен-

та. Обращение матриц. Компактные схемы (Краут). Положительно опре-
деленные матрицы. Разложения Холесского и метод квадратного корня из
матриц.

2.2. Плохая обусловленность и анализ ошибок (3 час). Нормы

матриц и линейных преобразований. Обращение возмущенных матриц (лем-
ма Банаха). Обусловленность линейных уравнений (число обусловленности
и теорема об относительной ошибке). Прямой и обратный анализы ошибок.

Примеры и последствия плохой обусловленности систем. Приемлемое реше-
ние неопределенной системы (теорема Оттля-Прагера).

1 «Практикум на ЭВМ» в УлГУ поддерживает курс «Численные методы I» для специальностей «При-
кладная математика и информатика» и «Математика», при этом для специальности «Математика» на
него отводится 34 часа.
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9. Программа курса

2.3. Методы ортогонального приведения (3 час). Ортогонализа-

ция Грама-Шмидта (обыкновенная и модифицированная). QR-разложение
матриц и решение систем. Плоские вращения Гивенса. Элементарные отра-
жения Хаусхолдера. Решение систем с применением ортогональных преоб-

разований.

2.4. Итерационные методы решения систем. (7 час) Примеры
и канонический вид итерационных методов решения систем линейных ал-
гебраических уравнений. Исследование сходимости итерационных методов.

Необходимое и достаточное условие сходимости стационарных итерационных
методов. Оценка скорости сходимости стационарных итерационных методов.

Итерационные методы вариационного типа. Апостериорная оценка погреш-
ности итерационных методов.

2.5. Метод наименьших квадратов (3 час). Подгонка данных, по-
строение моделей и задача МНК. Нормальные уравнения и нормальное псев-

дорешение. Элементарная статистическая интерпретация решения задачи
МНК. Рекурсия в решении задачи МНК. Информационная форма решения.

Эффективные вычислительные схемы МНК, использующие факторизацию
или ортогональное приведение матриц.

3. Проблема собственных значений (3 час). Общая характеристика
проблемы. Решение полной проблемы собственных значений при помощи

QR-алгоритма.

4. Корни нелинейных уравнений (3 час). Нелинейные задачи с одной

переменной. Метод простой итерации. Метод Ньютона. Сходимость метода
Ньютона. Методы для случая, когда производные не заданы. Метод Ньютона

для систем нелинейных уравнений. Локальная сходимость метода Ньютона.
Теорема Канторовича и теорема о сжимающем отображении.

ЛАБОРАТОРНЫЕ РАБОТЫ

Лабораторная работа № 1: Стандартные алгоритмы LU -разложения.

Лабораторная работа № 2: Современные алгоритмы LU -разложения.
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Лабораторная работа № 3: Алгоритмы окаймления в LU -разложении.

Лабораторная работа № 4: Разреженные формы LU -разложения.

Лабораторная работа № 5: Разложения Холесского.

Лабораторная работа № 6: Ортогональные преобразования.

САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА

В зачет самостоятельной работы студента включены упражнения, пред-
ставляющие собой доказательство вариантов теорем, доказанных на лекци-

ях, решение задач, а также написание программ для лабораторных работ и
чтение учебной литературы.

ВОПРОСЫ ЭКЗАМЕНА

1. Теорема о существовании и единственности LU -разложения. Связь раз-
ложения и метода Гаусса исключения неизвестных.

2. Теорема о существовании и единственности UL-разложения. Связь раз-

ложения и метода Гаусса исключения неизвестных.

3. Метод Гаусса: расчетные формулы и подсчет числа действий умноже-

ния/деления в процедуре факторизации матрицы.

4. Метод Гаусса: расчетные формулы и подсчет числа действий умноже-
ния/деления в процедурах прямой и обратной подстановки.

5. Элементарные треугольные матрицы. Теорема об алгоритме LU -
разложения с замещением исходной матрицы матрицами L и U .

6. Элементарные треугольные матрицы. Теорема об алгоритме UL-
разложения с замещением исходной матрицы матрицами U и L.

7. Метод Гаусса с выбором главного элемента (ГЭ): стратегии и программ-

ная реализация. Выбор ГЭ по строке и решение систем.

8. Теорема о методе Гаусса (об LU -разложении) с выбором главного эле-

мента по столбцу активной подматрицы.
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9. Теорема о методе Гаусса (об LU -разложении) с выбором главного эле-

мента по строке активной подматрицы.

10. Вычисление определителя и обращение матрицы (два способа) с учетом
выбора главного элемента.

11. Метод Гаусса-Жордана: теорема об алгоритме LU -разложения с полу-
чением U−1. Подсчет числа действий умножения/деления.

12. Метод Гаусса-Жордана: теорема об алгоритме UL-разложения с полу-
чением L−1. Подсчет числа действий умножения/деления.

13. Компактные схемы: вариант LU -разложения. Алгоритм и пример.

14. Компактные схемы: вариант UL-разложения. Алгоритм и пример.

15. Алгоритмы LU -разложения с исключением по столбцам и по строкам.
Примеры.

16. Алгоритмы UL-разложения с исключением по столбцам и по строкам.

Примеры.

17. Положительно-определенные матрицы и разложения Холесского. Вы-

вод алгоритмов Холесского из алгоритмов LU -разложения.

18. LLT -разложение положительно-определенных матриц: вывод по методу

квадратичных форм.

19. LDLT -разложение положительно-определенных матриц: вывод по ме-

тоду квадратичных форм.

20. UUT -разложение положительно-определенных матриц: вывод по мето-
ду квадратичных форм.

21. UDUT -разложение положительно-определенных матриц: вывод по ме-
тоду квадратичных форм.

22. Нормы вектора и матрицы. Норма с индексом бесконечность. Оценка
для собственных значений через норму матрицы.

23. Число обусловленности системы линейных алгебраических уравнений.
Свойства стандартного числа обусловленности.

24. Обращение возмущенных матриц (лемма Банаха).
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25. Полная оценка относительной погрешности решения линейных систем.

26. Прямой и обратный анализы ошибок. Приемлемое решение неопреде-
ленной системы (теорема Оттля-Прагера).

27. Элементарные отражения Хаусхолдера: прямая и обратная задачи.

28. Ортогональные преобразования Хаусхолдера: приведение матрицы к
верхней треугольной форме.

29. Элементарные плоские вращения Гивенса. Приведение матрицы к верх-
ней треугольной форме вращениями Гивенса.

30. Решение систем и обращение матрицы после приведения матрицы к

верхней треугольной форме ортогональными преобразованиями (Хаус-
холдера или Гивенса).

31. Итерационные методы. Классические методы Якоби и Зейделя.

32. Каноническая форма и разновидности итерационных методов.

33. Определение сходимости итерационных методов, матричное неравен-
ство C > 0 и нижняя грань для (Cx, x).

34. Теорема о сходимости стационарного одношагового метода с симметри-

ческой положительно-определенной матрицей системы.

35. Следствие о сходимости метода Якоби для задач со строгим диагональ-

ным преобладанием матрицы системы.

36. Следствие о сходимости метода верхней релаксации для задач с сим-

метрической положительно-определенной матрицей системы.

37. Следствие о сходимости метода простой итерации для задач с симмет-
рической положительно-определенной матрицей системы.

38. Необходимое и достаточное условие сходимости стационарных одноша-
говых итерационных методов. Необходимость.

39. Достаточное условие сходимости стационарных итерационных методов:
случай полной системы собственных векторов матрицы S, – переходной

матрицы погрешности.
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40. Достаточное условие сходимости стационарных итерационных методов:

случай неполной системы собственных векторов матрицы S, – переход-
ной матрицы погрешности.

41. Апостериорная оценка погрешности итерационных методов.

42. Задача линейных наименьших квадратов. Нормальные уравнения и
нормальное псевдорешение.

43. Элементарная статистическая интерпретация решения задачи линей-

ных наименьших квадратов.

44. Рекурсия в решении задачи линейных наименьших квадратов. Инфор-

мационная форма решения.

45. Рекурсия в решении задачи линейных наименьших квадратов. Ковари-
ационная форма решения.

46. Степенной метод решения проблемы собственных значений.

47. Метод Якоби решения проблемы собственных значений.

48. Метод Гивенса решения проблемы собственных значений.

49. Метод Хаусхолдера решения проблемы собственных значений.

50. QR-метод Френсиса решения проблемы собственных значений.

51. Метод простой итерации решения одного уравнения с одним неизвест-

ным.

52. Метод Ньютона решения одного уравнения с одним неизвестным.

53. Сходимость метода Ньютона решения одного уравнения с одним неиз-
вестным.

54. Конечно-разностный метод Ньютона и метод секущих решения одного
уравнения с одним неизвестным.

55. Метод Ньютона решения систем нелинейных уравнений.

56. Локальная сходимость метода Ньютона решения систем нелинейных

уравнений.

57. Теорема Канторовича и теорема о сжимающем отображении.
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5. Fröberg Carl-Erik. Introduction to Numerical Analysis. — 2nd ed. Rea-
ding Massachusetts Menlo Park (California) London Don Mills (Ontario):

Addison-Wesley Publishing Company, 1969.

6. Golub G. H., Ortega J. M. Scientific Computing and Differential Equations.
An Introduction to Numerical Methods. — San Diego New York Boston

London Sydney Tokyo Toronto: Academic Press, 1992. [Есть русский пе-
ревод ]

7. Noble B., Daniel J. W. Applied Linear Algebra. — 2nd ed. Englewood Cliffs,
New Jersey: Prentice-Hall, Inc., 1977.

8. Stoer J., Bulirsch R. Introduction to Numerical Analysis: Translated from

German. — 2nd ed. New York: Springer-Verlag, 1993. [Оригинальное из-
дание: J. Stoer, R. Bulirsch. Einfürung in die Numerische Mathematik, I,

II. — Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag, 1972, 1976.]

К разделу 2.3:

1. Воеводин В. В., Кузнецов Ю. А. Матрицы и вычисления. — М.: Наука,

1984.

2. Калиткин Н. Н. Численные методы. — М.: Наука, 1978.

3. Райс Дж. Матричные вычисления и математическое обеспечение: Пер.
с англ. — М.: Мир, 1984.

4. Размыслов Ю. П., Ищенко С. Я. Практикум по вычислительным мето-

дам алгебры. — М.: Изд-во МГУ, 1989.

172



9.2. Рабочая программа

5. Семушин И. В., Куликов Г. Ю. Сборник лабораторных работ и кон-

трольных, тестовых заданий по курсу «Вычислительная линейная ал-
гебра». — Ульяновск: УлГТУ, 2000.

6. Stoer J., Bulirsch R. Introduction to Numerical Analysis: Translated from
German. — 2nd ed. New York: Springer-Verlag, 1993. [Оригинальное из-

дание: J. Stoer, R. Bulirsch. Einfürung in die Numerische Mathematik, I,
II. — Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag, 1972, 1976.]

К разделу 2.4:

1. Самарский А. А., Гулин А. В. Численные методы. — М.: Наука, 1989.

К разделу 2.5:

1. Беклемишев Д. В. Дополнительные главы линейной алгебры. — М.: На-

ука, 1983.

2. Bierman G. J. Factorization Methods for Discrete Sequential Estimation. —
N.-Y.: Academic Press, 1977.

3. Stoer J., Bulirsch R. Introduction to Numerical Analysis: Translated from
German. — 2nd ed. New York: Springer-Verlag, 1993. [Оригинальное из-

дание: J. Stoer, R. Bulirsch. Einfürung in die Numerische Mathematik, I,
II. — Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag, 1972, 1976.]

К разделу 3:

1. Бахвалов Н. С. Численные методы. — М.: Наука, 1975.

2. Бахвалов Н. С., Жидков Н. П., Кобельков Г. М. Численные методы. —
М.: Наука, 1987.

3. Уилкинсон Дж. Х. Алгебраическая проблема собственных значений:

Пер. с англ. — М.: Наука, 1970.

4. Stoer J., Bulirsch R. Introduction to Numerical Analysis: Translated from

German. — 2nd ed. New York: Springer-Verlag, 1993. [Оригинальное из-
дание: J. Stoer, R. Bulirsch. Einfürung in die Numerische Mathematik, I,

II. — Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag, 1972, 1976.]

173



9. Программа курса

К разделу 4:

1. Дэннис Дж., Шнабель Р. Численные методы безусловной оптимизации
и решения нелинейных уравнений: Пер. с англ. — М.: Мир, 1988.

2. Самарский А. А., Гулин А. В. Численные методы. — М.: Наука, 1989.

3. Stoer J., Bulirsch R. Introduction to Numerical Analysis: Translated from
German. — 2nd ed. New York: Springer-Verlag, 1993. [Оригинальное из-

дание: J. Stoer, R. Bulirsch. Einfürung in die Numerische Mathematik, I,
II. — Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag, 1972, 1976.]

Cоставитель: профессор, д.т.н. И. В. Семушин

Рецензент: доцент, к.ф-м.н. А. В. Жарков.

174



Заключение

В данное учебное пособие включены учебные тексты по следующим темам
курса «Численные методы»:

. тема 1 – методы исключения в решении систем:

• текст и лабораторная работа № 1, стр. 19–39. В этот раздел вклю-

чены:

– алгоритмы метода Гаусса,

– выбор ведущего элемента,

– компактные схемы,

– алгоритмы метода Жордана,

– вычисление обратной матрицы,

– плохо обусловленные матрицы,

– задание на лабораторный проект № 1,

– 26 вариантов задания;

• текст и лабораторная работа № 2, стр. 40–59. В этот раздел вклю-
чены:

– гауссово исключение и ijk-алгоритмы,

– распараллеливание вычислений,

– параллельное умножение,

– параллельное LU -разложение,

– LU -разложение и его ijk-формы,

– треугольные системы,

– задание на лабораторный проект № 2,

– 40 вариантов задания;

• текст и лабораторная работа № 3, стр. 61–69. В этот раздел вклю-
чены:

– метод окаймления,



9. Программа курса

– окаймление известной части LU -разложения,

– окаймление неизвестной части LU -разложения,

– задание на лабораторный проект № 3,

– 16 вариантов задания;

• текст и лабораторная работа № 4, стр. 70–76. В этот раздел вклю-

чены:

– упакованные формы хранения матриц,

– выбор ведущего элемента,

– задание на лабораторный проект № 4,

– 48 вариантов задания;

. тема 2 – разложения Холесского положительно определенных матриц:

• текст и лабораторная работа № 5, стр. 78–92. В этот раздел вклю-
чены:

– положительно определенные матрицы,

– квадратные корни из матриц и алгоритмы Холесского,

– программная реализация алгоритмов Холесского,

– разложение Холесского: ijk-формы,

– разложение Холесского: алгоритмы окаймления,

– задание на лабораторный проект № 5,

– 40 вариантов задания;

. тема 3 – методы ортогональных преобразований:

• текст и лабораторная работа № 6, стр. 94–125. В этот раздел вклю-
чены:

– ортогональные матрицы и приложения,

– линейная задача наименьших квадратов,

– ортогональные матрицы в задаче о наименьших квадратах,

– преобразование Хаусхолдера,

– шаг триангуляризации матрицы преобразованием Хаусхолдера,

– решение треугольной системы Rx = z и обращение матрицы R,

– преобразование Гивенса,

– варианты заполнения матрицы R,
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– правосторонние ортогональные преобразования и их примене-

ние,

– двусторонние ортогональные преобразования и их применение,

– ортогонализация Грама-Шмидта,

– алгоритмы ортогонализции Грама-Шмидта,

– решение системы линейных алгебраических уравнений после ор-

тогонализации Грама-Шмидта,

– вычисление обратной матрицы A−1 после ортогонализации
Грама-Шмидта,

– задание на лабораторный проект № 6,

– 28 вариантов задания.

В качестве дополнительного материала включены:

. фонд задач, стр. 127–163 и

. программа курса, стр. 164–174.

Введение (разд. 1) описывает следующие важные для студента разделы,

которые следует прочитать в первую очередь:

. цели учебной работы студента, стр. 9–10,

. оценка учебной работы студента, стр. 10–16,

. кодекс студента, стр. 15–17 и

. краткое описание курса, стр. 17–18.
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