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Ïðåäèñëîâèå

Â öåëîì, êóðñ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè îõâàòûâàåò çàäà÷è, ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî äâóì îñíîâíûì ïðèçíàêàì: ëèíåéíîñòü/íåëèíåéíîñòü
è íàëè÷èå/îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, áàçîâûé êóðñ
ñîäåðæèò ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå è íåëèíåéíîå (âûïóêëîå) ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå, ïðè÷åì ïîñëåäíèé ðàçäåë ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: áåçóñëîâ-
íàÿ ìèíèìèçàöèÿ è çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Íåêîòîðûå ìåòîäû
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èñïîëüçóþò ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå
êàê ÷àñòü ñâîèõ àëãîðèòìîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, à òàêæå ïî ìåòîäè÷åñêèì ñî-
îáðàæåíèÿì, â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè áîëüøåå âíèìàíèå óäåëåíî èìåí-
íî ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ. Ýòî îïðàâäàíî òàêæå òåì, ÷òî ëèíåé-
íîå ïðîãðàììèðîâàíèå êàê èíñòðóìåíò ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷ ïëàíè-
ðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè âñòðå÷àåòñÿ, âåðîÿòíî, ÷àùå, ÷åì
äðóãèå ìåòîäû.

Ê ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ êàê èíñòðóìåíòó ðåøåíèÿ îïòèìè-
çàöèîííûõ çàäà÷ îáðàùàþòñÿ ìíîãèå ñïåöèàëèñòû. Îñíîâíûå åãî ïîëü-
çîâàòåëè � òå, êòî ðåøàåò ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ, îðãàíèçàöèè è ïëà-
íèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà, èëè èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ. Ðåàëèçàöèåé íà
ÝÂÌ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ çàíèìàþòñÿ ìàòåìàòèêè,
à àäàïòàöèåé è ñîïðîâîæäåíèåì ïàêåòîâ � ñïåöèàëèñòû ïî èíôîðìàöè-
îííûì ñèñòåìàì è òåõíîëîãèÿì. Äëÿ âñåõ ýòèõ êàòåãîðèé ñïåöèàëèñòîâ
âåñüìà âàæíî ïîíèìàíèå ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ¾èçíóòðè¿. Îíî
íå äàåòñÿ ¾ñëåïûì¿ èñïîëüçîâàíèåì ãîòîâûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ, à
ïðèîáðåòàåòñÿ òîëüêî ëèøü ÷åðåç ëè÷íûé îïûò ðàçðàáîòêè êîìïüþòåð-
íûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ òîò èëè èíîé àëãîðèòì.

Òàêèì îáðàçîì, ýòà êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñòóäåíòîâ è ñïåöèàëè-
ñòîâ, çàèíòåðåñîâàííûõ ãëóáîêî èçó÷èòü ñíà÷àëà � ëèíåéíîå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå è çàòåì � ìåòîäû íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè, ñ àêöåíòîì íà
êîìïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ.

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå � õîðîøî ðàçðàáîòàííûé ðàçäåë ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè. Ïî íåìó èìååòñÿ îáøèðíàÿ íàó÷íàÿ è ó÷åáíàÿ ëè-
òåðàòóðà � êàê îòå÷åñòâåííàÿ, òàê è è ïåðåâîäíàÿ. Â ñâîåì áîëüøèíñòâå,
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ëèòåðàòóðà äàåò îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ è ëèøü èíîãäà � ïðàê-
òè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè, êàê çàïðîãðàììèðîâàòü íà ÝÂÌ òîò èëè èíîé âà-
ðèàíò ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Ïðèìåðîì ðåäêèõ, î÷åíü ýôôåêòèâíûõ ó÷åáíûõ
èçäàíèé ñ êîìïüþòåðíûìè ïðîãðàììàìè ÿâëÿåòñÿ êíèãà [?], âûøåäøàÿ â
èçäàòåëüñòâå ¾Ðàäèî è Ñâÿçü¿â 1989 ãîäó.

Íîâûì, îñíîâàííûì íà òåõíîëîãèÿõ, ìåòîäàì îáó÷åíèÿ è ïðåïîäàâà-
íèÿ íàóê ïîâñþäó â ìèðå óäåëÿåòñÿ âñå âîçðàñòàþùåå âíèìàíèå [?]. Îáó-
÷åíèå, îñíîâàííîå íà ïðîãðàììíûõ ïðîåêòàõ, ýôôåêòèâíî ïî ìíîãèì ïðè-
÷èíàì [?]. Êðîìå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà � ïîíèìàíèÿ ïðåäìåòà ¾èçíóòðè¿,
îíî ñîâåðøåíñòâóåò êîìïüþòåðíóþ êóëüòóðó ñïåöèàëèñòà, îñîáåííî âàæ-
íóþ â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ïîñêîëüêó òðåáóåò èçîùðåííîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ è ðàçâèâàåò îáùèå ñïîñîáíîñòè ê ëîãè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó àíàëèçó
ïðè ïîèñêå ðåøåíèé ìàòåìàòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûõ ïðîáëåì. Îäíàêî
îïûò ïðåïîäàâàíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò ó÷åáíûõ ïîñî-
áèé, ðàññ÷èòàííûõ íà ðåàëèçàöèþ èìåííî òàêîãî � ïðîåêòíî îðèåíòèðî-
âàííîãî � ìåòîäà îáó÷åíèÿ. Ìàêñèìàëüíîå ïðèáëèæåíèå ëàáîðàòîðíûõ
ðàáîò ñòóäåíòîâ ê çàäà÷å ïîëíîöåííîé ñàìîñòîÿòåëüíîé êîìïüþòåðíîé
ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà äåëàåò ýòè ðàáîòû ïîõîæèìè íà ó÷åáíûå
ïðîãðàììíûå ïðîåêòû, îòëè÷àþùèåñÿ ñòðîãîé äåìîíñòðàöèåé êàê ñàìèõ
ðàçíîâèäíîñòåé èçó÷àåìîãî ìåòîäà, òàê è âñåõ äåòàëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
àëãîðèòìîâ.

Ïðè îðãàíèçàöèè è ïðîâåäåíèè ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà íà ÝÂÌ
âñåãäà âîçíèêàåò ïðîáëåìà èíäèâèäóàëèçàöèè çàäàíèé. Ìíîãèå ïîñîáèÿ
â ýòîì âîïðîñå èäóò ïî íàèáîëåå ïðîñòîìó ïóòè � ðàçìíîæàþò çàäàíèÿ
ïî îäíîé è òîé æå òåìå âûïîëíÿåìîé ðàáîòû çà ñ÷åò ðàçëè÷èé â èñõîäíûõ
äàííûõ. Òî, ÷òî ýòî ìàëîïîëåçíî, âïîëíå î÷åâèäíî. Äåëàòü ëèøü íåáîëü-
øèå è êîëè÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â çàäàíèÿõ � çíà÷èò îòêàçàòüñÿ îò âñåõ
óêàçàííûõ âûøå âûãîä ïðîåêòíî îðèåíòèðîâàííîãî îáó÷åíèÿ.

Öåëü äàííîãî ïîñîáèÿ � ñíàáäèòü ñïåöèàëèñòîâ è ñòóäåíòîâ ïîëíûì,
òùàòåëüíî âûâåðåííûì è âíóòðåííå çàâåðøåííûì (òî åñòü íå òðåáóþ-
ùèì îáðàùåíèÿ ê äðóãèì èñòî÷íèêàì) íàáîðîì âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ
ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìàê-
ñèìàëüíî ðàçìíîæåííûå íà ýòîé îñíîâå ó÷åáíûå çàäàíèÿ îòëè÷àþòñÿ íå
ïî ââîäèìûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷àì, à ïî àëãîðèòìàì, ïîäëåæàùèì êîì-
ïüþòåðíîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè. Äëÿ ýòîãî ïîñëå êðàòêèõ ââîäíûõ
îïðåäåëåíèé (ðàçä. 1) ñîáðàíû áàçîâûå òåîðåòè÷åñêèå ôàêòû, îòíîñÿùè-
åñÿ ê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ðàçä. 2). Äàëåå
îñíîâíîå âíèìàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà äåòàëüíîì è ñòðîãîì îáîñíîâàíèè
êàæäîé ðàçíîâèäíîñòè ñèìïëåêñ-ìåòîäà âî âñåâîçìîæíûõ ñõåìàõ ðåàëè-
çàöèè: áàçîâîé � (ðàçä. 3), äâîéñòâåííîé � (ðàçä. 4) è ìîäèôèöèðîâàí-
íîé � (ðàçä. 5). Îñîáûå ñëó÷àè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ðàññìîò-
ðåíû â ðàçä. 6. Ñëåäóþùèå ðàçäåëû ÿâëÿþòñÿ: ïåðå÷èñëåíèåì ó÷åáíûõ
çàäàíèé ïî ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ (ðàçä. 7), ñáîðíèêîì òåñòîâûõ
çàäà÷ (ðàçä. 8) è ïåðå÷íåì ó÷åáíûõ ïðîåêòîâ ïî íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè
(ðàçä. 9).
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Îñîáåííîñòè äàííîãî èçäàíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùèõ äîáàâëåíè-
ÿõ. Â ðàçä. 3 äîáàâëåíà îñíîâíàÿ òåîðåìà îá àëãîðèòìå ñèìïëåêñ-ìåòîäà,
îõâûòûâàþùàÿ âñå, â òîì ÷èñëå è îñîáûå, ñëó÷àè. Â ðàçä. 6 äîáàâëåí ñëó-
÷àé íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, èëëþñòðèðóþùèé ýòó òåîðåìó è âñå îñî-
áûå ñëó÷àè ðàññìîòðåíû áîëåå ïîäðîáíî. Â ðàçä. 5 äîáàâëåí ïðèìåð òîãî,
êàê ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàòü íàëîæåíèå äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà
çàäà÷ó, ðåøåííóþ ìîäèôèöèðîâàííûì ñèìïëåêñ-ìåòîäîì. Ðàçäåë 8, êîòî-
ðîãî íå áûëî â ïåðâîì èçäàíèè, ñîäåðæèò íàáîð çàäà÷ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
â êà÷åñòâå ðàçëè÷íûõ ó÷åáíûõ çàäàíèé: òåñòîâûõ (ïðè ïðèåìå ëàáîðà-
òîðíîãî ïðîåêòà), ó÷åáíûõ (íà ñåìèíàðñêèõ èëè ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ)
ëèáî êîíòðîëüíûõ (ïðè ïðèåìå çà÷åòà èëè ýêçàìåíà). Èñïðàâëåíû íåêî-
òîðûå îïå÷àòêè ïåðâîãî èçäàíèÿ, çàìå÷åííûå ñòóäåíòàìè. Êðîìå òîãî,
âêëþ÷åí ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü, îáëåã÷àþùèé ïîëüçîâàíèå ïîñîáèåì.

Óëüÿíîâñê, È. Â. Ñåìóøèí
Ñåíòÿáðü 2003
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Îáùèå îïðåäåëåíèÿ

Ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà íîñèò ââîäíûé õàðàêòåð. Åãî öåëü
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàïîìíèòü òå îñíîâíûå êîíöåï-
öèè, êîòîðûå ñòóäåíò ìîæåò çíàòü èç êóðñîâ ¾Ìàòåìàòè÷å-
ñêèé àíàëèç¿ è ¾Ëèíåéíàÿ àëãåáðà¿ è êîòîðûå îí äîëæåí
ïîëíîñòüþ îñîçíàòü, ïðåæäå ÷åì äâèíóòüñÿ äàëüøå.

Ïóñòü äàíû ëþáûå äâà îáúåêòà x è y, òîãäà óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà
åñòü (x, y), ãäå x îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðâûé ýëåìåíò è y êàê âòîðîé ýëå-
ìåíò ýòîé ïàðû. Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì
îòíîøåíèåì èëè, èíà÷å, ñîîòâåòñòâèåì. Íàïðèìåð, åñëè ìíîæåñòâî
óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ÷üè çíà÷åíèÿ îäèíàêîâû, îáî-
çíà÷åíî A, ìû çàïèñûâàåì ýòî ñîîòâåòñòâèå êàê A = {(x, y) ∈ IR × IR :
x = y}. Åñëè A åñòü íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå, òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ñîîòâåòñòâèÿ A, ñîêðàùåííî îáîçíà÷àåìàÿ êàê dmn A, äàåòñÿ âûðàæåíè-
åì

dmn A = {x : (x, y) ∈ A äëÿ íåêîòîðîãî y}.
Åñëè A åñòü íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå, òî îáëàñòü çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâèÿ
A, ñîêðàùåííî îáîçíà÷àåìàÿ êàê rng A, äàåòñÿ âûðàæåíèåì

rng A = {y : (x, y) ∈ A äëÿ íåêîòîðîãî x}.
Íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f åñòü ñîîòâåòñòâèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì, ÷òî
âñÿêèé ðàç, êîãäà (x, y) ∈ f è (x, y∗) ∈ f , òî y = y∗. Íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü åñòü ôóíêöèÿ, ÷üÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ åñòü ìíîæåñòâî öåëûõ
÷èñåë. Íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ÷üÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë,
îáû÷íî {1, 2, . . . , n} äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî n. Îíà òàê-
æå íàçûâàåòñÿ n-êîé. Ñîâîêóïíîñòü âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ {1, 2, . . . , n} íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì âåùå-
ñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ êàê IRn. Êàæäûé ýëåìåíò èç IRn
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åñòü íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ n-êà, èëè íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èç n ýëåìåíòîâ, èëè, èíà÷å, íåêîòîðûé n-ìåðíûé
âåêòîð. Ëþáîé n-âåêòîð x çàïèñûâàåòñÿ êàê x = (x1, x2, . . . xn).

Îïðåäåëåíèå 1.0.1 Òî÷êà èëè, èíà÷å, âåêòîð â IRn åñòü óïîðÿäî÷åí-
íàÿ ñîâîêóïíîñòü n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë: x = (x1, x2, . . . xn).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ïðèíÿòî âåêòîð
îòîæäåñòâëÿòü ñ ìàòðèöåé-ñòîëáöîì. Ìû áóäåì òàêæå ýòèì ïîëüçîâàòü-
ñÿ, õîòÿ â îáû÷íîì òåêñòå óäîáíåå âåêòîðíûå êîìïîíåíòû ïèñàòü â ñòðîêó
äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà. Åñëè æå â çàïèñè âåêòîðà ïîòðåáóåòñÿ àêöåíò íà òî,
÷òî îí òðàêòóåòñÿ êàê ìàòðèöà-ñòîëáåö, òî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëîì
òðàíñïîíèðîâàíèÿ: x = (x1, x2, . . . xn)T èëè xT = (x1, x2 . . . xn).

Îïðåäåëåíèå 1.0.2 Îòðåçîê←−−PQ, ãäå P è Q ñóòü äâå òî÷êè, ïðåäñòàâ-
ëåííûå âåêòîðàìè p, q ∈ IRn, åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ ñî-
îòíîøåíèåì

θp+ (1− θ)q, 0 ≤ θ ≤ 1.

Ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü q + θ(p − q), 0 ≤ θ ≤ 1, èìååò íàãëÿäíóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ: ê êîíöó âåêòîðà q äîáàâëÿåòñÿ äîëÿ θ
(0 ≤ θ ≤ 1) ðàçíîñòíîãî âåêòîðà (p − q), êîòîðûé íàïðàâëåí èç òî÷êè Q
â òî÷êó P . Ïîñêîëüêó âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü θ íà γ, γ = 1− θ, òî íà ñà-
ìîì äåëå íàïðàâëåííîñòü îòðåçêà, îáîçíà÷åííàÿ çäåñü âåðõíåé ñòðåëêîé,
íå èìååò çíà÷åíèÿ, è ìîæíî ýòîò îòðåçîê îáîçíà÷àòü ÷åðòîé: PQ.

Îïðåäåëåíèå 1.0.3 Òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì
ìíîæåñòâîì, åñëè ∀p, q ∈ S : θp + (1 − θ)q ∈ S, 0 ≤ θ ≤ 1, ò. å.
åñëè ëþáîé îòðåçîê, îãðàíè÷åííûé òî÷êàìè èç S, ëåæèò â S.

Îïðåäåëåíèå 1.0.4 Ýêñòðåìàëüíàÿ, èëè êðàéíÿÿ òî÷êà (èëè âåðøè-
íà, èëè, èíà÷å, óãëîâàÿ òî÷êà) âûïóêëîãî ìíîæåñòâà S åñòü ëþáàÿ åãî
òî÷êà, íå ëåæàùàÿ âíóòðè îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ïðîèçâîëüíóþ ïàðó
òî÷åê ìíîæåñòâà.

Äðóãèìè ñëîâàìè: òî÷êà b ∈ S åñòü âåðøèíà âûïóêëîãî ìíîæåñòâà S,
åñëè íå ñóùåñòâóþò äâå òàêèå òî÷êè p, q ∈ S, ÷òî b = θp + (1 − θ)q ïðè
íåêîòîðîì 0 < θ < 1.

Îïðåäåëåíèå 1.0.5 Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òî÷åê P1, P2, . . . Pk, ïðåä-
ñòàâëåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè p1, p2, . . . pk, åñòü ìíîæå-
ñòâî òî÷åê âèäà

y = θ1p1 + θ2p2 + . . . θkpk,

k∑

i=1

θi = 1, 0 ≤ θi, i = 1, k.
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Âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìîæíî êîíñòðóêòèâíî âûâåñòè (ïîñòðîèòü), ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå îòðåçêà. Îäíîâðåìåííî ýòî áóäåò
îáúÿñíåíèåì óñëîâèÿ íà âåñîâûå êîýôôèöèåíòû θi. Äàäèì òàêîé âûâîä.

Ïóñòü P1, P2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè. Òîãäà

y2 = k2p2 + (1− k2)p1, 0 ≤ k2 ≤ 1,

åñòü ëþáàÿ òî÷êà îòðåçêà P1P2. Ñîåäèíèì åå îòðåçêîì ñ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êîé P3. Òîãäà

y3 = k3p3 +(1−k3)y2 = k3p3 +(1−k3)k2p2 +(1−k3)(1−k2)p1, 0 ≤ k3 ≤ 1,

åñòü ëþáàÿ òî÷êà òðåõãðàííèêà P1P2P3. Ñîåäèíèì åå îòðåçêîì ñ ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êîé P4. Òîãäà

y4 = k4p4 + (1− k4)y3 = k4p4 + (1− k4)k3p3+

+(1− k4)(1− k3)k2p2 + (1− k4)(1− k3)(1− k2)p1, 0 ≤ k4 ≤ 1,

åñòü ëþáàÿ òî÷êà ÷åòûðåõãðàííèêà P1P2P3P4.
Òàêîé ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæàòü è äàëåå èëè ïðåêðàòèòü ïîñëå èñ÷åð-

ïàíèÿ âñåõ èìåþùèõñÿ òî÷åê. Íàïðèìåð, åñëè ïîñëåäíÿÿ èç èìåþùèõñÿ
òî÷åê åñòü P5, òî ñîåäèíÿÿ åå îòðåçêîì ñ òî÷êîé y4, ïîëó÷èì, ÷òî

y5 = k5p5+(1−k5)y4 =

= k5p5+(1−k5)(k4p4+(1−k4)(k3p3+(1−k3)(k2p2+(1−k2)p1))), 0 ≤ k5 ≤ 1,

åñòü ëþáàÿ òî÷êà ïÿòèãðàííèêà P1P2P3P4P5.
Ïî ïîñòðîåíèþ, èìååì

y5 = θ5p5 + θ4p4 + θ3p3 + θ2p2 + θ1p1,

ãäå
θ5 = k5;
θ4 = (1− k5)k4;
θ3 = (1− k5)(1− k4)k3;
θ2 = (1− k5)(1− k4)(1− k3)k2;
θ1 = (1− k5)(1− k4)(1− k3)(1− k2).
Ïóñòü òåïåðü íàëîæåíî óñëîâèå íà âåñîâûå êîýôôèöèåíòû θi, à èìåí-

íî:
θ1 + θ2 + θ3 + θ4 + θ5 = 1, θi ≥ 0, i = 1, 5.

Òîãäà, âûáðàâ ëþáûå θi, 0 ≤ θi ≤ 1, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ,
ïîñëåäîâàòåëüíî íàéäåì

k5 = θ5, 0 ≤ k5 ≤ 1;
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k4 =
θ4

(1− θ5)
=

θ4

(θ1 + θ2 + θ3 + θ4)
, 0 ≤ k4 ≤ 1;

k3 =
θ3

(1− θ5 − θ4)
=

θ3

(θ1 + θ2 + θ3)
, 0 ≤ k3 ≤ 1;

k2 =
θ2

(1− θ5 − θ4 − θ3)
=

θ2

(θ1 + θ2)
, 0 ≤ k2 ≤ 1.

Ýòî òå æå ñàìûå k2, k3, k4 è k5, êîòîðûå âûøå ó÷àñòâóþò â ïîñòðîå-
íèè ëþáûõ òî÷åê: äâóõãðàííèêà (k2), òðåõãðàííèêà (k3), ÷åòûðåõãðàííè-
êà (k4) è ïÿòèãðàííèêà (k5). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
òî÷åê p1, p2, . . . , pk îïðåäåëåíà ïîëíîñòüþ óñëîâèåì θ1 + θ2 + . . . + θk = 1
íà íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû θi â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

y = θ1p1 + θ2p2 + . . .+ θkpk .

Îïðåäåëåíèå 1.0.6 Åñëè f åñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ è A åñòü íåêîòî-
ðîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ dmn f, òîãäà fA, ñóæåíèå f ê
A, åñòü ôóíêöèÿ, ÷üÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ åñòü A, çàäàâàåìàÿ óñëîâèåì

fA(t) = f(t) äëÿ t ∈ A .

Îïðåäåëåíèå 1.0.7 Íåêîòîðàÿ êðèâàÿ óðîâíÿ ôóíêöèè f , ãäå f
åñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ (îò) n âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, åñòü ìíî-
æåñòâî C ⊆ dmn f , åñëè ñóæåíèå ôóíêöèè f ê C åñòü êîíñòàíòà
(ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà).

Îïðåäåëåíèå 1.0.8 Åñëè f(x) åñòü íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
(îò) n âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x = (x1, x2, . . . , xn) è åñëè ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå f1(x), . . . , fn(x) ñóùåñòâóþò (ãäå fi(x) = ∂f(x)/∂xi), òî
ãðàäèåíò ôóíêöèè f ïî x îïðåäåëÿåòñÿ êàê n-ìåðíûé âåêòîð

grad f(x) ≡ (f1(x), . . . , fn(x)).

Â îáùåì ñëó÷àå, ãðàäèåíò âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè f (îò) n âå-
ùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ åñòü âåêòîð, èìåþùèé íàïðàâëåíèå íàèáîëüøå-
ãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f â êàæäîé òî÷êå â dmn f . Ñîîòâåòñòâåííî, âåê-
òîð àíòèãðàäèåíòà − grad f(x), ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå ñêîðåéøåãî ñïóñ-
êà âäîëü ïîâåðõíîñòè f â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ âñåõ
âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé f (îò) n âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, îá-
ëàäàþùèõ íåïðåðûâíûì ãðàäèåíòîì, ëþáàÿ êðèâàÿ óðîâíÿ ôóíêöèè f
îðòîãîíàëüíà ãðàäèåíòó â êàæäîé òî÷êå â dmn f .
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Ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíóþ ìàòðè÷íóþ ôîð-
ìó çàïèñè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ê êîòîðîé ìî-
æåò áûòü ëåãêî ïðèâåäåíà ëþáàÿ ËÏ-çàäà÷à. Ìû îïèñûâàåì
íåñêîëüêî ôàêòîâ, îáúÿñíÿþùèõ, êàê ñóçèòü ïîèñê îïòèìóìà
íàä äîïóñòèìîé îáëàñòüþ, è ïîäãîòàâëèâàþùèõ ëó÷øåå ïî-
íèìàíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåá-
ðàè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíîé ËÏ-çàäà÷è, íåïîñðå-
ñòâåííî ãîòîâûé äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà êîìïüþòåðå.

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à ËÏ èìååò:
� îãðàíè÷åíèÿ Ax = b, A = A(m,n), rankA = m, (m < n), x ∈ IRn,

b ∈ IRm;
� óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè êîîðäèíàò âåêòîðà x, x ≥ 0 (ò. å. ∀i :

xi ≥ 0),
è ïðè ýòîì òðåáóåò min

x
cTx, ãäå c ∈ IRn.

Çàìå÷àíèå 2.1.1 Âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ c = (c1, c2, . . . , cn) îïðåäåëÿ-
åò öåëåâóþ ôóíêöèþ z = cTx è ÿâëÿåòñÿ åå ãðàäèåíòîì: grad z = c.
Âåêòîð ãðàäèåíòà, óêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå ñêîðåéøåãî âîçðàñòàíèÿ
ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ x ∈ IRn, îðòîãîíàëåí ëèíèÿì (ôèê-
ñèðîâàííîãî) óðîâíÿ ôóíêöèè, � ñì. ðàçä. 1.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.1 Ãîâîðÿò, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ íåâûðîæäåíà, åñëè êàæäàÿ m × m ïîäìàòðèöà, âû-
áðàííàÿ èç m× (n+ 1) ðàñøðåííîé ìàòðèöû Aa = [A | b], íåâûðîæäåíà.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýòî � âûðîæäåííàÿ çàäà÷à ËÏ.

Çàìå÷àíèå 2.1.2 Ïðåäïîëîæåíèå î íåâûðîæäåííîñòè ñïðàâåäëèâî äëÿ
áîëüøèíñòâà çàäà÷, âñòðå÷àåìûõ íà ïðàêòèêå, è îíî óäîáíî äëÿ òåîðèè.
Êàê ñïðàâèòüñÿ ñ ðåøåíèåì âûðîæäåííûõ çàäà÷, áóäåò ðàññìîòðåíî â
ðàçä. 6.

Äàííàÿ çàäà÷à îáëàäàåò ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè: (1) âû-
ïóêëîñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé; (2) ñóùåñòâîâàíèå áàçèñíûõ
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé; (3) òîæäåñòâåííîñòü áàçèñíûõ äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé è âåðøèí ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è (4) ñîâïàäåíèå õîòÿ áû
îäíîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) ñ êàêîé-ëèáî
âåðøèíîé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Äîêàæåì ýòè ñâîéñòâà ïîñëå-
äîâàòåëüíî.

2.2 Âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Ìíîæåñòâî X òî÷åê â IRn, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðà-
íè÷åíèÿì è óñëîâèþ çàäà÷è ËÏ, Ax = b, x ≥ 0, åñòü ìíîæåñòâî äîïó-
ñòèìûõ ðåøåíèé èëè, èíà÷å, äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 2.2.1 Ìíîæåñòâî X äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

X = {x ∈ IRn : Ax = b, x ≥ 0} (2.1)

çàäà÷è ËÏ âûïóêëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà òî÷åê èç X. Òîãäà

Ax = b, x ≥ 0; Ay = b, y ≥ 0.

Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, îáîçíà÷èì êàê ìíîæåñòâî òî÷åê w,

w = αx+ βy, α+ β = 1, α ≥ 0, β ≥ 0, w ≥ 0.

Èìååì

Aw = A(αx+ βy) = αAx+ βAy = αb+ βb = (α+ β)b = b

ò. å. Aw = b, w ≥ 0.
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2.3 Ñóùåñòâîâàíèå áàçèñíûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé
(ÁÄÐ)
Îïðåäåëåíèå 2.3.1 Áàçèñíûì ðåøåíèåì çàäà÷è ËÏ (â ñòàíäàðòíîé
ôîðìå) íàçûâàåòñÿ âåêòîð

x = P

(
B−1b

O

)
,

ãäå P åñòü ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, òàêàÿ ÷òî
AP = [B |R], B � ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà ðàçìåðà m×m; O � (n−m) íó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà; R � (n−m) ñòîëáöîâ, ëèíåéíî âûðàæàþùèåñÿ
÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû B.

Âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ â êîëè÷åñòâå
(
n
m

)
= n!

m!(n−m)! îïðåäåëÿþòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè ñî÷åòàíèÿìè m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A èç n
åå ñòîëáöîâ. Ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê P çäåñü ââåäåíà, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå
ïåðåñòàíîâîê âñå m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A îêàçàëèñü
ñãðóïïèðîâàíû âëåâî â âèäå ïîäìàòðèöû B. Òîãäà îãðàíè÷åíèå Ax = b
ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ APy = b, ãäå y = P−1x.

Ðàçáèâàÿ âåêòîð y íà äâå ÷àñòè, y = (yB , yF ), yB � ïåðâûå m êîìïî-
íåíò, yF � îñòàëüíûå (n−m) êîìïîíåíò, èìååì

yB = B−1b−B−1RyF , y =
(
B−1b−B−1RyF

yF

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå y óðàâíåíèÿ APy = b âûðàæåíî ÷åðåç ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå yF . Îáðàùàÿ èõ â íóëü, ïîëó÷àåì âåêòîð

y =
(
B−1b

O

)
.

Îò íåãî âåêòîð x îòëè÷àåòñÿ ëèøü ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ: x = Py. Ýòîò
x è íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì ðåøåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2 Íóëåâûå ýëåìåíòû âåêòîðà x = Py, ïîëó÷èâøè-
åñÿ ðàâíûìè íóëþ âñëåäñòâèå îáðàùåíèÿ â íóëü ñâîáîäíûõ (ïîñëåäíèõ
n−m) ïåðåìåííûõ yF â ñîñòàâå âåêòîðà y, óäîâëåòâîðÿþùåãî îãðàíè÷å-
íèþ APy = b, íàçûâàþòñÿ íåáàçèñíûìè ïåðåìåííûìè. Îñòàëüíûå
m ýëåìåíòîâ âåêòîðà x = Py íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè ïåðåìåííûìè
è îáðàçóþò áàçèñ. (Îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû P ñì. îïðåäåëåíèå 2.3.1).

Îïðåäåëåíèå 2.3.3 Åñëè áàçèñíîå ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè ñâîèõ ýëåìåíòîâ, òî îíî íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì äîïó-
ñòèìûì ðåøåíèåì.

×òîáû èçáåæàòü ôîðìàëüíîãî ïîíÿòèÿ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê P â
äàííûõ âûøå îïðåäåëåíèÿõ, ïåðåôðàçèðóåì èõ, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå
ôîðìóëèðîâêè.
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Îïðåäåëåíèå 2.3.4 Âåêòîðàìè îãðàíè÷åíèé ai ∈ IRm, i = 1, n, íà-
çûâàþòñÿ ñòîëáöû ìàòðèöû A:

A = [a1, a2, . . . , an].

Ñàìè îãðàíè÷åíèÿ òîãäà èìåþò âèä

x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan = b. (2.2)

Ñâîéñòâî ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé A: òàê êàê rankA = m, òî ñðåäè åå
n ñòîëáöîâ ñóùåñòâóþò íàáîðû ïî m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ-
âåêòîðîâ îãðàíè÷åíèé. ×èñëî òàêèõ ðàçëè÷íûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà-
áîðîâ äîñòèãàåò Cmn =

(
n
m

)
= n!

m!(n−m)! (ñî÷åòàíèÿ èç n ïî m).

Îïðåäåëåíèå 2.3.5 (Îïðåäåëåíèå 2.3.2 â èíîé ôîðìóëèðîâêå.) Ïåðå-
ìåííûå xi, ñòîÿùèå êîýôôèöèåíòàìè ïðè âåêòîðàõ îãðàíè÷åíèé ai â
êàæäîì ëèíåéíî íåçàâèñèìîì íàáîðå èç m âåêòîðîâ, íàçûâàþòñÿ áà-
çèñíûìè ïåðåìåííûìè, à îñòàëüíûå � íåáàçèñíûìè ïåðåìåííû-
ìè (íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå èíîãäà íàçûâàþò ñâîáîäíûìè ïåðåìåííû-
ìè).
Îïðåäåëåíèå 2.3.6 Ëþáîé âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé îãðàíè÷åíèþ (2.2) è óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ ñâîèõ êîîð-
äèíàò (xi ≥ 0, i = 1, n) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è
ËÏ.
Îïðåäåëåíèå 2.3.7 (Îïðåäåëåíèå 2.3.1 â èíîé ôîðìóëèðîâêå.) Òî÷êà
x = (x1, x2, . . . , xn), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (2.2) íàçûâà-
åòñÿ áàçèñíûì ðåøåíèåì, åñëè âåêòîðû ai, íå âõîäÿùèå â ëèíåéíî
íåçàâèñèìûé íàáîð, èìåþò â îãðàíè÷åíèÿõ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ
xi íóëåâûå çíà÷åíèÿ.

Áàçèñíîå ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ íå âñåãäà äîïóñòèìûì. Ýòî ñëó÷àåòñÿ
òîãäà, êîãäà â íåì èìåþòñÿ îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû.
Îïðåäåëåíèå 2.3.8 (Îïðåäåëåíèå 2.3.3 â èíîé ôîðìóëèðîâêå.) Òî÷êà
x = (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì
(èëè îïîðíûì ïëàíîì) çàäà÷è ËÏ, åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ai, âõîäÿùèõ
â îãðàíè÷åíèå (2.2) ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè xi, xi > 0, ëè-
íåéíî íåçàâèñèìà.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî r ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò
ÁÄÐ íå áîëüøå, ÷åì m, r ≤ m, òàê êàê íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû ïðè
âåêòîðàõ îãðàíè÷åíèé ai â ëèíåéíî íåçàâèñèìîì íàáîðå èç m âåêòîðîâ
îãðàíè÷åíèé ìîãóò îêàçàòüñÿ íóëåâûìè.
Îïðåäåëåíèå 2.3.9 Áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ íåâû-
ðîæäåííûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò íóëåâûõ êîìïîíåíò. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðå-
øåíèåì.



2.3 Ñóùåñòâîâàíèå áàçèñíûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (ÁÄÐ) 19

Òåîðåìà 2.3.1 Åñëè çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåâûðîæäåí-
íàÿ, òîãäà áàçèñíûå ïåðåìåííûå â ëþáîì áàçèñíîì ðåøåíèè åñòü ñòðîãî
íåíóëåûå ïåðåìåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò q áàçèñíûõ ïåðåìåí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñíîì ðåøåíèè, q = m−r, 0 < q < m, êîòîðûå ðàâíû
íóëþ. Òîãäà b äîëæíî áû áûòü íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èç r
ñòîëáöîâ ìàòðèöû B (è, òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû A), ïðè÷åì B ñîñòàâëå-
íà èç òåõ ñòîëáöîâ ai, êîòîðûå àññîöèèðîâàíû ñ áàçèñíûìè ïåðåìåííûìè
xi â (2.2). Èç ýòîãî âûòåêàëî áû, ÷òî ýòà çàäà÷à âûðîæäåíà. Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò ãèïîòåçå äàííîé òåîðåìû, ÷òî è äîêàçûâàåò æåëàåìûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.3.2 Åñëè îãðàíè÷åíèÿ èìåþò äîïóñòèìîå (íåîòðèöàòåëü-
íîå) ðåøåíèå, òî îíè èìåþò è áàçèñíîå (äîïóñòèìîå) ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Íåïîñðåäñòâåííûì ïîñòðîåíèåì ÁÄÐ). Ïóñòü â äî-
ïóñòèìîì ðåøåíèè (n − r) ïåðåìåííûõ ðàâíû íóëþ, à îñòàëüíûå r ïî-
ëîæèòåëüíû. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè (ñ ó÷åòîì âîçìîæíîé ïåðåíóìåðàöèè
ïåðåìåííûõ, ñì. ìàòðèöó P â îïðåäåëåíèè 2.3.1), ýòî çàïèøåì òàê:

xj = 0, j = r + 1, r + 2, . . . , n

r∑

j=1

xjaj = b, xj > 0, j = 1, 2, . . . , r.

Ñëó÷àé (1): {aj , j = 1, 2, . . . , r} � ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà r ≤ m,
ãäå m = rankA, è äàííîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ÁÄÐ, â êîòîðîì
(m − r) ïåðåìåííûõ îêàçàëèñü ðàâíû íóëþ. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëó÷àé (2): {aj , j = 1, 2, . . . , r} � ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ðàâåíñòâî

r∑

j=1

αjaj = 0

âûïîëíÿåòñÿ íå ïðè âñåõ αi = 0. Ïóñòü αk > 0 äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, r.
(Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü óìíîæåíî íà −1).
Òîãäà

ak = −
r∑

j=1,j 6=k
(
αj
αk

)aj .

Èìååì îãðàíè÷åíèå

x1a1 + . . .+ xkak + . . .+ xrar = b. (2.3)
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Ïîäñòàâèì ñþäà ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëÿ ak:

x1a1 + . . .+ xk(. . .− αk−1

αk
ak−1 − αk+1

αk
ak+1 − . . .) + . . .+ xrar = b.

Ïðèâåäåì ïîäîáíûå è ïîëó÷èì
r∑

j 6=k,j=1

(xj − αjxk
αk

)aj = b.

Âñåãäà ìîæíî âûáðàòü k òàê, ÷òî
xk
αk

= min
j

(
xj
αj

;αj > 0).

Â ñèëó ýòîãî çíà÷åíèÿ

Xj = xj − αj(xk
αk

), j 6= k, j = 1, r (2.4)

îêàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè è

Xj = 0, j = k, r + 1, r + 2, . . . , n. (2.5)

Â èòîãå ðåøåíèå X = (X1, X2, . . . , Xn) äîïóñòèìî, òàê êàê îãðàíè÷åíèå
n∑

i=1

Xiai = b (2.6)

âûïîëíåíî è Xi ≥ 0, i = 1, n, ïðè÷åì â ýòîì ðåøåíèè (r − 1) ïåðåìåííûõ
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû è (n− r + 1) ïåðåìåííûõ ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ â äî-
ïóñòèìîì ðåøåíèè îêàçàëîñü óìåíüøåíî íà åäèíèöó. Ïðîäîëæàÿ, ïîäîáíî
ýòîìó, ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ ëèíåéíî çàâèñèìîãî âåêòîðà îãðàíè÷åíèé ak
èç ÷èñëà òåõ âåêòîðîâ aj , j = 1, r, êîòîðûå âõîäÿò â îãðàíè÷åíèå Ax = b ñ
ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèäåì ê ñëó÷àþ 1, â êîòîðîì r ≤ m,
òî åñòü ïîñòðîèì ÁÄÐ.

2.4 Òîæäåñòâåííîñòü ÁÄÐ è âåðøèí ìíîæåñòâà
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé
Òåîðåìà 2.4.1 Áàçèñíûå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ ñóòü âåðøèíû (âûïóê-
ëîãî) ìíîæåñòâà X äîïóñòèìûõ ðåøåíèé x, Ax = b, x ≥ 0.

Çàìå÷àíèå 2.4.1 Èíàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé òåîðåìû: Äëÿ òîãî ÷òîáû
äîïóñòèìîå ðåøåíèå x0 çàäà÷è ËÏ áûëî áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðåøåíè-
åì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû x0 áûëî âåðøèíîé âûïóêëîãî ìíî-
æåñòâà X äîïóñòèìûõ ðåøåíèé x, Ax = b, x ≥ 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïî îïðåäåëåíèþ

x0 = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)T

êàêîå-íèáóäü áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x0 � åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ax = b ïðè óñëîâèè x ≥ 0, èìåþùåå íóëè â
ïîñëåäíèõ (n−m) êîîðäèíàòàõ.

(1) Óñëîâèå íåîáõîäèìî. (Äàíî: x0 � áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøå-
íèå. Äîêàçàòü: x0 � âåðøèíà). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî, ÷òî
x0 � íå âåðøèíà. Òîãäà â X íàéäóòñÿ äâå äðóãèå ðàçëè÷íûå òî÷êè u è v
òàêèå, ÷òî x0 = θu+ (1− θ)v äëÿ íåêîòîðîãî θ, 0 < θ < 1. Èìååì: Au = b,
Av = b, u, v ≥ 0, ÷òî îçíà÷àåò u, v ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíèå (n−m)
êîîðäèíàò âåêòîðîâ u è v óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ðàâåíñòâà íóëþ:

0 = θum+1 + (1− θ)vm+1;
0 = θum+2 + (1− θ)vm+2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 = θun + (1− θ)vn.

Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ îáà êîýôôèöèåíòà θ è (1 − θ) ïîëîæèòåëüíû, òàê
êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà ìåæäó òî÷êàìè u
è v. Êðîìå òîãî, um+1, . . . , un ≥ 0 è vm+1, . . . , vn ≥ 0.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, óêàçàííûå ðàâåíñòâà íóëþ âîçìîæíû òîëüêî ïðè
uj = 0 è vj = 0, j = m + 1, . . . , n. Íî òîãäà u è v ïîäïàäàþò ïîä îïðåäå-
ëåíèå ÁÄÐ, à îíî, ïî îïðåäåëåíèþ, åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ax = b, x ≥ 0, ñ íóëåâûìè ïîñëåäíèìè (n−m) êîîðäèíàòàìè. Î÷åâèäíîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî x0 = u = v åñòü âåðøèíà.

(2) Óñëîâèå äîñòàòî÷íî. (Äàíî: x0 � êàêàÿ-íèáóäü âåðøèíà äîïó-
ñòèìîé îáëàñòè X. Äîêàçàòü: x0 åñòü ÁÄÐ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ÷èñëî êî-
îðäèíàò âåêòîðà x0, êîòîðûå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Äîêàæåì, ÷òî r ≤ m
è ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì r êîîðäèíàòàì âåêòîðû îãðàíè÷åíèé aj ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû, òî åñòü, ÷òî x0 åñòü ÁÄÐ. Äëÿ ýòîãî áóäåì äåéñòâîâàòü
òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2.3.2. Êàê è òàì, èìååì çäåñü ñëó-
÷àé (1) è ñëó÷àé (2). Â ñëó÷àå (1) äîêàçàòåëüñòâî ãîòîâî. Ñëó÷àé æå
(2) îçíà÷àåò, ÷òî íå ïðè âñåõ αj = 0, j = 1, r âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

r∑

j=1

αjaj = 0. (2.7)

Ââåäåì ÷èñëî ρ òàêîå, ÷òî äëÿ ýòèõ αj 6= 0

0 < ρ < min
j

x0
j

| αj | .

Òîãäà âåêòîðû
x1 = x0 + ρα, x2 = x0 − ρα
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îêàæóòñÿ íåîòðèöàòåëüíû: x1 ≥ 0 è x2 ≥ 0, ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
äëÿ âåêòîðà α, îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì α = (α1, α2, . . . , αr, 0, . . . , 0).
Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåïèñàòü èñõîäíîå ðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå
Aα = 0. Íà ýòîì îñíîâàíèè èìååì:

Ax1 = A(x0 + ρα) = Ax0 + ρAα = Ax0 = b;

Ax2 = A(x0 − ρα) = Ax0 − ρAα = Ax0 = b.

Áåðÿ ïîëóñóììó ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

x0 =
1
2

(x1 + x2) = θx1 + (1− θ)x2, θ =
1
2
,

óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîñòðîåíû äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè x1, x2 ∈ X, îòëè÷íûå îò
x0 è òàêèå, ÷òî x0 åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà (ñåðåäèíà) îòðåçêà, èõ ñîåäè-
íÿþùåãî, òî åñòü x0 � íå âåðøèíà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò äàííîìó óñëîâèþ,
ïîýòîìó âñå αj â èñõîäíîì ðàâåíñòâå ðàâíû íóëþ, òî åñòü âåêòîðû aj ,
j = 1, r ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íî, êàê èçâåñòíî, åñëè aj ∈ IRm, òî ÷èñ-
ëî r òàêèõ âåêòîðîâ íå ìîæåò ïðåâûøàòü m, r ≤ m. Ìû âîçâðàòèëèñü ê
ñëó÷àþ (1), äëÿ êîòîðîãî äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.4.2 Òåîðåìó 2.4.1 óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü è íàîáîðîò: Äëÿ
òîãî ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà âåðøèíîé âûïóêëîãî ìíîæåñòâà X äîïó-
ñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è ËÏ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîðû
îãðàíè÷åíèé aj, èìåþùèå â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ïîëîæèòåëüíûå
êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â îãðàíè÷åíèÿõ Ax = b, x ≥ 0, áûëè ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Â ýòîé (ýêâèâàëåíòíîé) ôîðìóëèðîâêå, î÷åâèäíî, íåîáõîäèìîñòü è äî-
ñòàòî÷íîñòü ïðîñòî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

2.5 Ñîâïàäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ËÏ ñ âåðøèíîé
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì äëÿ äàëüíåéøåãî ïåðåõîäà
ê ïðàêòè÷åñêîìó âû÷èñëèòåëüíîìó ìåòîäó (ñèìïëåêñ-ìåòîäó), ïîçâîëÿþ-
ùåìó ñðàâíèòåëüíî áûñòðî îòûñêèâàòü ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ.

Òåîðåìà 2.5.1 Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ z = cTx èìååò êîíå÷íûé ìèíè-
ìóì, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì
äîïóñòèìûì ðåøåíèåì (òî åñòü âåðøèíîé äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà,
îáîçíà÷åííîãî X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñå ÁÄÐ îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðàìè p1, p2, . . . , pk
è ïóñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò â ýòèõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, z1, z2, . . . , zk. Òàê êàê z = cT pi, òî
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zi = cT pi, i = 1, 2, . . . , k.

Óæå èçâåñòíî (èç òåîðåìû 2.4.1), ÷òî p1, p2, . . . , pk � ýòî âñå âåðøèíû ìíî-
æåñòâà X äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, è ÷òî ýòî ìíîæåñòâî âûïóêëî (èç òåîðå-
ìû 2.2.1), è ÷òî ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà äàííûõ òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ìíîæåñòâî òî÷åê x âèäà

x = θ1p1 + θ2p2 + . . . θkpk, θi ≥ 0,
k∑

i=1

θi = 1.

Â ëþáîé òàêîé òî÷êå x, x ∈ X, èìååì

z = cTx = θ1c
T p1 + θ2c

T p2 + . . . θkc
T pk = θ1z1 + θ2z2 + . . . θkzk.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòûñêàíèå ðåøåíèÿ x ∈ X, îïòèìàëüíîãî â ñìûñëå ìèíè-
ìóìà öåëåâîé ôóíêöèè (min z = min cTx) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ
òàêèõ ÷èñåë θi ≥ 0, êîòîðûå â ñóììå äàþò 1 è ïðè ýòîì äîñòàâëÿþò ìè-
íèìóì âåëè÷èíå

z = θ1z1 + θ2z2 + . . . θkzk,

ãäå zi = cT pi � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ñðåäè êîíå÷íîãî íàáîðà ÷èñåë zi
âñåãäà íàéäåòñÿ îäíî èëè íåñêîëüêî, èìåþùèõ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå zmin.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïåðâûå l ÷èñåë, ò. å.
zj = zmin, j = 1, 2 . . . , l. Òîãäà âåëè÷èíà z = θ1z1 + . . . θkzk áóäåò, î÷åâèäíî,
íàèìåíüøåé, ðàâíîé zmin, åñëè íåîòðèöàòåëüíûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû
âûáðàòü òàê: θ1 + . . . θl = 1 è θi = 0 ïðè i = l+1, . . . , k. Òàêèì îáðàçîì, äî-
êàçàíî, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè z = cTx äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé âåðøèíå
pj èëè æå â âûïóêëîé îáîëî÷êå êîíå÷íîãî ÷èñëà âåðøèí p1, p2, . . . , pl, òî
åñòü â òî÷êå

x =
l∑

i=1

θipi,

l∑

i=1

θi = 1, 0 ≤ θi

äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà X.

Âûâîä ïî ðàçäåëó 1: Ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ çàäà÷è ËÏ (â ñòàíäàðò-
íîé ôîðìå) äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íàõîæäåíèåì áàçèñíûõ äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé è òîëüêî èõ (òî åñòü âåðøèí äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà ðåøå-
íèé). Ñèìïëåêñ-ìåòîä, èçëàãàåìûé íèæå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ
öåëåíàïðàâëåííóþ ïðîöåäóðó ïîèñêà òàêîãî ðåøåíèÿ.
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Ñëîâî simplex â îáû÷íîì ñìûñëå îçíà÷àåò ïðîñòîé, íåñîñòàâ-
íîé, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñëîâó complex. Êàê ìàòåìàòè÷å-
ñêîå ïîíÿòèå, ñèìïëåêñ � åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà m òî÷åê
n-ìåðíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; 0-ìåðíûé ñèìïëåêñ
åñòü òî÷êà, 1-ìåðíûé ñèìïëåêñ � îòðåçîê, 2-ìåðíûé � òðå-
óãîëüíèê, 3-ìåðíûé � òåòðàýäð, è ò. ä. Ïîñêîëüêó óæå óñòà-
íîâëåíî (ñì. ãëàâó 2), ÷òî â çàäà÷å ËÏ ðåøåíèå èùåòñÿ â âåð-
øèíàõ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé X, ÿâëÿþùåãîñÿ, êàê
âèäíî, ñèìïëåêñîì, ñàìà ïðîöåäóðà ïîèñêà ïîëó÷èëà íàçâà-
íèå ¾ñèìïëåêñ-ìåòîä¿. Îí ðàçðàáîòàí àìåðèêàíñêèì ìàòåìà-
òèêîì Ã. Äàíöèãîì â 1947 ãîäó. Ýòî îñòðîóìíîå èçîáðåòåíèå
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîñðåäñòâîì êîëè-
÷åñòâåííîé îöåíêè òîëüêî íåçíà÷èòåëüíîé äîëè âñåõ âåðøèí
ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü ðåáåð íà ãðàíèöå ãèïåðìíîãîãðàííèêà
(äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà), îòûñêèâàÿ òàêèì îáðàçîì îäíó öå-
ëåâóþ âåðøèíó. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèìïëåêñ-ìåòîä èçáåãàåò ïîñå-
ùåíèÿ êàæäîé âåðøèíû è ïðîäâèãàåòñÿ îò îäíîé (ñòàðòîâîé)
âåðøèíû ê îïòèìàëüíîé âåðøèíå ÷åðåç ìíîæåñòâî ïðîìåæó-
òî÷íûõ âåðøèí. Â êàæäîé âåðøèíå âñå ñîñåäíèå (ñìåæíûå)
âåðøèíû îöåíèâàþòñÿ òàê, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå èç íèõ
ñïîñîáíû óìåíüøèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ, à êàêèå íåò. Íåêîòî-
ðàÿ íîâàÿ âåðøèíà âûáèðàåòñÿ ñðåäè ñïîñîáíûõ âåðøèí òàê,
÷òîáû óìåíüøåíèå öåëåâîé ôóíêöèè áûëî íàèáîëüøèì èç âîç-
ìîæíûõ, è èç ýòîé íîâîé âåðøèíû îöåíêà ñîñåäíèõ âåðøèí
ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà ìû íå äîñòèãíåì öåëåâîé âåðøèíû. Äàííûé
ìåòîä ïîëó÷èë íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ôîðì (àëãîðèòìîâ). Äëÿ
óäîáñòâà èõ èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäñòàâ-
ëåíèå ñòàíäàðòíîé çàäà÷è ËÏ â èíîé, ýêâèâàëåíòíîé, ôîðìå.
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3.1 Ïðèâåäåíèå çàäà÷è ËÏ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå
äëÿ áàçèñà

Ïî îïðåäåëåíèþ ÁÄÐ, äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ íóæíî ñíà÷àëà íàéòè m
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ aj ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé A. Ïóñòü îíè
óæå íàéäåíû è (ñ ó÷åòîì âîçìîæíîé ïåðåíóìåðàöèè ïåðåìåííûõ) ÿâëÿþò-
ñÿ ñîìíîæèòåëÿìè ïðè ïåðâûõm ïåðåìåííûõ, x1, x2, . . . , xm. Ýòè ñòîëáöû
îáðàçóþò íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó

B = [a1, a2, . . . , am].

Ñëåäîâàòåëüíî, A = [B | R], ãäå R = [am+1, . . . , an] � ìàòðèöà èç ñòîëá-
öîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ ìàòðèöû B. Ââåäåì
åùå ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: âåêòîð xB = (x1, x2, . . . , xm)T , ñîñòàâ-
ëåííûé èç áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ, è âåêòîð xF = (xm+1, xm+2, . . . , xn)T , ñî-
ñòàâëåííûé èç íåáàçèñíûõ (ñâîáîäíûõ) ïåðåìåííûõ. Òîãäà x = (xB , xF ).
Àíàëîãè÷íî cB = (c1, . . . , cm)T , cF = (cm+1, . . . , cn)T è c = (cB , cF ).

Èìååì ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó ËÏ: Ìèíèìèçèðîâàòü öåëåâóþ ôóíê-
öèþ

z = cTx

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ Ax = b, x ≥ 0. Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ îáîçíà÷å-
íèé ýòó çàäà÷ó ïåðåïèøåì â äðóãîé ôîðìå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî B−1 ñóùåñòâó-
åò.

Ñíà÷àëà ïåðåïèøåì îãðàíè÷åíèÿ Ax = b:

BxB +RxF = b, xB +B−1RxF = b′, b′ = B−1b.

Ìàòðèöó B−1R, èìåþùóþ ðàçìåðû m× (n−m), îáîçíà÷èì A′ è çàïèøåì
êàê ñîâîêóïíîñòü ñòîëáöîâ:

A′ = B−1R = [a′m+1 : a′m+2 : . . . : a′n];

a′j = B−1aj , j = m+ 1, . . . , n.

Äàëåå, ïåðåïèøåì öåëåâóþ ôóíêöèþ z = cTx:

z = cTBx
B + cTFx

F = cTB(b′ −A′xF ) + cTFx
F =

= cTBb
′ + (cTF − cTBA′)xF = z0 + c′TxF ,

ãäå íîâûå êîýôôèöèåíòû îáîçíà÷åíû c′, c′T = cTF − cTBA′, òî åñòü ðàâíû

c′j = cj − cTBa′j , j = m+ 1, . . . , n,

è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè z ïðè xF = 0 îáîçíà÷åíî z0, ò. å. z0 = cTBb
′.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à ËÏ:

min
x

(z = cTx), Ax = b, x ≥ 0
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èìååò ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó, òàê íàçûâàåìóþ êàíî-
íè÷åñêóþ ôîðìó çàäà÷è äëÿ áàçèñà xB = (x1, . . . , xm) :

ìèíèìèçèðîâàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ

z − z0 = c′TxF

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

xB +A′xF = b′, xB ≥ 0, xF ≥ 0,

ãäå
z0 = cTBb

′; b′ = B−1b; A′ = {a′j}, j = m+ 1, . . . , n

c′j = cj − cTBaj , a′j = B−1aj , j = m+ 1, . . . , n.

Ïðè ýòîì â îáoçíà÷åíèÿõ ó÷òåíî, ÷òî

B = {aj}, j = 1,m, rankB = m; A = {aj}, j = 1, n.

Îñîáåííîñòè äàííîé ôîðìû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì: (1) áàçèñíûå
ïåðåìåííûå xB âõîäÿò â îãðàíè÷åíèÿ ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, íî ïðè ýòîì
â öåëåâóþ ôóíêöèþ íå âõîäÿò; (2) öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (z − z0) âûðàæåíà
òîëüêî ÷åðåç ñâîáîäíûå, íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå xF . Èìåííî òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå çàäà÷è ËÏ óäîáíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöå-
äóðû, êîòîðàÿ óñïåøíî ðåøàåò çàäà÷ó è èçâåñòíà êàê ñèìïëåêñ-ìåòîä.

3.2 Ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðè èçâåñòíîì áàçèñíîì
äîïóñòèìîì ðåøåíèè

Ïðèâåäåíèå çàäà÷è ËÏ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå äëÿ áàçèñà îçíà÷àåò,
÷òî íàéäåíî êàêîå-íèáóäü áàçèñíîå ðåøåíèå è îíî èìååò âèä:

íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå xF = 0;
áàçèñíûå ïåðåìåííûå xB = b′;
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ z = z0 = cTBb

′.
Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî b′ ≥ 0, òî ýòî áàçèñíîå ðåøåíèå åñòü

áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå (îäíà èç âåðøèí äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàí-
íèêà), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì.

Â äàííîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëå èëè íà î÷åðåäíîì øàãå
ðåøåíèÿ îêàçàëîñü b′ ≥ 0. Ñïðàøèâàåòñÿ, íåëüçÿ ëè ñäåëàòü åùå øàã è
åùå óìåíüøèòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè z, ïåðåõîäÿ ê êàêîé-ëèáî äðó-
ãîé âåðøèíå äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëó÷àåì,
îáðàòèâøèñü ê âèäó z :

z − z0 = c′TxF .
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Òåîðåìà 3.2.1 (i) Åñëè âñå ýëåìåíòû âåêòîðà c′ ñòðîãî ïîëîæèòåëü-
íû, c′ > 0, òîãäà íåâîçìîæíî óìåíüøèòü z, ïåðåìåùàÿñü îò xF = 0
è îñòàâàÿñü â äîïóñòèìîé îáëàñòè, xF ≥ 0. Ìèíèìóì ôóíêöèè
z = z0 íàéäåí, è ñîîòâåòñòâóþùåå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äàííîé ËÏ-çàäà÷è, ò. å. ýòî è
åñòü îïòèìàëüíîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå (ÎÁÄÐ).

(ii) Åñëè ñðåäè ýëåìåíòîâ âåêòîðà c′ ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí
ýëåìåíò, ñêàæåì c′s, êîòîðûé ìåíüøå íóëÿ, òîãäà åñòü òîëüêî äâå
âîçìîæíîñòè:
(a) Åñëè a′is ≤ 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m, òîãäà ñóùåñòâóþò äîïóñòè-

ìûå ðåøåíèÿ òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ z ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü
óãîäíî ìàëîé, è äàííàÿ ËÏ-çàäà÷à íå èìååò êîíå÷íîãî ðåøåíèÿ.

(b) Åñëè a′is > 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i, òîãäà ìîæåò áûòü íàéäåíî
íåêîòîðîå íîâîå áàçèñíîå ðåøåíèå òàêîå, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå
ôóíêöèè z ñòðîãî óìåíüøàåòñÿ.

(iii) Åñëè âñå ýëåìåíòû âåêòîðà c′ íåîòðèöàòåëüíû, c′ ≥ 0, â òî âðå-
ìÿ êàê ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç íèõ, ñêàæåì c′s, ðàâåí íóëþ, òîãäà z
äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà ïî ìåíüøåé ìåðå â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷-
êàõ x. Åñëè äâà òàêèõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèÿ îáîçíà÷åíû êàê x(1) è
x(2), òî

x = θx(1) + (1− θ)x(2), 0 ≤ θ ≤ 1

åñòü òîæå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
(iv) Åñëè ïðîöåäóðà (ii) (b) ïîâòîðÿåòñÿ, òîãäà ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà

øàãîâ ëèáî äîñòèãàåòñÿ ñëó÷àé (ii) (a), â êîòîðîì ôóíêöèÿ z ìîæåò
áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé, ëèáî äîñòèãàåòñÿ îäèí èç äðóãèõ
ñëó÷àåâ, (i) èëè (iii), â êîòîðîì îêàçûâàåòñÿ íàéäåííûì íåêîòîðîå
ðåøåíèå äàííîé ËÏ-çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì ïîñëå ñëåäóþùåãî
àíàëèçà.

Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû c′ íåîòðèöàòåëüíû, c′ ≥ 0, òî â äîïóñòèìîé
îáëàñòè ïðè xF ≥ 0 íåëüçÿ óìåíüøèòü z, äâèãàÿñü îò xF = 0. Ìèíèìóì
z = z0 íàéäåí.

Åñëè æå ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ c′ åñòü õîòÿ áû îäèí ñòðîãî îòðèöà-
òåëüíûé, òî z ìîæíî óìåíüøàòü è äàëåå, åñëè óâåëè÷èâàòü îò 0 òå ñâî-
áîäíûå ïåðåìåííûå â ñîñòàâå xF , êîòîðûå âõîäÿò â öåëåâóþ ôóíêöèþ
(z − z0) = c′TxF ñ îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè c′, íî ñëåäÿ çà òåì,
÷òîáû ïðè ýòîì îñòàòüñÿ â äîïóñòèìîé îáëàñòè

xB +A′xF = b′, xB ≥ 0, xF ≥ 0. (3.1)
Áåçðàçëè÷íî, ñêîëüêî òàêèõ ïåðåìåííûõ è êàêèå èç íèõ âûáðàòü îä-

íîâðåìåííî äëÿ óâåëè÷åíèÿ, íî ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðåäëàãàåò óâåëè÷èâàòü
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òîëüêî îäíó. Öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü òó ïåðåìåííóþ èç xF , êîòîðàÿ âõî-
äèò â (z−z0) = c′TxF ñ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöè-
åíòîì. Ýòî îòâå÷àåò ñêîðåéøåìó ñïóñêó ïî z ñðåäè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ
ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà.

Äîïóñòèì, âûáîð ñäåëàí è xs åñòü èìåííî òà ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ,
êîòîðóþ áóäåì óâåëè÷èâàòü îò íóëÿ, îñòàâëÿÿ âñå äðóãèå íåáàçèñíûå ïå-
ðåìåííûå â xF íåèçìåííûìè è ðàâíûìè íóëþ. Òîãäà îãðàíè÷åíèÿ, çà
êîòîðûìè íàäî ñëåäèòü, ïðèîáðåòàþò ïðîñòîé âèä

xBi + a′isxs = b′i, xBi ≥ 0, xs > 0, i = 1,m. (3.2)

Èç ýòîãî ìû âèäèì, ÷òî òî èçìåíåíèå â âåëè÷èíå xs, êîòîðîå ìû âíî-
ñèì äëÿ óìåíüøåíèÿ z, âûíóæäàåò íàñ óìåíüøàòü âåëè÷èíó xBi , äëÿ òîãî
÷òîáû ñîõðàíèòü â ñèëå ðàâåíñòâà â (3.2). Åñòåñòâåííî, xBi óìåíüøàåòñÿ,
åñëè òîëüêî a′is > 0. Åñëè a′is < 0, ýòî èçìåíåíèå áóäåò óâåëè÷èâàòü xBi ,
è xBi îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, åñëè a′is = 0. Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ îãðà-
íè÷åíèå xBi ≥ 0 íå ìîæåò áûòü íàðóøåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííûé
ñëó÷àé, êîòîðûé ìîæåò âûçâàòü áåñïîêîéñòâî, åñòü a′is > 0, òàê êàê â (3.2)
ìû îáÿçàíû ñîõðàíèòü íåðàâåíñòâî xBi ≥ 0.

Òåïåðü íóæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ: äî êàêîãî ïðåäåëà ìîæíî óâåëè÷è-
âàòü xs ? Ñ òî÷êè çðåíèÿ îòäåëüíîãî âçÿòîãî i-ãî îãðàíè÷åíèÿ: óâåëè÷åíèå
xs âëå÷åò óìåíüøåíèå xBi , è ïîñêîëüêó óìåíüøàòü xBi ìîæíî òîëüêî äî
íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, xBi = 0, óâåëè÷èâàòü xs ìîæíî òîëüêî äî çíà÷åíèÿ
xs = b′i/a

′
is. Îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ âñåõ m îãðàíè÷åíèé, âçÿòûõ îäíîâðå-

ìåííî, óâåëè÷åíèå xs äîïóñòèìî ëèøü äî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ

xs = min
i=1,m

(
b′i
a′is

)
.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îáíàðóæåíî â k-é ñòðîêå îãðà-
íè÷åíèé (3.2), òî åñòü

xs = min
i=1,m

(
b′i
a′is

)
=

b′k
a′ks

.

Òîãäà èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: âûáðàííàÿ èç ÷èñëà íåáàçèñíûõ ïå-
ðåìåííàÿ xs óâåëè÷åíà ñ íóëåâîãî çíà÷åíèÿ äî çíà÷åíèÿ b′k/a

′
ks è îäíî-

âðåìåííî k-ÿ ïåðåìåííàÿ xk èç ÷èñëà áàçèñíûõ óìåíüøeíà äî íóëåâîãî
çíà÷åíèÿ. Òî åñòü xs ââåäåíà â áàçèñ, à xk âûâåäåíà èç áàçèñà, � ñîâåðøåí
ïåðåõîä èç îäíîãî ÁÄÐ ê äðóãîìó ÁÄÐ, ïðè êîòîðîì óìåíüøåíî çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè.

Ýòî è åñòü î÷åðåäíîé øàã ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ÁÄÐ
(âåðøèí äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà) êîíå÷íî (íå ïðåâûøàåò Cmn ), ìè-
íèìóì öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò íàéäåí çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
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3.3 Àëãîðèòì ñèìïëåêñ-ìåòîäà ïðè èçâåñòíîì ÁÄÐ
Èç ï. 3.1 âèäíî, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à ËÏ èìååò ìíîæåñòâî ïðåä-

ñòàâëåíèé, íàçûâàåìûõ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé äëÿ áàçèñà, � äëÿ êàæäîãî
áàçèñà ñâîÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ï. 3.2 ïîêàçàíî, ÷òî
î÷åðåäíîé øàã ñèìïëåêñ-ìåòîäà, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ìåíü-
øåìó çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè, îçíà÷àåò ââåäåíèå â áàçèñ íåêîòîðîé
ïåðåìåííîé xs âçàìåí äðóãîé ïåðåìåííîé xk, êîòîðàÿ èç áàçèñà âûâî-
äèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíèòü øàã ñèìïëåêñ-ìåòîäà, ôîðìàëü-
íî íóæíî ïåðåïèñàòü çàäà÷ó ËÏ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå äëÿ ñëåäóþùå-
ãî, î÷åðåäíîãî áàçèñà. Îïèøåì ýòè äåéñòâèÿ, îáðàçóþùèå ñòàíäàðòíûé
ñèìïëåêñ-àëãîðèòì.

Äàíà ñòàðòîâàÿ èëè òåêóùàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà çàäà÷è ËÏ äëÿ áà-
çèñà (ñì. ï. 3.1) â âèäå ñèñòåìû ïðè b′ ≥ 0:

[
I A′

O c′T

] [
xB

xF

]
=
[

b′

z − z0

]
, xB ≥ 0, xF ≥ 0,

ãäå ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äàåò âûðàæåíèå äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè ÷åðåç
íåáàçèñíûå (ñâîáîäíûå) ïåðåìåííûå.

Çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (m × m); A′ = {a′j} ïðè
j = m+1, . . . , n, � ìàòðèöà èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ a′j ; c′ � âåêòîð (ñòîëáåö)
êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ xF ; z0 = cTBb

′ � èñõîäíîå çíà-
÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ (ñòàðòîâîãî èëè òåêóùåãî) ÁÄÐ: x = (xB , xF ),
xB = b′, xF = 0.

Äåéñòâèå 1◦. Âûÿñíÿþò, êàêóþ èç ïåðåìåííûõ xF , ñêàæåì xs, ìîæíî
óâåëè÷èòü îò íóëÿ, ÷òîáû óìåíüøèòü z îò çíà÷åíèÿ z0. Ñâèäåòåëüñòâîì
äëÿ ëþáîé òàêîé ïåðåìåííîé ñëóæèò ñîîòâåòñòâóþùèé îòðèöàòåëüíûé
êîýôôèöèåíò â ïîñëåäíåé ñòðîêå áëî÷íîé ìàòðèöû óêàçàííîé âûøå ñè-
ñòåìû, òî åñòü â ñòðîêå c′T . Åñëè äâà (èëè áîëåå) êîýôôèöèåíòà îáëàäàþò
ýòèì ñâîéñòâîì, ëþáîé èç íèõ ìîæåò áûòü âûáðàí. Îáû÷íî ñðåäè òàêèõ
êîôôèöèåíòîâ âûáèðàþò îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò ñ íàèáîëüøèì àáñîëþò-
íûì çíà÷åíèåì è òåì ñàìûì îïðåäåëÿþò èñêîìóþ ïåðåìåííóþ xs. Åñëè
âñå ýëåìåíòû â ñòðîêå c′T íåîòðèöàòåëüíû, ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ôèíàëü-
íîé ôîðìå è ðåøåíèå ïîëó÷åíî, òàê êàê èñêîìûé xs áîëåå íå ñóùåñòâóåò.
Âûáðàííóþ ïåðåìåííóþ xs íàçûâàþò âåäóùåé ïåðåìåííîé, èëè âõî-
äÿùåé ïåðåìåííîé, ïîñêîëüêó èìåííî îíà ïîäãîòîâëåíà äëÿ ââåäåíèÿ
â áàçèñ, è ñîîòâåòñòâóþùèé (s-é) ñòîëáåö íàçûâàþò âåäóùèì ñòîëá-
öîì.

Äåéñòâèå 2◦. Âûÿñíÿþò, êîòîðàÿ èç m ñòðîê îãðàíè÷åíèé (ïåðâûå m
ñòðîê çàïèñàííîé âûøå ñèñòåìû) îáåñïå÷èâàåò

b′k
a′ks

= min
i: a′

is
>0

(
b′i
a′is

)
.
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Íîìåð ýòîé ñòðîêè îáîçíà÷àþò k è ýòó ñòðîêó íàçûâàþò âåäóùåé (êëþ-
÷åâîé) ñòðîêîé. Åñëè äâå èëè áîëåå ñòðîêè îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì,
ëþáàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü âûáðàíà êàê âåäóùàÿ. Êîýôôèöèåíò a′ks äëÿ xs
â âåäóùåé ñòðîêå íàçûâàþò âåäóùèì ýëåìåíòîì. Ïåðåìåííóþ, ÿâëÿþ-
ùóþñÿ áàçèñíîé â âåäóùåé ñòðîêå, íàçûâàþò âûõîäÿùåé ïåðåìåííîé,
òàê êàê èìåííî îíà ïîäãîòîâëåíà äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç áàçèñà. Ââåäåíèå â
áàçèñ âõîäÿùåé ïåðåìåííîé è âûâåäåíèå èç áàçèñà âûõîäÿùåé ïåðåìåí-
íîé âûïîëíÿþò áëàãîäàðÿ ñëåäóþùèì äâóì äåéñòâèÿì.

Äåéñòâèå 3◦. Íîðìèðóþò k-þ ñòðîêó, äåëÿ åå íà âåäóùèé ýëåìåíò
a′ks, â ðåçóëüòàòå â ýòîé ñòðîêå âåäóùàÿ ïåðåìåííàÿ xs ïîëó÷àåò êîýôôè-
öèåíò 1.

Äåéñòâèå 4◦. Ïðîâîäÿò ñåðèþ âû÷èòàíèé ïðîíîðìèðîâàííîé k-é
ñòðîêè, áåðÿ åå ñ ïîäõîäÿùèìè êîýôôèöèåíòàìè, èç âñåõ äðóãèõ ñòðîê
ñèñòåìû, ñ òåì ÷òîáû èñêëþ÷èòü âåäóùóþ ïåðåìåííóþ xs èç âñåõ óðàâíå-
íèé ñèñòåìû, êðîìå k-ãî. (Ïîäõîäÿùèå êîýôôèöèåíòû ê ýòîìó ìîìåíòó
âðåìåíè óæå íàõîäÿòñÿ â ìàòðèöå ñèñòåìû íà ïåðåñå÷åíèè âñåõ ñòðîê,
êðîìå k-é, ñ âåäóùèì ñòîëáöîì, èìåþùèì íîìåð s).

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ÷åòûðåõ äåéñòâèé s-é ñòîëáåö ñòàíåò ñòîëáöîì åäè-
íè÷íîé ìàòðèöû, à k-é ñòîëáåö ñèñòåìíîé ìàòðèöû ïåðåñòàíåò áûòü òà-
êîâûì. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ xs îêàçàëàñü ââåäåíà â áàçèñ, à
ïåðåìåííàÿ xk îêàçàëàñü âûâåäåíà èç áàçèñà. Cîâåðøåí ïåðåõîä ê êà-
íîíè÷åñêîé ôîðìå çàäà÷è ËÏ äëÿ äðóãîãî áàçèñà. Íà ñëåäóþùåì øàãå
àëãîðèòìà ýòè äåéñòâèÿ ïîâòîðÿþò, ïîêà äåéñòâèå 1◦ íå äàñò îñòàíîâà
èç-çà îòñóòñòâèÿ âåäóùåé ïåðåìåííîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî äåéñòâèÿ 3◦ è 4◦ ñîâïàäàþò ñ ïðîöåäóðîé èñêëþ÷åíèÿ
ïåðåìåííîé xs ïî ìåòîäó Ãàóññà-Æîðäàíà èç äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Äåéñòâèÿ æå 1◦ è 2◦ ïðåäâàðÿþò ýòó ïðîöåäóðó ëèøü ñïåöèôè÷åñêèì âû-
áîðîì: âåäóùåé ïåðåìåííîé (äåéñòâèå 1◦) è âåäóùåé ñòðîêè (äåéñòâèå 2◦).

Ïðèìåð 3.3.1 Ìèíèìèçèðîâàòü

−2x1 − 4x2 = z

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ x1, x2 ≥ 0 è

2x1 + 3x2 ≤ 120
3x1 + 9x2 ≤ 270

}
.

Ñíà÷àëà çàïèøåì ýòó çàäà÷ó ËÏ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, ââåäÿ äâå äîïîë-
íèòåëüíûå ïåðåìåííûå x3, x4 ≥ 0 :

2x1 + 3x2 + x3 = 120;
3x1 + 9x2 + x4 = 270;
−2x1 − 4x2 = z.
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Â ìàòðè÷íîì âèäå:




2 3 1 0
3 9 0 1
−2 −4 0 0







x1

x2

x3

x4


 =




120
270
z


 .

Îäíîâðåìåííî ýòî ñëóæèò ñòàðòîâîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé çàäà÷è äëÿ
áàçèñà xB = (x3, x4). Ñâîáîäíûå, íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå: xF = (x3, x4).
Ñòàðòîâîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå: x = (x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 0).
Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ íåãî: z = z0 = 0.

Äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà, òî åñòü äëÿ âûïîëíåíèÿ ñî-
ñòàâëÿþùèõ åãî äåéñòâèé 1◦�4◦, äîñòàòî÷íî îïåðèðîâàòü òîëüêî ñ ðàñ-
øèðåííîé ìàòðèöåé. Â ýòîì ïðèìåðå îíà èìååò ñëåäóþùèé ñòàðòîâûé
âèä: 


2 3 1 0 | 120
3 9 0 1 | 270
−2 −4 0 0 | z


 .

Òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñ-òàáëèöåé.

Âûïîëíèì â íåé íåîáõîäèìûå äåéñòâèÿ 1◦�4◦.

Øàã 1.

1◦. xs = x2 (âåäóùèé ñòîëáåö � âòîðîé).
2◦. min( 120

3 , 270
9 ) = min(40, 30) = 30 (âåäóùàÿ ñòðîêà � âòîðàÿ),

k = 2 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

→



2 3 1 0 | 120
1/3 1 0 1/9 | 30
−2 −4 0 0 | z




↑

(âåäóùèé ñòîëáåö è âåäóùàÿ ñòðîêà ïîìå÷åíû äëÿ íàãëÿäíîñòè
ñòðåëêàìè).

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:



1 0 1 −1/3 | 30
1/3 1 0 1/9 | 30
−2/3 0 0 4/9 | z + 120


 .

Ýòî ñëåäóùàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà äëÿ áàçèñà xB = (x2, x3). Ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå: xF = (x1, x4). Áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî êàê
x = (x1, x2, x3, x4) = (0, 30, 40, 0). Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ íåãî:
z + 120 = 0, òî åñòü z = z0 = −120.
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Øàã 2.

1◦. xs = x1 (âåäóùèé ñòîëáåö � ïåðâûé).
2◦. min( 40

1 ,
30
1/3 ) = min(40, 90) = 40 (âåäóùàÿ ñòðîêà � ïåðâàÿ),

k = 1 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

→ 


1 0 1 −1/3 | 30
1/3 1 0 1/9 | 30
−2/3 0 0 4/9 | z + 120


 .

↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:



1 0 1 −1/3 | 30
0 1 −1/3 2/9 | 20
0 0 2/3 2/9 | z + 140


 .

Ýòî ñëåäóþùàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà äëÿ áàçèñà xB = (x1, x2). Ñâî-
áîäíûå ïåðåìåííûå: xF = (x3, x4). Áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ðàâíî
x = (x1, x2, x3, x4) = (30, 20, 0, 0). Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ íåãî:
z + 140 = 0, òî åñòü z = z0 = −140.

Øàã 3.
1◦. Íåò ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, ó êîòîðîé áûë áû îòðèöàòåëüíûé êîýô-

ôèöèåíò, ñðåäè n ïåðâûõ ýëåìåíòîâ, n = 4, â ïîñëåäíåé ñòðîêå ìàòðè-
öû. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàêîí÷åí. Ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ:
x1 = 30, x2 = 20 è z = −140.

Çàìå÷àíèå 3.3.1 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà.
Åñëè èçîáðàçèòü ýòó çàäà÷ó íà ïëîñêîñòè (Ox1x2), òî ðåøåíèå ñòàð-
òîâàëî èç òî÷êè íà÷àëà êîîðäèíàò (x1 = x2 = 0). Ïîñëå øàãà 1 ðåøå-
íèå ïåðåìåñòèëîñü â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè x1 = 0, x2 = 30 (âäîëü ðåá-
ðà ÷åòûðåõóãîëüíèêà îãðàíè÷åíèé, òàê êàê x1 îñòàâàëîñü íåèçìåííûì,
x1 = 0). Ïîñëå øàãà 2 ðåøåíèå ïåðåìåñòèëîñü âäîëü ãðàíè÷íîé ëèíèè
3x1 + 9x2 = 270 â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè x1 = 30, x2 = 20. Åñëè áû
íà øàãå 1 â äåéñòâèè 1◦ áûë âûáðàí âàðèàíò xs = x1, ÷òî òîæå äî-
ïóñòèìî, òî ïîñëå òàêîãî øàãà 1 ðåøåíèå ïåðåìåñòèëîñü áû â òî÷êó
x1 = 60, x2 = 0, à ïîñëå øàãà 2 îíî ïåðåìåñòèëîñü áû âäîëü ãðàíè÷íîé
ëèíèè 2x1 + 3x2 = 120 â òó æå îêîí÷àòåëüíóþ òî÷êó x1 = 30, x2 = 20
è z = −140. Äëÿ ýòèõ äâóõ âàðèàíòîâ äåéñòâèé ÷èñëî øàãîâ äî îêîí÷à-
òåëüíîãî ðåøåíèÿ çäåñü îêàçàëîñü îäèíàêîâûì (2 øàãà). Â îáùåì ñëó÷àå
òàêîãî ñîâïàäåíèÿ íå ñëó÷àåòñÿ, è çàðàíåå òðóäíî, à òî è íåâîçìîæíî,
ïðåäñêàçàòü, êàêîé èç âàðèàíòîâ äåéñòâèé ïðèâîäèò áûñòðåå ê îêîí÷à-
òåëüíîìó ðåøåíèþ.
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Çàìå÷àíèå 3.3.2 Â ñèìïëåêñ-òàáëèöå ïîçèöèÿ â ïðàâîì íèæíåì óãëó
îòâåäåíà äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ñèìâîë z â íåé áûë çàïèñàí âûøå äëÿ
ïîÿñíåíèÿ, è îí áîëåå íå íóæåí, òàê êàê çäåñü âû÷èñëåíèÿ � íå ñèì-
âîëüíûå. Ñàìî æå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè âñåãäà ðàâíî çíà-
÷åíèþ ýòîãî ýëåìåíòà òàáëèöû, âçÿòîìó ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì,
òàê êàê â òî÷êå ëþáîãî áàçèñíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ èìååì z−z0 = 0,
ãäå ñèìâîë z îïóùåí. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, â íà÷àëå àëãîðèòìà ýëåìåíò â
ýòîé ïîçèöèè ðàâåí 0, à â êîíöå îí ðàâåí 140, ò. å. z = −140.

3.4 Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ñèìïëåêñ-ìåòîäà
ïðè èçâåñòíîì ÁÐ

Èìååì ñèìïëåêñ-òàáëèöó â âèäå äâóìåðíîãî ìàññèâà (ìàòðèöû A) ðàç-
ìåðà (m+1)×(n+1). Ïåðâûå m ñòðîê ñîäåðæàò êîýôôèöèåíòû è ïðàâûå
÷àñòè îãðàíè÷åíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå äëÿ áàçèñà.
Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè ïåðåìåííûõ x (òî åñòü ïåðåñòàíîâêè
ñòîëáöîâ) ýòè îãðàíè÷åíèÿ â óêàçàííîé ôîðìå èìåþò âèä óðàâíåíèé

[I A′]
[
xB

xF

]
= b′.

Â ýòîì ïóíêòå ìû ñíèìàåì îãðàíè÷åíèå b′ ≥ 0. Ïîñëåäíÿÿ, (m + 1)-ÿ,
ñòðîêà ìàòðèöû ñîäåðæèò êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè, èìåþùåé â
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå äëÿ áàçèñà ñëåäóþùèé âèä:

[0 c′T ]
[
xB

xF

]
= z − z0.

Ïîñëåäíèé, (n + 1)-é, ýëåìåíò ýòîé ñòðîêè îòâåäåí äëÿ ÷èñëîâîãî çíà-
÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, âçÿòîãî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Ýòî çíà÷å-
íèå äîñòèãàåòñÿ öåëåâîé ôóíêöèåé íà òåêóùåì áàçèñíîì ðåøåíèè, ðàâíîì
(xB = b′, xF = 0), è â íà÷àëå ïðîöåññà âû÷èñëåíèé îíî ðàâíî 0.

Êðîìå ýòîãî, óäîáíî ââåñòè äâà óêàçàòåëÿ: (1) óêàçàòåëü NB(i),
i = 1,m, áàçèñíîé ïåðåìåííîé â i-ì îãðàíè÷åíèè, è (2) óêàçàòåëü NF (j),
j = 1, 2, . . . , n−m, ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå äëÿ öå-
ëåâîé ôóíêöèè z − z0. Â ýòèõ óêàçàòåëÿõ õðàíÿòñÿ íîìåðà áàçèñíûõ è,
ñîîòâåòñòâåííî, ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà âûïîëíÿþò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ 1◦ � 4◦:
1◦. Ïðîáåãàþò íîìåðà ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â NF (j), ñ òåì ÷òîáû ïðî-

âåðèòü çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ

a(m+ 1, NF (j)), j = 1, 2, . . . , n−m
åñòü ëè ñðåäè íèõ îòðèöàòåëüíûå. Åñëè ¾íåò¿, ðåøåíèå íàéäåíî è
îïðåäåëåíî ðàâåíñòâàìè xB = b′, xF = 0, zmin = z0, òî åñòü äëÿ áàçèñ-
íûõ ïåðåìåííûõ:
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x(NB(i)) = a(i, n+ 1), i = 1, 2, . . . ,m

äëÿ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ:

x(NF (j)) = 0, j = 1, 2, . . . , n−m

è äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè:

zmin = −a(m+ 1, n+ 1).

Åñëè ¾äà¿, òî âûáèðàþò èç óêàçàííûõ îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ îäèí,
íàïðèìåð, íàèáîëüøèé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ïóñòü îí èìååò íî-
ìåð s, s = NF (l). Ýòî íîìåð ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, ïåðåâîäèìîé â
ñîñòàâ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ. Òåì ñàìûì ñòîëáåö ñ íîìåðîì s îáüÿâ-
ëåí âåäóùèì ñòîëáöîì ìàòðèöû è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåìåííàÿ x(s)
îáúÿâëåíà âåäóùåé.

2◦. Ïðîáåãàþò íîìåðà ñòðîê, i = 1, 2, . . . ,m, ÷òîáû ïî îïðåäåëåííîìó ïðà-
âèëó âûäåëèòü êëþ÷åâóþ (âåäóùóþ) ñòðîêó, åå íîìåð k. Ýòî ïðàâèëî
çàðàíåå îïðåäåëÿþò òàê, ÷òîáû áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ íî-
ìåð NB(i), íå âûøëà èç äîïóñòèìîé îáëàñòè â ðåçóëüòàòå óâåëè÷åíèÿ
âåäóùåé ïåðåìåííîé, èìåþùåé íîìåð s. Äëÿ ýòîãî çàïèñûâàþò i-å
îãðàíè÷åíèå:

x(NB(i)) + a′isx(s) = b′i,

ãäå a′is � ýëåìåíò ïðèâåäåííîé âûøå ïîäìàòðèöû A′; b′i � ýëåìåíò
âåêòîðà b′ ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèé. Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ
ñèìïëåêñ-òàáëèöû (ìàòðèöà A, åå ýëåìåíòû a(i, j)) ýòî æå îãðàíè÷å-
íèå èìååò âèä

x(NB(i)) + a(i, s)x(s) = a(i, n+ 1).

Òåïåðü, â çàâèñèìîñòè îò âàðèàíòà ñî÷åòàíèé çíàêîâ è êðèòè÷åñêèõ
(íóëåâûõ) çíà÷åíèé äëÿ âåëè÷èí a′is è b′i = a(i, n+ 1), îïðåäåëÿþò, äî
êàêîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ max(xs) ìîæíî óâåëè÷èâàòü âåäóùóþ
ïåðåìåííóþ x(s), ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïåðåìåííàÿ x(NB(i)) íå
âûøëà â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ (íåäîïóñòèìûõ) çíà÷åíèé. Ïîëíûé
ïåðåáîð âàðèàíòîâ ñâåäåì â òàáë. 3.4.1, â êîòîðîé òðåòèé ñòîëáåö îò-
âå÷àåò íà äàííûé âîïðîñ.

Íóæíî ïðîéòè ýòó òàáëèöó äëÿ êàæäîé ñòðîêè, i = 1, 2, . . . ,m, ïðè
ýòîì: åñëè ïîÿâèòñÿ õîòÿ áû îäèí ¾çàïðåò¿, òî ïåðåìåííóþ x(s) êàê
âåäóùóþ ñëåäóåò îòêëîíèòü è âåðíóòüñÿ ê äåéñòâèþ 1◦, ÷òîáû íàéòè
äðóãóþ ïåðåìåííóþ x(s) è ïðîäåëàòü ñ íåé äåéñòâèå 2◦; åñëè æå íåò
íè îäíîãî ¾çàïðåòà¿, òî ñëåäóåò âûáðàòü êëþ÷åâîå (íàèáîëåå ñèëüíîå)
îãðàíè÷åíèå, åãî íîìåð k, ïî ïðàâèëó:

k = arg min
i:a′

i,s
>0,b′

i
>0

[
b′i
a′is

]
= arg min

i:a′
i,s
>0,b′

i
>0

[
a(i, n+ 1)
a(i, s)

]
.
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Òàáëèöà 3.4.1. Ïðåäåë äîïóñòèìîãî óâåëè÷åíèÿ âõîäÿùåé ïåðåìåííîé xs, êî-
ãäà áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ â i-ì îãðàíè÷åíèè èìååò êîýôôèöèåíò ¾+1¿

a′is = a(i, s) b′i = a(i, n+ 1) max(xs)

> 0 > 0 b′i/a
′
is

< 0 > 0 ∞
= 0 > 0 ∞
> 0 < 0 −∞ (çàïðåò)
< 0 < 0 ∞
= 0 < 0 ∞ (*)
> 0 = 0 −∞ (çàïðåò)
< 0 = 0 ∞
= 0 = 0 ∞

(*) � ðåøåíèå îñòàåòñÿ â íåäîïóñòèìîé îáëàñòè

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî îáúÿâëÿþò êîýôôèöèåíò a′ks = a(k, s) âåäóùèì
ýëåìåíòîì è k-þ ñòðîêó � êëþ÷åâîé, èëè âåäóùåé ñòðîêîé, äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ äåéñòâèé, ñîñòàâëÿþùèõ îäèí öèêë èñêëþ-
÷åíèÿ ïî ìåòîäó Ãàóññà-Æîðäàíà äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. Ôàêò òàêîãî èñêëþ÷åíèÿ îçíà÷àåò ïåðåâîä áàçèñíîé
ïåðåìåííîé ñ íîìåðîì s = NF (l) â ÷èñëî áàçèñíûõ. Òàêàÿ ¾ðîêè-
ðîâêà¿ äîëæíà áûòü çàôèêñèðîâàíà â èòîãå ðåãèñòðàöèåé âçàèìíîãî
îáìåíà íîìåðîâ:

NF (l)←→ NB(k).

3◦. Íîðìèðóþò ñòðîêó k ïî âåäóùåìó ýëåìåíòó a(k, s) äåëåíèåì íà íåãî
âñåõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè.

4◦. Âû÷èòàþò ñòðîêó k, óìíîæåííóþ íà êîýôôèöèåíò a(k, s), èç âñåõ äðó-
ãèõ ñòðîê, i = 1, 2, . . . ,m+ 1, êðîìå i = k.

Â öåëîì, ïðèâåäåííûé àëãîðèòì â äåéñòâèÿõ 3◦ è 4◦ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáû÷íîå èñêëþ÷åíèå Ãàóññà-Æîðäàíà, êîòîðîå ïðåäâàðÿåòñÿ ñïåöèàëü-
íûì âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà a(k, s). Âûáîð âåäóùåãî ýëåìåíòà ïîä-
÷èíåí èäåå ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà äîïóñòèìûõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ
òåêóùåé âåðøèíîé, ÷òîáû ñðåäè íèõ íàéòè òó, â êîòîðîé öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ áóäåò óìåíüøåíà (äåéñòâèå 1◦), íî ðåøåíèå îñòàíåòñÿ äîïóñòèìûì
(äåéñòâèå 2◦).

Çàìå÷àíèå 3.4.1 Âèäíî, ÷òî â äàííîì àëãîðèòì âñåãäà ïåðåñ÷èòûâà-
þòñÿ òîëüêî (n −m + 1) ñòîëáöîâ ñèìïëåêñ-òàáëèöû (ìàòðèöû A), à
èìåííî:
(1) ñòîëáåö ñ íîìåðîì n + 1, ãäå õðàíÿòñÿ ýëåìåíòû ïðàâîé ÷àñòè b′

îãðàíè÷åíèé;
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(2) âñå ñòîëáöû äëÿ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, êðîìå âåäóùåãî, êîòîðûé çà-
ìåíÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñòîëáöîì (âñå íóëè è îäíà åäèíèöà âìåñòî
âåäóùåãî ýëåìåíòà a(k, s)), âñåãî (n−m− 1) ñòîëáöîâ;

(3) ñòîëáåö áàçèñíîé ïåðåìåííîé x(NB(k)), ïåðåâîäèìîé â ÷èñëî ñâîáîä-
íûõ ïåðåìåííûõ.

Îñòàëüíûå m ñòîëáöîâ ìîæíî íå ïåðåñ÷èòûâàòü.

Ïðèìåð 3.4.1 Íàéòè ðåøåíèå x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 ñëåäóþùåé çàäà÷è ËÏ:

x1 + x2 ≤ 50;
−x1 + x2 ≤ 10;
x1 ≥ 20;

x2 ≥ 10;
−2x1 − 3x2 = z → min .

Ãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äîïóñòèìàÿ îáëàñòü åñòü ÷å-
òûðåõóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè Ox1x2 ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ: P = (20, 10);
Q = (20, 15); R = (30, 20); S = (40, 10). Ïåðåìåùàÿ ëèíèþ óðîâíÿ z â
íàïðàâëåíèè àíòèãðàäèåíòà − grad(z) = (2, 3), îïðåäåëÿåì, ÷òî ðåøåíèå
äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå R ñî çíà÷åíèåì zmin = −120. Èìåÿ ýòîò ðåçóëüòàò
äëÿ ïðîâåðêè, âûïîëíèì èçëîæåííûé àëãîðèòì ôîðìàëüíî.

Ñíà÷àëà çàïèøåì çàäà÷ó â ñòàíäàðòíîé ôîðìå:

x1 + x2 + x3 = 50;
−x1 + 2x2 + x4 = 10;
x1 − x5 = 20;

x2 − x6 = 10;
−2x1 − 3x2 = z → min .

Çàïîëíÿåì ìàññèâû A(5, 7), NB(4) è NF (2) èñõîäíûìè äàííûìè:

A
1 1 1 0 0 0 50

→ −1 2 0 1 0 0 10
−1 0 0 0 1 0 −20
0 −1 0 0 0 1 −10
−2 −3 0 0 0 0 0
↑

NB
(1) 3
(2) 4
(3) 5
(4) 6

NF
(1) 1
(2) 2

ÁÐ = (0, 0, 50, 10,−20,−10) 6= ÁÄÐ.
Îòìå÷åíî, ÷òî èñõîäíîå áàçèñíîå ðåøåíèå (ÁÐ) íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.

Øàã 1
1◦. s 2 ; l 2 .
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2◦. min(50/1, 10/2,∞,∞) = 5; k 2 .
Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèé 1◦, 2◦ íàéäåíû (âûøå è íèæå â òàáëèöå ïîìå-
÷åíû ñòðåëêàìè) âåäóùèé ñòîëáåö, s = 2, è âåäóùàÿ ñòðîêà, k = 2;
âåäóùèé ýëåìåíò 2 íàõîäèòñÿ íà èõ ïåðåñå÷åíèè.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè âåäóùåé ñòðîêè:

A
1 1 1 0 0 0 50

→ −1/2 1 0 1/2 0 0 5
−1 0 0 0 1 0 −20

0 −1 0 0 0 1 −10
−2 −3 0 0 0 0 0
↑

NB
(1) 3
(2) 4
(3) 5
(4) 6

NF
(1) 1
(2) 2

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé è ðåãèñòðàöèè îáìåíà NF (l)←→ NB(k) :

A
→ 3/2 0 1 −1/2 0 0 45
−1/2 1 0 1/2 0 0 5
−1 0 0 0 1 0 −20
−1/2 0 0 1/2 0 1 −5
−7/2 0 0 3/2 0 0 15
↑

NB
(1) 3
(2) 2
(3) 5
(4) 6

NF
(1) 1
(2) 4

ÁÐ = (0, 5, 45, 0,−20,−5) 6= ÁÄÐ.
Øàã 2

1◦. s 1 ; l 1 .
2◦. min( 45

3/2 ,∞,∞,∞) = 30; k 1 .
Íàéäåíû âåäóùèé ñòîëáåö, s = 1, è âåäóùàÿ ñòðîêà, k = 1, â òàáëèöå
âûøå è íèæå îíè ïîìå÷åíû ñòðåëêàìè; âåäóùèé ýëåìåíò 3/2 íàõîäèò-
ñÿ íà èõ ïåðåñå÷åíèè.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè âåäóùåé ñòðîêè:

A
→ 1 0 2/3 −1/3 0 0 30
−1/2 1 0 1/2 0 0 5
−1 0 0 0 1 0 −20
−1/2 0 0 1/2 0 1 −5
−7/2 0 0 3/2 0 0 15
↑

NB
(1) 3
(2) 2
(3) 5
(4) 6

NF
(1) 1
(2) 4

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé è ðåãèñòðàöèè îáìåíà NF (l)←→ NB(k) :
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A
1 0 2/3 −1/3 0 0 30
0 1 1/3 1/3 0 0 20
0 0 2/3 −1/3 1 0 10
0 0 1/3 1/3 0 1 10
0 0 7/3 1/3 0 0 120

NB
(1) 1
(2) 2
(3) 5
(4) 6

NF
(1) 3
(2) 4

Øàã 3
1◦. Ðåøåíèå íàéäåíî: x1 = 30, x2 = 20 è zmin = −120.

Â ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ðåøåíèå áûëî íàéäåíî ïóòåì ïåðåìåùå-
íèÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò (0, 0) â òî÷êó (0, 5) è çàòåì â òî÷êó R = (30, 20).
Ïåðâûå äâå òî÷êè íå íàõîäèëèñü â äîïóñòèìîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì,
óâåëè÷åíèå âåäóùåé ïåðåìåííîé îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïîçâîëÿåò íå òîëü-
êî óìåíüøàòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, íî è ââîäèòü ðåøåíèå â äîïó-
ñòèìóþ îáëàñòü.

Çàìå÷àíèå 3.4.2 Ïî ïîâîäó ñèòóàöèè −∞ (¾çàïðåò¿) â òàáë. 3.4.1 ñì.
íèæå ïðèìåð 4.1.4, ï. 4.1.

3.5 Ñèìïëåêñ-ìåòîä áåç ïîðîæäåíèÿ íà÷àëüíîãî ÁÄÐ

Ðàññìîòðåííûé â ïï. 3.3 è 3.4 àëãîðèòì ñèìïëåêñ-ìåòîäà ïðèãîäåí
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êàêîå-íèáóäü áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå èçâåñòíî ñ
ñàìîãî íà÷àëà. Òàê ïðîèñõîäèò, åñëè b ≥ 0 è âñå m îãðàíè÷åíèé èìåþò
âèä ¾ìåíüøå èëè ðàâíî¿. Òîãäà äëÿ ïðèâåäåíèÿ êàæäîãî òàêîãî îãðàíè-
÷åíèÿ ê âèäó ¾ðàâíî¿ â íåãî ââîäÿò ñâîþ äîáàâî÷íóþ íåîòðèöàòåëüíóþ
ïåðåìåííóþ (ñ êîýôôèöèåíòîì ¾+1¿, ñì. òàáë. 3.4.1 äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â
àëãîðèòìå). Äîáàâëåííûå òàêèì îáðàçîì ïåðåìåííûå êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ
áàçèñíûìè ïåðåìåííûìè xB â íà÷àëüíîì ÁÄÐ ≥ 0.

Íàïîìíèì ïðèíöèï ââåäåíèÿ äîáàâî÷íûõ ïåðåìåííûõ â çàâèñè-
ìîñòè îò âèäà èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà â îãðàíè÷åíèÿõ ËÏ-çàäà÷è. Êàæäîå
îãðàíè÷åíèå, äàííîå ïåðâîíà÷àëüíî êàê íåðàâåíñòâî òèïà ¾ìåíüøå èëè
ðàâíî¿, äîëæíî áûòü ïðåîáðàçîâàíî â ðàâåíñòâî, ÷òîáû îñóùåñòâèòü ïå-
ðåõîä ê ñòàíäàðòíîé ËÏ-çàäà÷å. Ìû äåëàåì ýòî äîáàâëåíèåì îäíîé íîâîé
ïåðåìåííîé ñëåâà â êàæäîå òàêîå íåðàâåíñòâî è íàçûâàåì ýòó ïåðåìåííóþ
¾äîáàâî÷íîé ïåðåìåííîé¿. Îíà äåéñòâóåò êàê ¾ïðóæèíà¿, êîòîðàÿ âñòàâ-
ëÿåòñÿ â ¾çàçîð¿ ìåæäó ¾ëåâîé ÷àñòüþ¿ è ¾ïðàâîé ÷àñòüþ¿ íåðàâåíñòâà
òèïà

¾ëåâàÿ ÷àñòü¿ ≤ ¾ïðàâàÿ ÷àñòü¿ (3.3)
è ¾ðàñòÿãèâàåòñÿ¿ ðîâíî íàñòîëüêî, ÷òîáû ïðåâðàòèòü ýòî íåðàâåíñòâî â
ðàâåíñòâî

¾ëåâàÿ ÷àñòü¿ + ¾äîáàâî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ¿ = ¾ïðàâàÿ ÷àñòü¿ (3.4)
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Ôîðìàëüíî, îïðåäåëÿÿ ¾äîáàâî÷íóþ ïåðåìåííóþ¿ âûðàæåíèåì

¾äîáàâî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ¿ = ¾ïðàâàÿ ÷àñòü¿− ¾ëåâàÿ ÷àñòü¿ (3.5)

è ïðèìåíÿÿ ê íåé îáùåå òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ëþáûõ ïåðåìåí-
íûõ ËÏ-çàäà÷è, ïîëó÷àåì, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû èñõîäíîå íåðà-
âåíñòâî (3.3) è ðàâåíñòâî (3.4). Âèäíî, ÷òî äîáàâî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà
âõîäèòü â ¾ëåâóþ ÷àñòü¿ íåðàâåíñòâà òèïà (3.3) ñ êîýôôèöèåíòîì ¾+1¿.

Åñëè æå èñõîäíîå îãðàíè÷åíèå èìååò âèä íåðàâåíñòâà ¾áîëüøå èëè
ðàâíî¿, òî ìû âû÷èòàåì ñëåâà íîâóþ ¾äîáàâî÷íóþ ïåðåìåííóþ¿. Ýòà ïå-
ðåìåííàÿ ìîæåò áûòü óïîäîáëåíà ¾ïðóæèíå¿, êîòîðàÿ âñòàâëÿåòñÿ â ¾çà-
çîð¿ ìåæäó ¾ëåâîé ÷àñòüþ¿ è ¾ïðàâîé ÷àñòüþ¿ íåðàâåíñòâà òèïà

¾ëåâàÿ ÷àñòü¿ ≥ ¾ïðàâàÿ ÷àñòü¿ (3.6)

è ¾ñæèìàåòñÿ¿ ðîâíî íàñòîëüêî, ÷òîáû ïðåâðàòèòü ýòî íåðàâåíñòâî â ðà-
âåíñòâî

¾ëåâàÿ ÷àñòü¿− ¾äîáàâî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ¿ = ¾ïðàâàÿ ÷àñòü¿ (3.7)

Ôîðìàëüíî, îïðåäåëÿÿ çäåñü ¾äîáàâî÷íóþ ïåðåìåííóþ¿ âûðàæåíèåì

¾äîáàâî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ¿ = ¾ëåâàÿ ÷àñòü¿− ¾ïðàâàÿ ÷àñòü¿

è ïðèìåíÿÿ ê íåé îáùåå òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ëþáûõ ïåðåìåí-
íûõ ËÏ-çàäà÷è, ïîëó÷àåì, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû èñõîäíîå íåðà-
âåíñòâî (3.6) è ðàâåíñòâî (3.7). Âèäíî, ÷òî äîáàâî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà
âõîäèòü â ¾ëåâóþ ÷àñòü¿ íåðàâåíñòâà òèïà (3.6) ñ êîýôôèöèåíòîì ¾−1¿.

Äîáàâî÷íûå ïåðåìåííûå, ââåäåííûå òàêèì îáðàçîì â êàæäîå íåðàâåí-
ñòâî, ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, ò. å. îíè ïîÿâëÿþòñÿ â ñòàí-
äàðòíîé ËÏ-çàäà÷å ñ êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå îáðàçóþò âñå ñòîëáöû
åäèíè÷íîé ìàòðèöû, âçÿòûå ëèáî ñî çíàêîì ¾+¿, ëèáî ñî çíàêîì ¾−¿.
Êðîìå òîãî, äîáàâî÷íûå ïåðåìåííûå íå âõîäÿò â äàííóþ öåëåâóþ ôóíê-
öèþ z. Ïî ýòèì ïðèçíàêàì, òàêèå äîáàâî÷íûå ïåðåìåííûå êàê ðàç è îá-
ðàçóþò íàáîð áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ xB , è íà÷àëüíîå áàçèñíîå ðåøåíèå
(ÁÐ), ñ êîòîðîãî ñòàðòóåò ñèìïëåêñ-ìåòîä, âïîëíå î÷åâèäíî.

Çàìå÷àíèå 3.5.1 Ìîæíî ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæèòü íåðàâåíñòâà òè-
ïà (3.6) íà ¾−1¿, ÷òîáû ïðåâðàòèòü èõ â íåðàâåíñòâà òèïà (3.3) è òåì
ñàìûì ñäåëàòü âñå êîýôôèöèåíòû äëÿ äîáàâî÷íûõ ïåðåìåííûõ ñòðîãî
ðàâíûìè ñòîëáöàì åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Îäíàêî ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ñè-
òóàöèÿ, ÷òî ñèìïëåêñ-ìåòîä ñòàðòóåò èç íåäîïóñòèìîé îáëàñòè, õî-
òÿ, êàê âèäíî èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà 3.4.1, è ïðè íåäîïóñòèìîì íà÷àëü-
íîì ÁÐ äàííûé àëãîðèòì óñïåøíî ðàáîòàåò. Î÷åâèäíî, åñëè òàêàÿ ñè-
òóàöèÿ ñóùåñòâóåò, òî îíà ñóùåñòâóåò â ñèëó ïðèðîäû çàäà÷è (âíå çà-
âèñèìîñòè îò óêàçàííîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî óìíîæåíèÿ), � ñì. ïðåäû-
äóùèé ïðèìåð 3.4.1 è ñëåäóþùèé ïðèìåð 3.5.2.
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Åñëè êðîìå îãðàíè÷åíèé âèäà ¾ìåíüøå èëè ðàâíî¿ èëè ¾áîëüøå èëè
ðàâíî¿, èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå òèïà ¾ðàâíî¿, òî, ôîðìàëüíî, íåò íåîáõîäè-
ìîñòè ââîäèòü â íåãî äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ, îäíàêî, òîãäà íà÷àëü-
íîå ÁÐ íå î÷åâèäíî. Ïîýòîìó â òàêîå îãðàíè÷åíèå òàêæå ââîäÿò íå äî-
áàâî÷íóþ, à èñêóññòâåííóþ ïåðåìåííóþ, ðîëü êîòîðîé ñîâåðøåííî èíàÿ,
à èìåííî: ïîðîæäåíèå íà÷àëüíîãî ÁÐ, êàê èçëîæåíî â ñëåäóþùåì ï. 3.6.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ èñêóññòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòîé
ñâîåé ðîëè äîëæíà ñòàòü ðàâíîé íóëþ. Äëÿ ýòîãî áóäåò ââåäåíà èñêóñ-
ñòâåííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ïðîñòî ñóììå âñåõ èñêóññòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ, è ïðîöåññ ðåøåíèÿ íà÷íåòñÿ ñ ìèíèìèçàöèè ýòîé ôóíêöèè.
Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè íåâîçìîæíî ñäåëàòü åå (à çíà÷èò, è ëþáóþ èñêóñ-
ñòâåííóþ ïåðåìåííóþ) ðàâíîé íóëþ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ (ñì. ï. 3.6), çà-
äà÷à ËÏ ðåøåíèÿ íå èìååò.

Ïðèìåð 3.5.1 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó:

x1 + x2 ≤ 6;
−2x1 + 3x2 ≤ 3;
2x1 + 3x2 ≤ 21;
−2x1 − 5x2 = z → min .

Øàã 0. Ââîä ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ èç äàííûõ óñëîâèé è àâòîìàòè-
÷åñêîå çàïîëíåíèå îñòàëüíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþ-
ùåãî èñõîäíîãî âèäà ìàññèâîâ:

A
1 1 0 0 1 6

→ −2 3 1 0 0 3
2 3 0 1 0 21
−2 −5 0 0 0 0
↑

NB
5
3
4

NF
1
2

ÁÐ = (0, 0, 3, 21, 6) = ÁÄÐ, 0 = z.

Øàã 1.
1◦. s = 2, l = 2 .
2◦. min(6, 1, 7) = 1, k = 2 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

A
1 1 0 0 1 6

→ −2/3 1 1/3 0 0 1
2 3 0 1 0 21
−2 −5 0 0 0 0

↑
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4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

A
→ 5/3 0 −1/3 0 1 5
−2/3 1 1/3 0 0 1

4 0 −1 1 0 18
−16/3 0 5/3 0 0 5
↑

NB
5
2
4

NF
1
3

ÁÐ = (0, 1, 0, 18, 5) = ÁÄÐ; −5 = z.

Øàã 2.
1◦. s = 1, l = 1 .
2◦. min(3,∞, 9/2) = 3, k = 1 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

A
→ 1 0 −1/5 0 3/5 3
−2/3 1 1/3 0 0 1

4 0 −1 1 0 18
−16/3 0 5/3 0 0 5
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

A
1 0 −1/5 0 3/5 3
0 1 1/5 0 2/5 3
0 0 −1/5 1 −12/5 6
0 0 3/5 0 16/5 21

NB
1
2
4

NF
5
3

ÁÐ = (3, 3, 0, 6, 0) = ÁÄÐ; −21 = min z.

Øàã 3.
1◦. Íåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñðåäè a(m+ 1, NF (l)), l = 1, 2. Ñëåäî-

âàòåëüíî, îïòèìàëüíîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå íàéäåíî:

ÎÁÄÐ = (3, 3, 0, 6); −21 = min z.

Â ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè çäåñü íà ïëîñêîñòè Ox1x2 ïðîèñõîäèëî
äâèæåíèå ïî òî÷êàì: (0, 0)→ (0, 1)→ (3, 3).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð, ãäå â îãðàíè÷åíèÿõ ïðèñóòñòâóþò íåðà-
âåíñòâà ëþáûõ òèïîâ. Ìû çäåñü íå áóäåì, â îòëè÷èå îò ïðèìåðà 3.4.1,
ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæàòü íåðàâåíñòâî òèïà (3.6) íà ¾−1¿. Â ñòðîêàõ äëÿ
íåðàâåíñòâ ýòîãî òèïà, ïî ïðè÷èíå óêàçàííîãî íåóìíîæåíèÿ èõ íà ¾−1¿,
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ðîëü áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ áóäóò èñïîëíÿòü äîáàâî÷íûå ïåðåìåííûå ñ
êîýôôèöèåíòàìè ¾−1¿. Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî òàáë. 3.4.1 ïîíàäîáèòñÿ
äðóãàÿ òàáëèöà âî âðåìÿ äåéñòâèÿ 2◦ ñèìïëåêñ-àëãîðèòìà, à èìåííî, ñëå-
äóþùàÿ òàáë. 3.5.1. Â íåé òðåòèé ñòîëáåö óêàçûâàåò ïðåäåë äîïóñòèìîãî
óâåëè÷åíèÿ âõîäÿùåé ïåðåìåííîé xs äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.

Òàáëèöà 3.5.1. Ïðåäåë äîïóñòèìîãî óâåëè÷åíèÿ âõîäÿùåé ïåðåìåííîé xs äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ â i-ì îãðàíè÷åíèè èìååò êîýôôèöèåíò ¾−1¿

a′is = a(i, s) b′i = a(i, n+ 1) max(xs)

> 0 > 0 ∞
< 0 > 0 −∞ (çàïðåò)
= 0 > 0 ∞ (∗)
> 0 < 0 ∞
< 0 < 0 b′i/a

′
is

= 0 < 0 ∞
> 0 = 0 ∞
< 0 = 0 −∞ (çàïðåò)
= 0 = 0 ∞

(*) � ðåøåíèå îñòàåòñÿ â íåäîïóñòèìîé îáëàñòè

Êðîìå òîãî, â îãðàíè÷åíèå òèïà ¾=¿ ââåäåì åùå ïåðåìåííóþ ñ êîýô-
ôèöèåíòîì ¾+1¿, ïîäðàçóìåâàÿ ïîä ýòèì íåêîòîðóþ èñêóññòâåííóþ ïåðå-
ìåííóþ, êîòîðàÿ â èòîãå äîëæíà ñòàòü ðàâíîé íóëþ, êàê âûøå îòìå÷àëîñü
(íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïðèìåðîì 3.5.1). Íî çàìåòèì ïðåäâàðèòåëüíî, ÷òî
ýòî ââåäåíèå ìû äåëàåì âíåøíå íåîòëè÷èìî îò ñëó÷àÿ îãðàíè÷åíèÿ òèïà
(3.3). ×òî ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ, îáñóäèì ïîñëå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 3.5.2 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó:

2x1 ≥ 3;
x2 ≥ 1;

x1 + x2 = 6
−2x1 + 3x2 ≤ 3;
2x1 + 3x2 ≤ 21;
−2x1 − 5x2 = z → min .

Øàã 0. Ââîä ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ èç äàííûõ óñëîâèé è àâòîìàòè-
÷åñêîå çàïîëíåíèå îñòàëüíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþ-
ùåãî èñõîäíîãî âèäà ìàññèâîâ:
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A
2 0 −1 0 0 0 0 3
0 1 0 −1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 1 6

→ −2 3 0 0 1 0 0 3
2 3 0 0 0 1 0 21
−2 −5 0 0 0 0 0 0
↑

NB
3
4
7
5
6

NF
1
2

ÁÐ = (0, 0,−3,−1, 3, 21, 6) 6= ÁÄÐ; 0 = z.

Øàã 1.
1◦. s = 2, l = 2 .
2◦. min(∞,∞, 6, 1, 7) = 1, k = 4 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

A
2 0 −1 0 0 0 0 3
0 1 0 −1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 1 6

→ −2/3 1 1 0 1/3 0 0 1
2 3 0 0 0 1 0 21
−2 −5 0 0 0 0 0 0
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

A
2 0 −1 0 0 0 0 3

2/3 0 0 −1 −1/3 0 0 0
→ 5/3 0 0 0 −1/3 0 1 5
−2/3 1 0 0 1/3 0 0 1

4 0 0 0 −1 1 0 18
−16/3 0 0 0 5/3 0 0 5
↑

NB
3
4
7
2
6

NF
1
5

ÁÐ = (0, 1,−3, 0, 0, 18, 5) 6= ÁÄÐ; −5 = z.

Øàã 2.
1◦. s = 1, l = 1 .
2◦. min(∞,∞, 3,∞, 9/2) = 3, k = 3 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:
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A
2 0 −1 0 0 0 0 3

2/3 0 0 −1 −1/3 0 0 0
→ 1 0 0 0 −1/5 0 3/5 3
−2/3 1 0 0 1/3 0 0 1

4 0 0 0 −1 1 0 18
−16/3 0 0 0 5/3 0 0 5
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:
A

0 0 −1 0 2/5 0 −6/5 −3
0 0 0 −1 −1/5 0 −2/5 −2
1 0 0 0 −1/5 0 3/5 3
0 1 0 0 1/5 0 2/5 3
0 0 0 0 −1/5 1 −12/5 6
0 0 0 0 3/5 0 16/5 21

NB
3
4
1
2
6

NF
7
5

ÁÐ = (3, 3, 3, 2, 0, 6, 0) = ÁÄÐ; −21 = min z.

Øàã 3.
1◦. Íåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñðåäè a(m+1, NF (l)), l = 1, 2, è NF ñî-

äåðæèò 7 (íîìåð èñêóññòâåííîé ïåðåìåííîé, ââåäåííîé íà øàãå 0 äëÿ
òðåòüåãî îãðàíè÷åíèÿ; èìååì x7 = 0). Ñëåäîâàòåëüíî, ÎÁÄÐ ìîæåò
áûòü âûäàíî (îïóñêàÿ x7) â âèäå: ÎÁÄÐ = (3, 3, 3, 2, 0, 6), −21 = min z.

Â ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè çäåñü íà ïëîñêîñòè Ox1x2 ïðîèñõîäèò
äâèæåíèå ïî òî÷êàì: (0, 0) → (0, 1) → (3, 3), ïðè÷åì ïåðâûå äâå òî÷êè
ëåæàò âíå äîïóñòèìîé îáëàñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.5.1 Áàçèñ íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì, åñëè êàæäàÿ áà-
çèñíàÿ ïåðåìåííàÿ ñòàíäàðòíîé ËÏ-çàäà÷è ïîÿâëÿåòñÿ â (îäíîì) îãðà-
íè÷åíèè ñ êîýôôèöèåíòîì ¾+1¿ è íå ïîÿâëÿåòñÿ â öåëåâîé ôóíêöèè.
Åñëè, âìåñòî ýòîãî, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ,
êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì ¾−1¿, òî òàêîé áàçèñ íàçûâàåò-
ñÿ íåêîððåêòíûì.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè êîððåêòíîì áàçèñå ìû îïåðèðóåì òîëüêî ñ òàáë. 3.4.1,
òîãäà êàê â ñëó÷àå íåêîððåêòíîãî áàçèñà åñòü ïîòðåáíîñòü è â òàáë. 3.5.1.

Çàìå÷àíèå 3.5.2 Â ïðèìåðå 3.5.2 òðåòüå îãðàíè÷åíèå èìååò âèä ¾ðàâ-
íî¿, íî äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, êàê íå íóæíî äåéñòâîâàòü â ñëó÷àå
òàêèõ îãðàíè÷åíèé. Ýòîò ïðèìåð òàêæå äåìîíñòðèðóåò, êàêèì äîëæ-
íî áûòü ðàçëè÷èå ìåæäó äîáàâî÷íûìè è èñêóññòâåííûìè ïåðåìåííûìè.
Êàæäàÿ èñêóññòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà îñòàòüñÿ ðàâíîé íóëþ â ðå-
çóëüòàòå ðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê äîáàâî÷íàÿ íå îáÿçàíà. Õîòÿ â äàí-
íîì ïðèìåðå èñêóññòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x7 â êîíöå ðåøåíèÿ ðàâíà íóëþ
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è îòâåò (ðåçóëüòàò) ïðàâèëüíûé, õîä ðåøåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì,
ïîòîìó ÷òî îí íå îòëè÷èì îò ñëó÷àÿ, êîãäà äàííîå òðåòüå îãðàíè÷åíèå
áûëî áû çàìåíåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà ¾ìåíüøå ðàâíî¿. Îòâåò ïðàâèëü-
íûé, ïîòîìó ÷òî îãðàíè÷åíèå x1 + x2 ≤ 6 ¾ïîãëîùåíî¿ îãðàíè÷åíèåì
2x1 + 3x2 ≤ 21, òî åñòü ýòî ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå ìîãëî áû áûòü áåç
óùåðáà îòáðîøåíî êàê áîëåå øèðîêîå. Êàê íóæíî äåéñòâîâàòü â ñëó÷àå
îãðàíè÷åíèé òèïà ¾ðàâíî¿, ïîêàçàíî íèæå â ï. 3.6 è â ïðèìåðå 4.1.4.
Ýòîìó ïîñâÿùåí òàêæå îòäåëüíûé ï. 4.3 è, êðîìå òîãî, ï. 5.7.

3.6 Ñèìïëåêñ-ìåòîä ñ ïîðîæäåíèåì ÁÄÐ
Ïðåäûäóùèé àëãîðèòì (ï. 3.4 è ï. 3.5) íå èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèÿ áàçèñ-

íûõ ðåøåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ äîïóñòèìûìè, â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè èëè íà
ïðîìåæóòî÷íûõ øàãàõ. ×òîáû èñêëþ÷èòü òàêóþ ñèòóàöèþ, ïðèìåíÿþò
ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñ èñêóññòâåííûìè ïåðåìåííûìè. Åãî èäåÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü íåêîòîðóþ íîâóþ ËÏ-çàäà÷ó, äëÿ êîòî-
ðîé íà÷àëüíûé áàçèñíûé âåêòîð ëåãêî îáíàðóæèòü è ðåøåíèå êîòîðîé
ïðèâîäèò ê èñêîìîìó íà÷àëüíîìó ÁÄÐ èñõîäíîé ËÏ-çàäà÷è.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòó èäåþ íà ïðåäûäóùåì ïðèìåðå 3.5.2:

ìèíèìèçèðîâàòü z = −2x1 − 5x2

ñ îãðàíè÷åíèÿìè:





2x1 ≥ 3;
x2 ≥ 1;

x1 + x2 = 6;
−2x1 + 3x2 ≤ 3;

2x1 + 3x2 ≤ 21;
xi ≥ 0 (i = 1, 2).

Èç øàãà 0 ïðèìåðà 3.5.2 î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà x1 = 0, x2 = 0 íå óäîâëå-
òâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì èç-çà òðåáîâàíèé 2x1 ≥ 3, x2 ≥ 1 è x1 + x2 = 6,
ïîýòîìó ìû äîëæíû íàéòè íåêîòîðûé äðóãîé íà÷àëüíûé âåêòîð. Åñëè,
êàê îáû÷íî, ìû ââåäåì äîáàâî÷íûå ïåðåìåííûå x3 è x4 äëÿ ïåðâîãî è
âòîðîãî íàðóøåííûõ íåðàâåíñòâ, òî ïîëó÷èì âçàìåí äâà ðàâåíñòâà:

2x1 − x3 = 3;
x2 − x4 = 1,

ñ x3 ≥ 0, x4 ≥ 0. Íåâîçìîæíîñòü ïîëîæèòü x1 = x2 = 0 äëÿ ýòèõ íåðà-
âåíñòâ ïîêàçûâàåò, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ÷òî x1 = x2 = 0 âëå÷åò x3 = −3
è x4 = −1 â íàðóøåíèå òðåáîâàíèé x3 ≥ 0 è x4 ≥ 0.

Äîáàâî÷íûå ïåðåìåííûå x5 è x6, ââåäåííûå â ÷åòâåðòîå è ïÿòîå (íåíà-
ðóøåííûå) íåðàâåíñòâà, íå âûçûâàþò òàêîé ïðîáëåìû, ïîñêîëüêó

−2x1 + 3x2 + x5 = 3;
2x1 + 3x2 + x6 = 21,

è ðàâåíñòâî x1 = x2 = 0 íå íàðóøàåò óñëîâèé x5 ≥ 0, x6 ≥ 0.



3.6 Ñèìïëåêñ-ìåòîä ñ ïîðîæäåíèåì ÁÄÐ 47

Ìàíåâð ñ íåðàâåíñòâàìè òèïà ¾≥¿ (è, êàê áóäåò âèäíî, ñ îãðàíè÷åíèÿ-
ìè òèïà ¾=¿) çàêëþ÷àåòñÿ âî ââåäåíèè îäíîé èëè áîëåå äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ, � â ýòîì ïðèìåðå x7, x8 è x9, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïåðâîãî,
âòîðîãî è òðåòüåãî íàðóøåííûõ îãðàíè÷åíèé, � òàê íàçûâàåìûõ èñêóñ-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, è çàòåì:
1) â çàìåíå ïåðåìåííîé x3 â ïåðâîì óðàâíåíèè 2x1 − x3 = 3 íà x3 − x7

ñ òåì, ÷òîáû ìû ìîãëè çàïèñàòü ïåðâîå îãðàíè÷åíèå 2x1 ≥ 3 â âèäå
ðàâåíñòâà 2x1 − x3 + x7 = 3 ñ x3 ≥ 0 è x7 ≥ 0;

2) â çàìåíå ïåðåìåííîé x4 âî âòîðîì óðàâíåíèè x2 − x4 = 1 íà x4 − x8

ñ òåì, ÷òîáû ìû ìîãëè çàïèñàòü âòîðîå îãðàíè÷åíèå x2 ≥ 1 â âèäå
x2 − x4 + x8 = 1 ñ x4 ≥ 0 è x8 ≥ 0 è

3) â çàïèñè òðåòüåãî îãðàíè÷åíèÿ x1 + x2 = 6 êàê x1 + x2 + x9 = 6 ñ
x9 ≥ 0.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëîæèòü x1 = x2 = 0, òàê êàê ìîæíî ëåãêî îáåñïå÷èòü
x7−x3 = 3, x8−x4 = 1 è x9 = 6 ïðè òîì, ÷òî êàê äîáàâî÷íûå ïåðåìåííûå
(x3, x4, x5 è x6), òàê è èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå (x7, x8 è x9) âñå íåîò-
ðèöàòåëüíû. Ìû, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåì ðàñøèðåííóþ ñèñòåìó
îãðàíè÷åíèé:

2x1 −3x3 +x7 = 3;
x2 −x4 +x8 = 1;

x1 + x2 x9 = 6;
−2x1 + 3x2 +x5 = 3;

2x1 + 3x2 +x6 = 21,

(3.8)

äëÿ êîòîðîé áàçèñíûé äîïóñòèìûé âåêòîð î÷åâèäåí êàê ñîâîêóïíîñòü ñëå-
äóþùèõ çíà÷åíèé: x1 = x2 = x3 = x4 = 0, x5 = 3, x6 = 21, x7 = 3, x8 = 1 è
x9 = 6. Åñëè ìû ñìîæåì êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñòàðòîâàòü îò ýòîãî âåêòîðà
è, â êîíöå êîíöîâ, ñìîæåì íàéòè åùå îäíî ÁÄÐ äëÿ ðàñøèðåííîé ñèñòå-
ìû îãðàíè÷åíèé (3.8), íî òàêîå, ÷òî âñå èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå (çäåñü
x7, x8 è x9) ðàâíû íóëþ, òî ïåðâûå øåñòü êîìïîíåíò ýòîãî ðåøåíèÿ îáðà-
çóþò íåêîòîðûé áàçèñíûé äîïóñòèìûé âåêòîð äëÿ èñõîäíîé ËÏ-çàäà÷è
(òîëüêî ñ äîáàâî÷íûìè ïåðåìåííûìè), à èìåííî, � äëÿ èñõîäíûõ îãðà-
íè÷åíèé, çàïèñàííûõ â âèäå óðàâíåíèé

2x1 −x3 = 3;
x2 −x4 = 1;

x1 + x2 = 6;
−2x1 + 3x2 +x5 = 3;

2x1 + 3x2 +x6 = 21;
xi ≥ 0 (äëÿ i = 1, . . . , 6).

(3.9)

Îáðàòíî, ëþáîå ÁÄÐ äëÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé (3.9), âêëþ-
÷àþùåé òîëüêî èñõîäíûå è äîáàâî÷íûå ïåðåìåííûå, ïîðîæäàåò íåêîòî-
ðûé áàçèñíûé äîïóñòèìûé âåêòîð äëÿ âûøåóêàçàííîé ðàñøèðåííîé ñè-
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ñòåìû îãðàíè÷åíèé (3.8) (ðàñøèðåííîé ñ äîáàâëåíèåì èñêóññòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ) ñî âñåìè èñêóññòâåííûìè ïåðåìåííûìè ðàâíûìè íóëþ: x7 = 0,
x8 = 0 è x9 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèÿ, î êîòîðûõ ìû äåéñòâèòåëü-
íî çàáîòèìñÿ, ò. å. èñõîäíûå îãðàíè÷åíèÿ, èìåþò íåêîòîðîå ÁÄÐ, åñëè
è òîëüêî åñëè ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé èìååò òàêîé áàçèñíûé
äîïóñòèìûé âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî âñå èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå ðàâíû
íóëþ, â äàííîì ïðèìåðå, x7 = x8 = x9 = 0. À òàê êàê âñå îíè, ïî îáùå-
ìó òðåáîâàíèþ, äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíû, ìû, â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ïûòàåìñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó èñêóññòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Â äàííîì
ïðèìåðå:

ìèíèìèçèðîâàòü w = x7 + x8 + x9

ñ îãðàíè÷åíèÿìè (3.8) è xi ≥ 0 (äëÿ i = 1, . . . , 9).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû âûíóæäåíû ðåøèòü ýòó âñïîìîãàòåëüíóþ ËÏ-çàäà÷ó
ñ èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé w, ðàâíîé ïðîñòîé ñóììå âñåõ èñêóñ-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïðåæäå ÷åì ðåøàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó. Òàê êàê èñ-
êóññòâåííûå ïåðåìåííûå äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíû, x7 ≥ 0, x8 ≥ 0,
x9 ≥ 0, èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:
(1) Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ w äåéñòâèòåëüíî åñòü 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ìû ìîæåì íàéòè íåêîòîðîå ÁÄÐ äëÿ (3.8), â êîòîðîì x7 = x8 = x9 = 0,
ò. å. ìû ìîæåì íàéòè ÁÄÐ äëÿ (3.9).

(2) Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ w áîëüøå, ÷åì 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íè-
êàêîãî ÁÄÐ äëÿ (3.9) íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïðåäïîëîæèâ ñóùåñòâî-
âàíèå òàêîãî ðåøåíèÿ, ìû ìîãëè áû íàéòè íåêîòîðîå ÁÄÐ äëÿ (3.8)
ñ x7 = x8 = x9 = 0, ò. å. w = 0, è ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû íàøåìó
ïðåäïîëîæåíèþ.

Òåïåðü ìîæíî ïðîäîëæèòü íàøå ðàññìîòðåíèå ìåòîäà íà òîì æå ñàìîì
ïðèìåðå. Ïîñìîòðèì, êàê ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò îò íà÷àëà äî êîíöà.

Ïðèìåð 3.6.1 Ðåøèì çàäà÷ó ñ óñëîâèåì èç ïðèìåðà 3.5.2, îäíîâðåìåííî
èëëþñòðèðóÿ âîçìîæíóþ îðãàíèçàöèþ âû÷èñëåíèé äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ,
âêëþ÷àþùåãî îãðàíè÷åíèÿ ëþáûõ òèïîâ.

Øàã 0. Ââîä çíà÷åíèé äëÿ ñëåäóþùèõ èñõîäíûõ âåëè÷èí:
np � èñõîäíîå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, çäåñü np = 2.
ng � êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé âèäà ¾≥¿, çäåñü ng = 2.
ne � êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé âèäà ¾=¿, çäåñü ne = 1.
nl � êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé âèäà ¾≤¿, çäåñü nl = 2.

Âû÷èñëåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí:
ns = ng + nl � ÷èñëî èñêóññòâåííûõ ïåðåìåííûõ, çäåñü ns = 4.
na = ng + ne � ÷èñëî äîáàâî÷íûõ ïåðåìåííûõ, çäåñü na = 3.
n = np+ na+ ns � îáùåå ÷èñëî äîáàâî÷íûõ ïåðåìåííûõ, çäåñü n = 9.
m = na+ nl � îáùåå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé, çäåñü m = 5.
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Âûäåëåíèå ïàìÿòè äëÿ ìàññèâîâ:
(1) A(1..m+ 2, 1..n+ 1), çäåñü A(1..7, 1..10) � ìàòðèöà (7× 10).
(2) NB(1..m), çäåñü NB(1..5) � âåêòîð ðàçìåðíîñòè 5.
(3) NF (1..n−m), çäåñü NF (1..4) � âåêòîð ðàçìåðíîñòè 4.
Ââîä êîýôôèöèåíòîâ èç óñëîâèé çàäà÷è â ÷àñòè ìàòðèöû A:
(1) A(1..m+ 1, 1..np), çäåñü A(1..6, 1..2),
(2) A(1..m+ 1, n+ 1), çäåñü A(1..6, 10) .
Àâòîìàòè÷åñêîå çàïîëíåíèå îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ; â ðåçóëüòàòå

A
2 0 −1 0 0 0 1 0 0 3
0 1 0 −1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 6
−2 3 0 0 1 0 0 0 0 3
2 3 0 0 0 1 0 0 0 21
−2 −5 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 0

NB
7
8
9
5
6

NF
1
2
3
4

ÁÐ = (0, 0, 0, 0, 3, 21, 3, 1, 6) = ÁÄÐ, 0 = zmin, 0 = w.

Çàìå÷àíèå 3.6.1 Èç ýòîãî çàïîëíåíèÿ ìàññèâîâ âèäíî, ÷òî ïåðåìåííûå
ðàñïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1 è x2 � èñõîäíûå ïåðåìåííûå,
x3, x4, x5 è x6 � äîáàâî÷íûå ïåðåìåííûå,
x7, x8 è x9 � èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå.

Òàêîå óïîðÿäî÷åíèå ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü çàêðåïëåíî â ïðîãðàììíîé
ðåàëèçàöèè. Èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå ââîäÿò òîëüêî â íåðàâåíñòâà
âèäà ¾≥¿ è ¾=¿. Â ìàòðèöå A ñíèçó äîáàâëåíà åùå îäíà ñòðîêà, â êîòî-
ðîé õðàíÿò êîýôôèöèåíòû äëÿ èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèè w. Äëÿ
çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì (−w) îòâåäåí ýëå-
ìåíò íà ïåðåñå÷åíèè íèæíåé ñòðîêè è ïðàâîãî ñòîëáöà. Âòîðàÿ ñíèçó
ñòðîêà, êàê è ðàíåå, ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îñíîâíîé öåëåâîé
ôóíêöèè è åå çíà÷åíèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì (−z). Çíà÷åíèå −z
õðàíèò êðàéíèé ñïðàâà ýëåìåíò ýòîé ñòðîêè.

Ðàññìàòðèâàåìûé ñèìïëåêñ-ìåòîä ñ èñêóññòâåííûìè ïåðåìåííûìè ñî-
ñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Ýòàï I ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé
ËÏ-çàäà÷è, â òî âðåìÿ êàê Ýòàï II � äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé. Øàã 0,
ðàññìîòðåííûé âûøå â ïðèìåðå, åñòü òîëüêî óñòàíîâî÷íûé øàã. Â òî
æå âðåìÿ, ýòî ïîäãîòîâèòåëüíûé øàã. ×òîáû ïîäãîòîâèòüñÿ ê îñíîâ-
íûì (ðàáî÷èì) øàãàì Ýòàïà I, íàì íóæíî âûðàçèòü èñêóññòâåííóþ öå-
ëåâóþ ôóíêöèþ w òîëüêî ÷åðåç íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå. Â ýòîì ïðèìå-
ðå, w = x7 + x8 + x9 ïî îïðåäåëåíèþ, íî âñå èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå
(x7, x8, x9) äîëæíû ïîÿâèòüñÿ â íà÷àëüíîì ÁÄÐ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ
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ïåðåìåííûõ. Â ñèëó ýòîãî òðåáîâàíèÿ, øàã 0 äîëæåí áûòü çàâåðøåí èñ-
êëþ÷åíèåì èñêóññòâåííûõ ïåðåìåííûõ èç íèæíåé ñòðîêè. Ýòî äîñòèãàåò-
ñÿ ïóòåì âû÷èòàíèé âñåõ òåõ óðàâíåíèé, êóäà áûëè ââåäåíû èñêóññòâåí-
íûå ïåðåìåííûå, èç íèæíåé ñòðîêè. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðèíÿòî óêàçàííîå
âûøå óïîðÿäî÷åíèå ïåðåìåííûõ (ñì. Çàìå÷àíèå 3.6.1), ïåðâûå na ñòðîê
íóæíî âû÷åñòü èç ïîñëåäíåé ñòðîêè. Çäåñü na = 3, è ïîñëå òàêîãî ïîäãî-
òîâèòåëüíîãî âû÷èòàíèÿ ìû èìååì:

A
→ 2 0 −1 0 0 0 1 0 0 3

0 1 0 −1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 6
−2 3 0 0 1 0 0 0 0 3

2 3 0 0 0 1 0 0 0 21
−2 −5 0 0 0 0 0 0 0 0
−3 −2 1 1 0 0 0 0 0 −10
↑

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî âû÷èòàíèÿ ïîëó÷åíî ïðàâèëüíîå (èñïðàâëåííîå) íà-
÷àëüíîå çíà÷åíèå èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèè: 10 = w.

Çàìå÷àíèå 3.6.2 Ïðè ïðèíÿòîì ïîðÿäêå çàïèñè îãðàíè÷åíèé (ñíà÷àëà
¾≥¿, çàòåì ¾=¿, è ïîòîì ¾≤¿) áàçèñíûìè ïåðåìåííûìè â íà÷àëüíîì
ÁÄÐ áóäóò âñåãäà òå ïåðåìåííûå, êîòîðûå èìåþò íîìåðà, íà÷èíàÿ ñ
(np+ ng + 1) è êîí÷àÿ n = np+ na+ ns, â äàííîì ïðèìåðå ñ 5 ïî 9.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà íà÷èíàåòñÿ Ýòàï I, ãäå ïðèìåíÿþò îáû÷íûé ñèìïëåêñ-
àëãîðèòì (ñì ïï. 3.3 è 3.4) äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: w → min .

Øàã 1.
1◦. s = 1, l = 1 .

2◦. min(3/2,∞, 6,∞, 21/2) = 3/2, k = 1 .

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

A
→ 1 0 −1/2 0 0 0 1/2 0 0 3/2

0 1 0 −1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 6
−2 3 0 0 1 0 0 0 0 3

2 3 0 0 0 1 0 0 0 21
−2 −5 0 0 0 0 0 0 0 0
−3 −2 1 1 0 0 0 0 0 −10
↑
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4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:
A

1 0 −1/2 0 0 0 1/2 0 0 3/2
→ 0 1 0 −1 0 0 0 1 0 1

0 1 1/2 0 0 0 −1/2 0 1 9/2
0 3 −1 0 1 0 1 0 0 6
0 3 1 0 0 1 −1 0 0 18
0 −5 −1 0 0 0 1 0 0 3
0 −2 −1/2 1 0 0 3/2 0 0 −11/2
↑

NB
1
8
9
5
6

NF
7
2
3
4

ÁÐ = (3/2, 0, 0, 0, 6, 18, 1, 9/2) = ÁÄÐ; −3 = z; 11/2 = w.

Øàã 2.
1◦. s = 2, l = 2 .
2◦. min(∞, 1, 9/2, 2, 6) = 1, k = 2 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè (òàê êàê âåäóùèé ýëåìåíò, óêàçàííûé âûøå â ìàò-

ðèöå íà ïåðåñå÷åíèè ñòðåëîê, îêàçàëñÿ ðàâåí 1, äåëåíèå íà íåãî âåäó-
ùåé ñòðîêè íè÷åãî íå ìåíÿåò) ìàòðèöà ñîõðàíèëà ñâîé âèä.

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:
A

1 0 −1/2 0 0 0 1/2 0 0 3/2
0 1 0 −1 0 0 0 1 0 1
0 0 1/2 1 0 0 −1/2 −1 1 7/2

→ 0 0 −1 3 1 0 1 −3 0 3
0 0 1 3 0 1 −1 −3 0 15
0 0 −1 −5 0 0 1 5 0 8
0 0 −1/2 −1 0 0 3/2 2 0 −7/2

↑

NB
1
2
9
5
6

NF
7
8
3
4

ÁÐ = (3/2, 1, 0, 0, 3, 15, 0, 0, 7/2) = ÁÄÐ; −8 = z; 7/2 = w.

Øàã 3.
1◦. s = 4, l = 4 .
2◦. min(∞,∞, 7/2, 1, 5) = 1, k = 4 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

A
1 0 −1/2 0 0 0 1/2 0 0 3/2
0 1 0 −1 0 0 0 1 0 1
0 0 1/2 1 0 0 −1/2 −1 1 7/2

→ 0 0 −1/3 1 1/3 0 1/3 −1 0 1
0 0 1 3 0 1 −1 −3 0 15
0 0 −1 −5 0 0 1 5 0 8
0 0 −1/2 −1 0 0 3/2 2 0 −7/2

↑
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4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:
A

1 0 −1/2 0 0 0 1/2 0 0 3/2
0 1 −1/3 0 1/3 0 1/3 0 0 2

→ 0 0 5/6 0 −1/3 0 −5/6 0 1 5/2
0 0 −1/3 1 1/3 0 1/3 −1 0 1
0 0 2 0 −1 1 −2 0 0 12
0 0 −8/3 0 5/3 0 8/3 0 0 13
0 0 −5/6 0 1/3 0 11/6 1 0 −5/2

↑

NB
1
2
9
4
6

NF
7
8
3
5

ÁÐ = (3/2, 2, 0, 1, 0, 12, 0, 0, 5/2) = ÁÄÐ; −13 = z; 5/2 = w.

Øàã 4.
1◦. s = 3, l = 3 .
2◦. min(∞,∞, 3,∞, 6) = 3, k = 3 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

A
1 0 −1/2 0 0 0 1/2 0 0 3/2
0 1 −1/3 0 1/3 0 1/3 0 0 2

→ 0 0 1 0 −2/5 0 −1 0 6/5 3
0 0 −1/3 1 1/3 0 1/3 −1 0 1
0 0 2 0 −1 1 −2 0 0 12
0 0 −8/3 0 5/3 0 8/3 0 0 13
0 0 −5/6 0 1/3 0 11/6 1 0 −5/2

↑
4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

A
1 0 0 0 −1/5 0 0 0 3/5 3
0 1 0 0 1/5 0 0 0 2/5 3
0 0 1 0 −2/5 0 −1 0 6/5 3
0 0 0 1 1/5 0 0 −1 2/5 2
0 0 0 0 −1/5 1 0 0 −12/5 6
0 0 0 0 3/5 0 0 0 16/5 21
0 0 0 0 0 0 1 1 1 0

NB
1
2
3
4
6

NF
7
8
9
5

ÁÐ = (3, 3, 3, 2, 0, 6, 0, 0, 0) = ÁÄÐ; −21 = min(z); 0 = min(w).

Ýòàï I çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì óìåíüøåíèè w äî íóëÿ è ýòèì
îí çàâåðøèëñÿ, òàê êàê íåò îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â íèæíåé
ñòðîêå ìàòðèöû A. Çäåñü Ýòàï II íå ïîòðåáîâàëñÿ, òàê êàê âî âòîðîé
ñíèçó ñòðîêå ìàòðèöû A íåò îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ìèíèìó-
ìû äëÿ z è w äîñòèãíóòû îäíîâðåìåííî. Â ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðå-
òàöèè çäåñü íà ïëîñêîñòè Ox1x2 áûëè ïåðåõîäû ïî ñëåäóþùèì òî÷êàì:
(0, 0)→ (3/2, 0)→ (3/2, 1)→ (3/2, 2)→ (3, 3).
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×òîáû ïîêàçàòü, êàê âûïîëíÿþò Ýòàï II, âûáåðåì ïîñëå øàãà 2 äðóãîé
âîçìîæíûé ïóòü. Ðàññìîòðèì ýòè äåéñòâèÿ.

Øàã 3.
1◦. s = 3, l = 3 .
2◦. min(∞,∞, 7,∞, 15) = 7, k = 3.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

A
1 0 −1/2 0 0 0 1/2 0 0 3/2
0 1 0 −1 0 0 0 1 0 1

→ 0 0 1 2 0 0 −1 −2 2 7
0 0 −1 3 1 0 1 −3 0 3
0 0 1 3 0 1 −1 −3 0 15
0 0 −1 −5 0 0 1 5 0 8
0 0 −1/2 −1 0 0 3/2 2 0 −7/2

↑
4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

A
1 0 0 1 0 0 0 −1 1 5
0 1 0 −1 0 0 0 1 0 1
0 0 1 2 0 0 −1 −2 2 7
0 0 0 5 1 0 0 −5 2 10
0 0 0 1 0 1 0 −1 −2 8
0 0 0 −3 0 0 0 3 2 15
0 0 0 0 0 0 1 1 1 0

NB
1
2
3
5
6

NF
7
8
9
4

ÁÐ = (5, 1, 7, 0, 10, 8, 0, 0, 0) = ÁÄÐ; −15 = z; 0 = min(w).

Ïðèçíàêîì óñïåøíîãî îêîí÷àíèÿ Ýòàïà I ÿâëÿåòñÿ 0 äëÿ w è íåîòðè-
öàòåëüíîñòü âñåõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ w â íèæíåé ñòðîêå. Åñëè áû âñå
ýòè êîýôôèöèåíòû îêàçàëèñü íåîòðèöàòåëüíû è w íå îáðàòèëàñü â 0, òî
Ýòàï II íå ìîã áûòü íà÷àò: èñõîäíûå îãðàíè÷åíèÿ íå èìåëè áû ÁÄÐ. Ýòî
áûë áû ñëó÷àé ïðîòèâîðå÷èâûõ îãðàíè÷åíèé (ñì. òàêæå ðàçä. 6).

Çàìå÷àíèå 3.6.3 Ôîðìàëüíàÿ ïðè÷èíà äëÿ ïîÿâëåíèÿ ñëó÷àÿ ïðîòèâî-
ðå÷èâûõ îãðàíè÷åíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÁÄÐ, ïîëó÷åííîå ïîñëå
Ýòàïà I, ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó èñêóññòâåííóþ ïåðåìåííóþ
ñðåäè áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ (ñëåäîâàòåëüíî, w 6= 0).

Âîçâðàùàÿñü ê íàøåìó ïðèìåðó, ïåðåõîäèì ê Ýòàïó II.

Â äàííîì âàðèàíòå ïðîäîëæåíèÿ ïðèìåðà Ýòàï II âîçìîæåí è îí íåîá-
õîäèì, òàê êàê z íå äîñòèãëà ìèíèìóìà: èìååòñÿ îòðèöàòåëüíûé êîýôôè-
öèåíò −3 â ïðåäïîñëåäíåé ñòðîêå ìàòðèöû A. Äëÿ Ýòàïà II óæå íå íóæíû
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íè èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå, íè èñêóññòâåííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ. Ïî-
ýòîìó îíè â äàëüíåéøåì âû÷åðêíóòû èç âñåõ äåéñòâèé. Âû÷åðêèâàþò òå
ñòîëáöû ìàòðèöû A, äëÿ êîòîðûõ â ïîñëåäíåé ñòðîêå ïîëó÷åíû åäèíè-
öû, à òàêæå âñþ ïîñëåäíþþ ñòðîêó. Ýòî òå ñòîëáöû, êîòîðûå ïðè äàííîì
óïîðÿäî÷åíèè ïåðåìåííûõ èìåþò íîìåðà ñ (np + na + 1) ïî n, çäåñü ñ
7 ïî 9. Êðîìå òîãî, èç âåêòîðà NF âû÷åðêèâàþò ýëåìåíòû, ñîäåðæàùèå
ýòè æå íîìåðà; ïðè äàííîì óïîðÿäî÷åíèè ýòî âñåãäà ïåðâûå ns ýëåìåíòîâ
âåêòîðà, çäåñü ns = 3.

Ýòàï II.
Øàã 4.

1◦. s = 4, l = 4 .
2◦. min(5,∞, 7/2, 2, 8) = 2, k = 4 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

A
1 0 1 1 0 0 5
0 1 0 −1 0 0 1
0 0 1 2 0 0 7

→ 0 0 0 1 1/5 0 2
0 0 0 1 0 1 8
0 0 0 −3 0 0 15

↑

A
1 0 1 0 −1/5 0 3
0 1 0 0 1/5 0 3
0 0 1 0 −2/5 0 3
0 0 0 1 1/5 0 2
0 0 0 0 −1/5 1 6
0 0 0 0 3/5 0 21

NB
1
2
3
4
6

NF
5

ÁÐ = (3, 3, 3, 2, 0, 6) = ÁÄÐ; −21 = min(z).

Â ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè íà ïëîñêîñòè Ox1x2 çäåñü áûëî äâèæå-
íèå ïî òî÷êàì (0, 0)→ (3/2, 0)→ (3/2, 1)→ (5, 1)→ (3, 3).
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Ëèíèÿ (ãèïåðïëîñêîñòü) óðîâíÿ z = zmin äåëèò âñå ïðîñòðàí-
ñòâî ïåðåìåííûõ çàäà÷è ËÏ íà äâå ÷àñòè: â îäíîé èç íèõ
z > zmin è â íåé íàõîäèòñÿ äîïóñòèìàÿ îáëàñòü, à â äðóãîé
z < zmin è â íåé íåò äîïóñòèìîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íûõ. Îáû÷íûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, èçëîæåííûé âûøå, ðàáîòàåò,
åñëè îí ñòàðòóåò èç îáëàñòè, ãäå z > zmin. Åñëè æå ñòàðòî-
âîå áàçèñíîå ðåøåíèå (ÁÐ) ëåæèò â îáëàñòè, ãäå z < zmin, òî
òðåáóåòñÿ íå óìåíüøàòü, à óâåëè÷èâàòü z äî çíà÷åíèÿ zmin, ïå-
ðåõîäÿ îò íåäîïóñòèìûõ ÁÐ ê ÁÄÐ. Äëÿ ýòîãî ïðåäíàçíà÷åí
äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä. Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, äëÿ êîòîðîé
îí ñîçäàí, ìîæåò âîçíèêíóòü â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ äîïîë-
íèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà óæå ðåøåííóþ çàäà÷ó. Îíà îáÿçà-
òåëüíî âîçíèêíåò, åñëè íàëîæåííîå, äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè-
÷åíèå íå ñîäåðæèò öåëèêîì èñõîäíîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî,
à îòäåëÿåò îò íåãî ëèøü íåêîòîðóþ ÷àñòü. Òîãäà, åñòåñòâåí-
íî, íîâîå zmin áîëüøå ïðåæíåãî, èç êîòîðîãî äâîéñòâåííûé
ñèìïëåêñ-ìåòîä è ñòàðòóåò, ÷òîáû íå ðåøàòü âñþ çàäà÷ó êàê
íîâóþ.

Ïîñêîëüêó ïðè äâèæåíèè èç îáëàñòè z < zmin òðåáóåò-
ñÿ óâåëè÷èâàòü z, ïðåáûâàíèå â ýòîé îáëàñòè îáíàðóæèâàåò-
ñÿ òåì óñëîâèåì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè, â
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå äëÿ áàçèñà, íåîòðèöàòåëüíû. Äâèæåíèå
ê zmin îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì îòðè-
öàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ èç áàçèñíûõ ðåøåíèé. Èõ îòñóòñòâèå
äåëàåò áàçèñíîå ðåøåíèå äîïóñòèìûì è, ïðè ñîõðàíåíèè óêà-
çàííîãî óñëîâèÿ, îïòèìàëüíûì.
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4.1 Àëãîðèòì ñ êîððåêòíûì âèäîì áàçèñà

Íåâàæíî, èç-çà ÷åãî ñëîæèëàñü ñèòóàöèÿ ãîòîâíîñòè äëÿ ðàáîòû äâîé-
ñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Îíà îïðåäåëåíà äâóìÿ ïðèçíàêàìè: (1) íåò
îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå
äëÿ áàçèñà è (2) ñîîòâåòñòâóþùåå áàçèñíîå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòè-
ìûì (ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ). ×òîáû ëåã÷å îá-
íàðóæèòü âòîðîé ïðèçíàê, âõîæäåíèå áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ (xB) â îãðà-
íè÷åíèÿ äåëàþò âñåãäà ñ êîýôôèöèåíòîì ¾+1¿. Ýòî êîððåêòíûé âèä
áàçèñà. ×òîáû åãî ñ ñàìîãî íà÷àëà èìåòü, âîçìîæíîå ïîÿâëåíèå êîýôôè-
öèåíòà ¾−1¿ óñòðàíÿþò ïðåäâàðèòåëüíûì óìíîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòðîêè îãðàíè÷åíèé íà ¾−1¿. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóþò èçâåñòíóþ êà-
íîíè÷åñêóþ ôîðìó çàäà÷è äëÿ áàçèñà,

[
I A′

OT c′T

] [
xB

xF

]
=
[

b′

z − z0

]
, c′ ≥ 0,

ñ áàçèñíûì ðåøåíèåì ÁÐ = {xB = b′, xF = 0}. Òåì ñàìûì ïðîâåðêà âòî-
ðîãî ïðèçíàêà ñâåäåíà ê îòâåòó íà âîïðîñ, íåò ëè îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåí-
òîâ â âåêòîðå b′. Ñ ýòîãî íà÷èíàåòñÿ ëþáîé øàã äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-
ìåòîäà. Â öåëîì æå êàæäûé åãî øàã ðàñïàäàåòñÿ íà ñëåäóþùèå 4 äåé-
ñòâèÿ:

Äåéñòâèå 1◦. Ïðîâåðÿþò ýëåìåíòû b′. Åñëè ñðåäè íèõ íåò îòðèöà-
òåëüíûõ, òî zmin = x0 íàéäåí ñî çíà÷åíèåì ÁÄÐ = (xB = b′, xF = 0). Åñëè
åñòü íåñêîëüêî îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî âûáèðàþò òó ñòðîêó îãðàíè-
÷åíèé, åå íîìåð k, êóäà âõîäèò íàèáîëåå îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò b′k âåêòî-
ðà b′. Òåì ñàìûì íàéäåíà îäíà áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ xr, r = NB(k), êîòî-
ðàÿ äîëæíà áûòü äàëåå âûâåäåíà èç ñîñòàâà xB , èç-çà òîãî ÷òî xr = b′k < 0.

Äàëåå âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêóþ èç íåáàçèñíûõ, ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ â ñîñòàâå xF ââåñòè â áàçèñ ïóòåì åå óâåëè÷åíèÿ îò íóëåâîãî çíà÷å-
íèÿ âçàìåí âûâîäèìîé ïåðåìåííîé xr? Äîïóñòèì, ýòîò âîïðîñ ðåøåí, è
âûáðàíà ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ xs. Îíà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èñêëþ÷åíèÿ
èç âñåõ óðàâíåíèé êàíîíè÷åñêîé ôîðìû, êðîìå k-ãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
äîëæíî áûòü ïðåäâàðèòåëüíî íîðìèðîâàíî äåëåíèåì íà âåäóùèé ýëåìåíò
a′ks < 0. Áëàãîäàðÿ òàêîé íîðìèðîâêå, ñîõðàíÿþò êîððåêòíîñòü âèäà áà-
çèñà è óñòðàíÿþò îäèí îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò â ñòîëáöå b′. Èñêëþ÷åíèå
æå â ñòðîêå äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè âàæíî ñäåëàòü òàêèì, ÷òîáû ñîõðà-
íèòü ïåðâûé èç óêàçàííûõ ïðèçíàêîâ äëÿ ïðèìåíèìîñòè è â ïîñëåäóþùåì
äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà. ×òîáû ïðîÿñíèòü ýòî, çàïèøåì ôîðìóëó
ïåðåñ÷åòà j-ãî êîýôôèöèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè ïðè èñêëþ÷åíèè:

c+j = c′j − c′sa′′kj .

Çäåñü a′′kj åñòü j-é êîýôôèöèåíò k-é ñòðîêè ïîñëå åå íîðìèðîâêè:

a′′kj = a′kj/a
′
ks.
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Ïåðâûé ïðèçíàê òðåáóåò c+j ≥ 0 ïðè èñõîäíûõ c′j ≥ 0 è c′s ≥ 0. ßñíî, ÷òî
òîëüêî äëÿ òåõ ñòîëáöîâ j ñóùåñòâóåò îïàñíîñòü íàðóøèòü òðåáîâàíèå
c+j ≥ 0, äëÿ êîòîðûõ a′′kj > 0. Òàê êàê c+j ≥ 0 ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

c′j
| a′kj |

≥ c′s
| a′ks |

,

òî âûáîð s, íîìåðà âåäóùåé ïåðåìåííîé xs, îêàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåí óñëî-
âèþ

c′s
| a′ks |

= min
j: a′

kj
<0

c′j
| a′kj |

. (4.1)

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
Äåéñòâèå 2◦. Â k-é (âåäóùåé) ñòðîêå èùóò òîëüêî ñðåäè ñâîáîä-

íûõ ïåðåìåííûõ îòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû a′kj . Åñëè èõ íåò, òî íå
ñóùåñòâóåò áàçèñíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (âûõîä èç àëãîðèòìà ñ ýòèì
ñîîáùåíèåì). Åñëè òàêîâûå åñòü, òî ñðåäè íèõ âûáèðàþò îäèí, a′ks, åãî
íîìåð s, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî òîëüêî ÷òî óêàçàííîå óñëîâèå (4.1) .
Ýëåìåíò a′ks îáúÿâëÿþò âåäóùèì.

Äåéñòâèå 3◦. Íîðìèðóþò k-þ ñòðîêó äåëåíèåì íà a′ks.
Äåéñòâèå 4◦. Âû÷èòàþò k-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ýëåìåíò a′is

ìàòðèöû çàäà÷è, èç êàæäîé i-é ñòðîêè (i 6= k).
Îòñþäà âèäíî, ÷òî äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä ðàâíîñèëåí èñêëþ-

÷åíèþ ïåðåìåííûõ ïî ñõåìå Ãàóññà-Æîðäàíà â äåéñòâèÿõ 3◦, 4◦ ïðè âû-
áîðå íà êàæäîì øàãå âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñïåöèàëüíûì ïðàâèëàì â
äåéñòâèÿõ 1◦, 2◦.

Ïðèìåð 4.1.1 Íàéòè íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå x1, x2 ≥ 0 çàäà÷è

2x1 + 3x2 ≤ 120;
3x1 + 9x2 ≤ 270;
−2x1 − 4x2 = z → min

äâîéñòâåííûì ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.

Ïðåæäå âñåãî çàïèøåì çàäà÷ó â èñõîäíîì ñòàíäàðòíîì âèäå ñ êàíîíè÷å-
ñêîé ôîðìîé äëÿ áàçèñà:

2 3 1 0 120
3 9 0 1 270
−2 −4 0 0 0

A =
(

2 3 1 0
3 9 0 1

)
, b =

(
120
270

)

cT =
(−2 −4 0 0

)
, Ax = b

cTx = z.

Ýòà ôîðìà îòâå÷àåò áàçèñíîìó ðåøåíèþ ÁÐ = (0, 0, 120, 270) = ÁÄÐ è
z = 0, êîòîðîå èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé (0, 0) íà ïëîñêîñòè Ox1x2. Âñåãî
æå çäåñü èìååòñÿ C2

4 = 6 âàðèàíòîâ âûáîðà äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ îãðàíè÷åíèé èç ÷åòûðåõ: (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4),
(3,4).
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Âàðèàíò (3,4) çàïèñàí âûøå. Çàïèøåì è âñå îñòàëüíûå âàðèàíòû, ÷òî-
áû èìåòü ïîëíóþ êàðòèíó áàçèñíûõ ðåøåíèé, ñ èõ èçîáðàæåíèåì íà ïëîñ-
êîñòè.

Âàðèàíò (1,2)

B =
(

2 3
3 9

)
, B−1 =

(
1 −1/3
−1/3 2/9

)

B−1A =
(

1 0 1 −1/3
0 1 −1/3 2/9

)
, b′ = B−1b =

(
30
20

)

1 0 1 −1/3 30
0 1 −1/3 2/9 20
0 0 2/3 2/9 140

ÁÐ=(30, 20, 0, 0)=ÁÄÐ
−140 = zmin

òî÷êà (30, 20)

Âàðèàíò (1,3)

B =
(

2 1
3 0

)
, B−1 =

(
0 1/3
1 −2/3

)

B−1A =
(

1 3 0 1/3
0 −3 1 −2/3

)
, b′ = B−1b =

(
90
−60

)

1 3 0 1/3 90
0 −3 1 −2/3 −60
0 2 0 2/3 180

ÁÐ=(90, 0,−60, 0) 6= ÁÄÐ
−180 = z < zmin

òî÷êà (90, 0)

Âàðèàíò (1,4)

B =
(

2 0
3 1

)
, B−1 =

(
1/2 0
−3/2 1

)

B−1A =
(

1 3/2 1/2 0
0 9/2 −3/2 1

)
, b′ = B−1b =

(
60
90

)

1 3/2 1/2 0 60
0 9/2 −3/2 1 90
0 −1 1 0 120

ÁÐ=(60, 0, 0, 90)=ÁÄÐ
−120 = z > zmin

òî÷êà (60, 0)

Âàðèàíò (2,3)

B =
(

3 1
9 0

)
, B−1 =

(
0 1/9
1 −1/3

)

B−1A =
(

1/3 1 0 1/9
1 0 1 −1/3

)
, b′ = B−1b =

(
30
30

)

1/3 1 0 1/9 30
1 0 1 −1/3 30
−2/3 0 0 4/9 120

ÁÐ=(0, 30, 30, 0)=ÁÄÐ
−120 = z > zmin

òî÷êà (0, 30)
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Âàðèàíò (2,4)

B =
(

3 0
9 1

)
, B−1 =

(
1/3 0
−3 1

)

B−1A =
(

2/3 1 1/3 0
−3 0 −3 1

)
, b′ = B−1b =

(
40
−90

)

2/3 1 1/3 0 40
−3 0 −3 1 −90
2/3 0 4/3 0 160

ÁÐ=(0, 40, 0,−90)
−160 = z < zmin

òî÷êà (0, 40)

×òîáû ïðèìåíèòü äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, íóæíî ñòàðòîâàòü èç
îáëàñòè z < zmin, òî åñòü èç ëþáîãî ÁÐ 6= ÁÄÐ. Â äàííîì ïðèìåðå äëÿ
ýòîãî ãîäÿòñÿ äâå òî÷êè: (90, 0) èëè (0, 40). Âîçüìåì, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå
ñòàðòîâîãî âàðèàíò (1, 3) :

A
1 3 0 1/3 90

→ 0 −3 1 −2/3 −60
0 2 0 2/3 180
↑

NB
1
3

NF
2
4

Øàã 1.
1◦. k = 2. Âûáîð âòîðîé ñòðîêè, k = 2, â êà÷åñòâå âåäóùåé ïîêàçàí âûøå,

ñëåâà îò òàáëèöû ñòðåëêîé.
2◦. min

l=1,2; j=NF (l)

(
2
|−3| ,

2/3
|−2/3|

)
= 2/3; l = 1; s = 2.

Âûáîð âòîðîãî ñòîëáöà, s = 2, â êà÷åñòâå âåäóùåãî ïîêàçàí âûøå,
ñíèçó îò òàáëèöû ñòðåëêîé.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

A
1 3 0 1/3 90
0 1 −1/3 2/9 20
0 2 0 2/3 180

A
1 0 1 −1/3 30
0 1 −1/3 2/9 20
0 0 2/3 2/9 140

NB
1
2

NF
3
4

Øàã 2.
1◦. Ðåøåíèå íàéäåíî: ÁÐ = (30, 20, 0, 0) = ÁÄÐ, −140 = zmin.

Ïðèìåð 4.1.2 Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà çàäà÷ó ïðèìåðà 4.1.1 íàëîæåíî
äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå

5x1 + 3x2 ≤ 150.
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Ìîæíî ðåøèòü âñþ çàäà÷ó, ïðèìåíÿÿ îáû÷íûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, íî ìîæíî
ñýêîíîìèòü âðåìÿ, åñëè ïðîäîëæèòü ðåøåíèå ïðèìåðà 4.1.1 ñ òîãî ìåñòà,
ãäå îíî áûëî íàéäåíî, äîáàâèâ åùå îäíî îãðàíè÷åíèå. Ñõåìà äîáàâëåíèÿ
ìîæåò áûòü òàêîé:

A b

NB NF

c −z

Îäíàêî òåõíè÷åñêè ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóäîáíûì, åñëè (A, b, c,−z) õðà-
íÿòñÿ â åäèíîì ìàññèâå. Â ýòîì ñëó÷àå áîëåå óäîáíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èëè
ðàçäåëüíîå íàèìåíîâàíèå ìàññèâîâ, èëè äðóãîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ æå è
äîáàâëåííûõ äàííûõ â åäèíîì ìàññèâå ñëåäóþùåãî âèäà:

NB

A

c

b

−z NF

Åñëè ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ äîïóñêàåò äëÿ ìàññèâà íóìåðàöèþ ñ íó-
ëÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ, òî íóëåâóþ ñòðîêó ýòîãî ìàññèâà óäîáíî îòâåñòè äëÿ
õðàíåíèÿ (−z, c), à íóëåâîé ñòîëáåö � äëÿ b. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïåðåïèøåì
ðåçóëüòàò ïðèìåðà 4.1.1 è åùå ñíèçó è ñïðàâà ê òàáëèöå äîáàâèì ñòðîêó è
ñòîëáåö äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ è äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé
x5. Ðàññìîòðèì ýòè äåéñòâèÿ.

Øàã 0. Ââîä äîïîëíèòåëüíîé ñòðîêè îãðàíè÷åíèé:
NB

1
2

(5)

140 0 0 2/3 2/9 0
30 1 0 1 −1/3 0
20 0 1 −1/3 2/9 0
150 5 3 0 0 1

NF
3
4

Çäåñü ýòà íèæíÿÿ ñòðîêà åùå íå ñîîòâåòñòâóåò êàíîíè÷åñêîìó âèäó äëÿ
áàçèñà, ïîýòîìó â NB íîìåð 5 ïîêà ïðîñòàâëåí â ñêîáêàõ. ×òîáû ýòîò âèä



4.1 Àëãîðèòì ñ êîððåêòíûì âèäîì áàçèñà 61

¾óçàêîíèòü¿, íóæíî ïðîâåñòè èñêëþ÷åíèå ïðåæíèõ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ
x1 è x2 ïî äîáàâëåííîé ñòðîêå. Çäåñü äëÿ ýòîãî äåëàþò äâà ïðåäâàðè-
òåëüíûõ âû÷èòàíèÿ èç ââåäåííîé ñòðîêè: (1) âû÷èòàþò ïåðâóþ ñòðîêó,
óìíîæåííóþ íà 5, è (2) âû÷èòàþò âòîðóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà 3. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþò:

NB
1
2

→ 5

140 0 0 2/3 2/9 0
30 1 0 1 −1/3 0
20 0 1 −1/3 2/9 0
−60 0 0 −4 1 1

↑

NF
3
4

ÁÐ = (30, 20, 0, 0,−60) 6= ÁÄÐ, −140 = z.

Øàã 1.
1◦. k = 3.
2◦. min

(
2/3
|−4|

)
= 1/6; l = 1, s = NF (l) = 3.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

140 0 0 2/3 2/9 0
30 1 0 1 −1/3 0
20 0 1 −1/3 2/9 0

→ 15 0 0 1 −1/4 −1/4
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé è îáìåíà NB(k)←→ NF (l):

NB
1
2
3

130 0 0 0 7/18 1/6
15 1 0 0 −1/12 1/4
25 0 1 0 5/36 −1/12
15 0 0 1 −1/4 −1/4

NF
5
4

ÁÐ = (15, 25, 15, 0, 0) = ÁÄÐ, −130 = zmin.

Â ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè íà ïëîñêîñòè Ox1x2 çäåñü áûëî äâèæå-
íèå îò òî÷êè (30, 20) â îáëàñòè z < zmin ê òî÷êå (15, 25). ×òî ýòà òî÷êà
åñòü ðåøåíèå çàäà÷è, ðàñïîçíàåòñÿ â íà÷àëå øàãà 2 ïî îòñóòñòâèþ îòðè-
öàòåëüíûõ çíà÷åíèé ñðåäè (15, 25, 15) â íóëåâîì ñòîëáöå ìàòðèöû. Ðåøå-
íèå íàéäåíî çà îäèí øàã, ïîñêîëüêó çäåñü äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå
áûëî íàëîæåíî, êîãäà çàïèñü çàäà÷è áûëà ïîëó÷åíà â ôîðìå íàéäåííî-
ãî ðåøåíèÿ ïðèìåðà 4.1.1. Ýòî îãðàíè÷åíèå ìîæíî íàëîæèòü íà äðóãóþ
çàïèñü çàäà÷è, ãäå êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè íåîòðèöàòåëüíû, è
òîãäà ðåøåíèå äâîéñòâåííûì ñèìïëåêñ-ìåòîäîì ìîæåò çàíÿòü áîëüøåå
÷èñëî øàãîâ.

×òîáû ïîêàçàòü ýòî, íàëîæèì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âàðè-
àíò (2, 4) ïðèìåðà 4.1.1.



62 4 Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

Øàã 0. Ââîä äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ:

NB
2
4

(5)

160 2/3 0 4/3 0 0
40 2/3 1 1/3 0 0
−90 −3 0 −3 1 0
150 5 3 0 0 1

NF
1
3

Îáåñïå÷èâàÿ ãîòîâíîñòü ê äâîéñòâåííîìó ñèìïëåêñ-ìåòîäó, èñêëþ÷àåì èç
ââåäåííîãî îãðàíè÷åíèÿ ïåðåìåííûå x2 è x4, ÿâëÿþùèåñÿ áàçèñíûìè ïå-
ðåä íà÷àëîì øàãà 0. Äëÿ ýòîãî âû÷èòàåì èç ââåäåííîé ñòðîêè k-þ ñòðîêó,
óìíîæåííóþ íà ïîäõîäÿùèé êîýôôèöèåíò; ñíà÷àëà k = 1, òî åñòü èñêëþ-
÷àåì áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ x2, òàê êàê NB(k) = NB(1) = 2, è ïîäõî-
äÿùèé êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿåìûé ýòèì íîìåðîì â äîáàâëåííîé ñòðîêå,
åñòü 3. Ïîëó÷àåì ïîñëå âû÷èòàíèÿ:

NB
2

→ 4
5

160 2/3 0 4/3 0 0
40 2/3 1 1/3 0 0
−90 −3 0 −3 1 0

30 3 0 −1 0 1
↑

NF
1
3

Çàòåì k = 2, è íóæíî èñêëþ÷èòü áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ x4, òàê êàê
NB(k) = NB(2) = 4. Îäíàêî èç-çà òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíò â ïîñëåäíåé
ñòðîêå, îïðåäåëÿåìûé ýòèì íîìåðîì, ðàâåí 0, âû÷èòàíèå íå òðåáóåòñÿ.
(Ïðîâåðêè íà íóëü òàêîãî ðîäà æåëàòåëüíû â ïðîãðàììå, ÷òîáû óñòðà-
íèòü íåíóæíûå çàòðàòû âðåìåíè). Ãîòîâíîñòü ê äâîéñòâåííîìó ñèìïëåêñ-
ìåòîäó îáåñïå÷åíà:

ÁÐ = (0, 40, 0,−90, 30) 6= ÁÄÐ, −160 = z < zmin.

Øàã 1.
1◦. k = 2 .
2◦. Â k-é ñòðîêå òîëüêî ñðåäè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ èùóò íàëè÷èå îò-

ðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. NF óêàçûâàåò, ÷òî íàäî ïðîâåðèòü 1-é
è 3-é ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè. Îíè îáà îêàçàëèñü îòðèöàòåëüíû. Ñðåäè
îòðèöàòåëüíûõ èùóò òîò, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò

min
j=1,3

(
c′j
| a′kj |

)
= min

(
2/3
| −3 | ,

4/3
| −3 |

)
= min

(
2
9
,

4
9

)
=

2
9
.

Ìèíèìóì îáåñïå÷åí ïåðâûì ýëåìåíòîì, ÷òî îòìå÷åíî â äàííîì ñëó÷àå
çíà÷åíèÿìè l = 1 è j = NB(l) = s = 1.
Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèåì 1◦ íàéäåíà âåäóùàÿ ñòðîêà, à äåéñòâèåì 2◦

íàéäåí âåäóùèé ñòîëáåö, ÷òî â òàáëèöå óêàçàíî ñòðåëêàìè. Âåäóùèé
ýëåìåíò äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñêëþ÷åíèÿ ïî ìåòîäó Ãàóññà-Æîðäàíà
íàõîäèòñÿ íà èõ ïåðåñå÷åíèè è çäåñü ðàâåí −3.
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3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

160 2/3 0 4/3 0 0
40 2/3 1 1/3 0 0

→ 30 1 0 1 −1/3 0
30 3 0 −1 0 1

↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé è îáìåíà NB(k)←→ NF (l) :

NB
2
1

→ 5

140 0 0 2/3 2/9 0
20 0 1 −1/3 2/9 0
30 1 0 1 −1/3 0
−60 0 0 −4 1 1

↑

NF
4
3

ÁÐ = (30, 20, 0, 0,−60) 6= ÁÄÐ, −140 = z < zmin.

Øàã 2.
1◦. k = 3.
2◦. l = 2, j = NF (l) = 3, s = 3.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

140 0 0 2/3 2/9 0
20 0 1 −1/3 2/9 0
30 1 0 1 −1/3 0

→ 15 0 0 1 −1/4 −1/4
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé è îáìåíà NB(k)←→ NF (l) :

NB
2
1
3

130 0 0 0 7/18 1/6
25 0 1 0 5/36 −1/12
15 1 0 0 −1/12 1/4
15 0 0 1 −1/4 −1/4

NF
4
5

ÁÐ = (15, 25, 15, 0, 0) = ÁÄÐ, −130 = zmin.

Øàã 3.
1◦. Ðåøåíèå íàéäåíî:

ÁÎÐ = (15, 25, 15, 0, 0), zmin = −130.

Â ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè çäåñü áûëî äâèæåíèå çà äâà øàãà ïî
òî÷êàì: (0, 40)→ (30, 20)→ (15, 25).
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Ïðèìåð 4.1.3 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó (ñð. ñ ïðèìåðîì 3.5.2)

2x1 ≥ 3;
x2 ≥ 1;

−2x1 + 3x2 ≤ 3;
2x1 + 3x2 ≤ 21;
−2x1 − 5x2 = z → min

è çàòåì íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå

x1 + x2 ≤ 6.

Øàã 0.
NB

3
4

→ 5
6

0 −2 −5 0 0 0 0
3 2 0 −1 0 0 0
1 0 1 0 −1 0 0
3 −2 3 0 0 1 0

21 2 3 0 0 0 1
↑

NF
1
2

ÁÐ = (0, 0,−3,−1, 3, 21) 6= ÁÄÐ, 0 = z.

Ñíà÷àëà ðåøàåì çàäà÷ó îáû÷íûì ñèìïëåêñ-ìåòîäîì, êàê â ï. 3.5.

Øàã 1.
1◦. s = 2, l = 2.
2◦. min(∞,∞, 3/3, 21/3) = 1, k = 3.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

0 −2 −5 0 0 0 0
3 2 0 −1 0 0 0
1 0 1 0 −1 0 0
1 −2/3 1 0 0 1/3 0

21 2 3 0 0 0 1

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé è îáìåíà NB(k)←→ NF (l) :

NB
3
4
2

→ 6

5 −16/3 0 0 0 5/3 0
3 2 0 −1 0 0 0
0 2/3 0 0 −1 −1/3 0
1 −2/3 1 0 0 1/3 0

18 4 0 0 0 −1 1
↑

NF
1
5

ÁÐ = (0, 1,−3, 0, 0, 18) 6= ÁÄÐ, −5 = z.

Øàã 2.
1◦. s = 1, l = 1.
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2◦. min(∞,∞,∞, 18/4) = 9/2, k = 4.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

5 −16/3 0 0 0 5/3 0
3 2 0 −1 0 0 0
0 2/3 0 0 −1 −1/3 0
1 −2/3 1 0 0 1/3 0

→ 9/2 1 0 0 0 −1/4 1/4
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé è îáìåíà NB(k)←→ NF (l) :

NB
3
4
2
1

29 0 0 0 0 1/3 4/3
−6 0 0 −1 0 1/2 −1/2
−3 0 0 0 −1 −1/6 −1/6

4 0 1 0 0 1/6 1/6
9/2 1 0 0 0 −1/4 1/4

NF
6
5

ÁÐ = (9/2, 4, 6, 3, 0, 0) = ÁÄÐ, −29 = zmin.

Òåïåðü íàêëàäûâàåì äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå è îäíîâðåìåííî â
ïîëó÷åííîì òîëüêî ÷òî ðåøåíèè îáåñïå÷èâàåì êîððåêòíûé âèä áàçèñà
(óìíîæàåì íà ¾−1¿ ïåðâûå äâå ñòðîêè). Íóìåðàöèþ øàãîâ íà÷èíàåì çà-
íîâî, ïåðåõîäÿ ê ïðèìåíåíèþ äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà.

Øàã 0.
NB

3
4
2
1

(7)

29 0 0 0 0 1/3 4/3 0
6 0 0 1 0 −1/2 1/2 0
3 0 0 0 1 1/6 1/6 0
4 0 1 0 0 1/6 1/6 0

9/2 1 0 0 0 −1/4 1/4 0
6 1 1 0 0 0 0 1

NF
6
5

Èñêëþ÷àåì èç äîáàâëåííîé ñòðîêè îãðàíè÷åíèé òå ïåðåìåííûå, êîòîðûå
äî ýòîãî áûëè â ñïèñêå áàçèñíûõ, (3, 4, 2, 1), è êîòîðûå âîøëè â ýòó ñòðîêó
íå ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè (ò. å. 1 è 2). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåì ñõåìó
Ãàóññà èñêëþ÷åíèÿ ïî äîáàâëåííîé ñòðîêå, ïîñëå ÷åãî èìååì:

NB
3
4
2
1

→ 7

29 0 0 0 0 1/3 4/3 0
6 0 0 1 0 −1/2 1/2 0
3 0 0 0 1 1/6 1/6 0
4 0 1 0 0 1/6 1/6 0

9/2 1 0 0 0 −1/4 1/4 0
−5/2 0 0 0 0 1/12 −5/12 1

↑

NF
6
5

ÁÐ = (9/2, 4, 6, 3, 0, 0,−5/2) 6= ÁÄÐ, −29 = z.
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Ñ ýòîãî ìîìåíòà ñòàðòóåò äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä.

Øàã 1.
1◦. k = 5. Ïåðåìåííóþ x7, NB(5) = 7, áóäåì âûâîäèòü èç áàçèñà, òàê êàê

x7 = −5/2 < 0.
2◦. s = 6, l = 1, òàê êàê

min
l,j=NF (l):a′

kj
<0

(
c′j
| a′kj |

)
= min

j=6

(
4/3

| −5/12 |
)

=
16
5
.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

29 0 0 0 0 1/3 4/3 0
6 0 0 1 0 −1/2 1/2 0
3 0 0 0 1 1/6 1/6 0
4 0 1 0 0 1/6 1/6 0

9/2 1 0 0 0 −1/4 1/4 0
→ 6 0 0 0 0 −1/5 1 −12/5

↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé è îáìåíà NB(k)←→ NF (l) :

NB
3
4
2
1
6

21 0 0 0 0 3/5 0 16/5
3 0 0 1 0 −2/5 0 6/5
2 0 0 0 1 1/5 0 2/5
3 0 1 0 0 1/5 0 2/5
3 1 0 0 0 −1/5 0 3/5
6 0 0 0 0 −1/5 1 −12/5

NF
7
5

ÁÐ = (3, 3, 3, 2, 0, 6, 0) = ÁÄÐ, −21 = zmin.

Ïîêàæåì îñîáåííîñòè, êîãäà äîïîëíèòåëüíî íàëîæåííîå îãðàíè÷åíèå èìå-
åò âèä ¾=¿.

Ïðèìåð 4.1.4 Ðåøèòü çàäà÷ó ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà 4.1.3 è çàòåì íà-
ëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå

x1 + x2 = 6.

Ïðîäîëæèì ðåøåíèå ïîñëå çàâåðøåíèÿ øàãà 2 è äëÿ ýòîãî îãðàíè-
÷åíèÿ ââåäåì èñêóññòâåííóþ ïåðåìåííóþ x7 è èñêóññòâåííóþ öåëåâóþ
ôóíêöèþ w = x7. Ñ ýòîãî ìîìåíòà íóìåðàöèþ øàãîâ íà÷íåì çàíîâî. Çà-
ïèñü ñèìïëåêñ-òàáëèö áóäåì âåñòè â ôîðìå, ïðèíÿòîé çäåñü âåçäå, êðîìå
ïðèìåðîâ 4.1.2 è 4.1.3. Êðîìå òîãî, îáåñïå÷èì êîððåêòíûé âèä áàçèñà
(àëãîðèòì áåç ýòîãî âèäà áàçèñà èçëîæåí íèæå, â ï. 4.2).
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Øàã 0.

0 0 1 0 −1/2 1/2 0 6
0 0 0 1 1/6 1/6 0 3
0 1 0 0 1/6 1/6 0 4
1 0 0 0 −1/4 1/4 0 9/2
1 1 0 0 0 0 1 6
0 0 0 0 1/3 4/3 0 29
0 0 0 0 0 0 1 0

NB
3
4

(2)
(1)
(7)

NF
5
6

Èç-çà ââåäåíèÿ òðåòüåé ñíèçó ñòðîêè (ïÿòîå îãðàíè÷åíèå) ïåðåìåí-
íûå x2, x1 ïåðåñòàëè áûòü áàçèñíûìè. Òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîêà áàçèñíîé
è èñêóññòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x7 ïî îòíîøåíèþ ê èñêóññòâåííîé öåëåâîé
ôóíêöèè (ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà). Ëåãêî âîññòàíîâèòü äëÿ íèõ âõîæäåíèå â
÷èñëî áàçèñíûõ: íóæíî èñêëþ÷èòü ïåðåìåííûå x2, x1 èç ïÿòîãî îãðàíè-
÷åíèÿ è ïåðåìåííóþ x7 èç ïîñëåäíåé ñòðîêè ïóòåì î÷åâèäíûõ âû÷èòàíèé
ñòðîê. Ïîëó÷èì:

0 0 1 0 −1/2 1/2 0 6
0 0 0 1 1/6 1/6 0 3
0 1 0 0 1/6 1/6 0 4
1 0 0 0 −1/4 1/4 0 9/2

→ 0 0 0 0 1/12 −5/12 1 −5/2
0 0 0 0 1/3 4/3 0 29
0 0 0 0 −1/12 5/12 0 5/2

↑

NB
3
4
2
1
7

NF
1 5
2 6

ÁÐ = (9/2, 4, 6, 3, 0, 0,−5/2) 6= ÁÄÐ, z = −29, w = −5/2.

Ýòàï I. Îáû÷íûé ñèìïëåêñ-ìåòîä äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè w, ïîñêîëüêó â
íèæíåé ñòðîêå èìååòñÿ îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò −1/12.

Øàã 1.
1◦. l = 1, s = 5.
2◦. min

(
∞, 3

1/6 ,
4

1/6 ,∞,−∞
)
.

Ñîãëàñíî òàáë. 3.4.1, ¾−∞¿ îçíà÷àåò ¾çàïðåò¿. Åñëè âñå æå âåäóùóþ
ñòðîêó âûáðàòü ïî ýòîìó ïðèçíàêó, â äàííîì ïðèìåðå k = 5, òî ýòî
áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ x5 òåïåðü ñòàíåò áàçèñíîé,
íî ñ îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì (ýòî è åñòü ¾çàïðåò¿ âûõîäà èç äî-
ïóñòèìîé îáëàñòè). Îäíàêî x5, ñòàíîâÿñü îòðèöàòåëüíîé, áëàãîäàðÿ
îòðèöàòåëüíîìó êîýôôèöèåíòó −1/12, óâåëè÷èò èñêóññòâåííóþ öåëå-
âóþ ôóíêöèþ îò åå çíà÷åíèÿ −5/2. Ýòî è íóæíî, òàê êàê Ýòàï I äîë-
æåí çàâåðøèòüñÿ çíà÷åíèåì w = 0. Ïîýòîìó âûáîð k = 5 îïðàâäàí
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è ôàêòè÷åñêè íå äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàïðåòíûé. (¾Çàïðåò¿
îçíà÷àåò ëèøü âûõîä èç äîïóñòèìîé îáëàñòè, êóäà âñåãäà ñíîâà ìîæíî
ïîïàñòü ñ ïðèìåíåíèåì äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà).

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

0 0 1 0 −1/2 1/2 0 6
0 0 0 1 1/6 1/6 0 3
0 1 0 0 1/6 1/6 0 4
1 0 0 0 −1/4 1/4 0 9/2

→ 0 0 0 0 1 −5 12 −30
0 0 0 0 1/3 4/3 0 29
0 0 0 0 −1/12 5/12 0 5/2

↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 0 1 0 0 −2 6 −9
0 0 0 1 0 1 −2 8
0 1 0 0 0 1 −2 9
1 0 0 0 0 −1 3 −3

→ 0 0 0 0 1 −5 12 −30
0 0 0 0 0 3 −4 39
0 0 0 0 0 0 1 0

↑

NB
3
4
2
1
5

NF
1 7
2 6

ÁÐ = (−3, 9,−9, 8,−30, 0, 0) 6= ÁÄÐ, z = −39, w = 0.

Ýòàï I óñïåøíî çàâåðøåí. Hèæíÿÿ ñòðîêà, ñåäüìîé ñòîëáåö è NF (1) = 7
ìîãóò áûòü âû÷åðêíóòû. Ïîñëå ýòîãî âèä îñòàâøåéñÿ íèæíåé ñòðîêè
êîýôôèöèåíòîâ (0, 0, 0, 0, 0, 3) è âèä ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (−9, 8, 9,
−3,−30) ãîâîðÿò, ÷òî äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíèòü äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-
ìåòîä ïî îòíîøåíèþ ê öåëåâîé ôóíêöèè z.

Ýòàï II. Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä ñ êîððåêòíûì âèäîì áàçèñà (ñì.
ï. 4.1).

Øàã 2.
1◦. k = 5.
2◦. s = 6.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:
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0 0 1 0 0 −2 −9
0 0 0 1 0 1 8
0 1 0 0 0 1 9
1 0 0 0 0 −1 −3

→ 0 0 0 0 −1/5 1 6
0 0 0 0 0 3 39

↑
4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 0 1 0 −2/5 0 3
0 0 0 1 1/5 0 2
0 1 0 0 1/5 0 3
1 0 0 0 −1/5 0 3
0 0 0 0 −1/5 1 6
0 0 0 0 3/5 0 21

NB
3
4
2
1
6

NF
(7)
5

ÁÐ = (3, 3, 3, 2, 0, 6) = ÁÄÐ, z = −21.

Øàã 3.
1◦. Ïîëó÷åííîå âûøå ÁÄÐ ÿâëÿåòñÿ ÎÁÄÐ (îïòèìàëüíûì ÁÄÐ), ïî-

ñêîëüêó íåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â ïðàâîì ñòîëáöå òàáëèöû, è
zmin = −21.

Ãåîìåòðè÷åñêè, íà ïëîñêîñòè Ox1x2, çäåñü ïîñëå íàëîæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ
òèïà ðàâåíñòâà x1+x2 = 6 ïðîèçîøëî äâèæåíèå èç òî÷êè (9/2, 4), êîòîðàÿ
áûëà îïòèìàëüíîé äî íàëîæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ, â òî÷êó (−3, 9) ïåðåñå÷å-
íèÿ ëèíèé 2x1 + 3x2 = 21 è x1 + x2 = 6 çà ïðåäåëû äîïóñòèìîé îáëàñòè
(øàã 1). Ñëåäóþùåå äâèæåíèå (øàã 2) ïðîèçîøëî â òî÷êó (3, 3), äîñòàâ-
ëÿþùóþ ìèíèìóì ôóíêöèè z.

Çàìå÷àíèå 4.1.1 Èç ñðàâíåíèÿ ïðèìåðîâ 4.1.3 è 4.1.4 âèäíî, ÷òî îãðà-
íè÷åíèå òèïà ¾=¿ òðåáóåò ââåäåíèÿ èñêóññòâåííîé ïåðåìåííîé è èñ-
êóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèè.

4.2 Àëãîðèòì áåç êîððåêòíîãî âèäà áàçèñà

Âûøå äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä èçëîæåí äëÿ ñèòóàöèé, êîãäà âñå
íåðàâåíñòâà â îãðàíè÷åíèÿõ çàäà÷è çàðàíåå ïðèâåäåíû ê âèäó ¾ìåíüøå
èëè ðàâíî¿. Òîãäà äîáàâëåííûå ïåðåìåííûå âõîäÿò ñ êîýôôèöèåíòàìè
¾+1¿, è ñëåäîâàòåëüíî, ýòè, à òàêæå è âñå ïîñëåäóþùèå áàçèñíûå ïå-
ðåìåííûå èìåþò â êà÷åñòâå âåêòîðîâ îãðàíè÷åíèé ñòîëáöû åäèíè÷íîé
ìàòðèöû. Òàêîé áàçèñ (â âèäå ñòîëáöîâ åäèíè÷íîé ìàòðèöû) óñëîâíî íà-
çûâàþò êîððåêòíûì, ÷òîáû îòëè÷èòü åãî îò äðóãèõ ñèòóàöèé, êîãäà îäíè
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áàçèñíûå ïåðåìåííûå âõîäÿò â îãðàíè÷åíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì ¾+1¿, à
äðóãèå ñ êîýôôèöèåíòàìè ¾−1¿. Î÷åâèäíî, ýòè ñèòóàöèè ñîîòâåòñòâóþò
âêëþ÷åíèþ îãðàíè÷åíèé êàê âèäà ¾ìåíüøå èëè ðàâíî¿, òàê è ¾áîëüøå
èëè ðàâíî¿ â èñõîäíóþ çàïèñü çàäà÷è.

Èçëîæåíèå äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ ýòîãî âàðèàíòà âêëþ-
÷èì â ñëåäóþùèé ïðèìåð, êîòîðûé èëëþñòðèðóåò òàêæå òèï óñëîâèé,
ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå óäîáíî íà÷èíàòü èñêàòü èìåííî äâîéñòâåííûì
ñèìïëåêñ-ìåòîäîì: íà÷àëî êîîðäèíàò, îáû÷íî ñëóæàùåå ñòàðòîâîé òî÷-
êîé, ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå, ãäå z < zmin.

Çàìå÷àíèå 4.2.1 Ïðåáûâàíèå òåêóùåãî áàçèñíîãî ðåøåíèÿ â ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå z < zmin îáíàðóæèâàþò ïî óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè êî-
ýôôèöèåíòîâ ïðè íåáàçèñíûõ (ñâîáîäíûõ) ïåðåìåííûõ â ñòðîêå öåëåâîé
ôóíêöèè è íàëè÷èþ ñðåäè íèõ ïîëîæèòåëüíûõ. Ëèøü ýòî óñëîâèå ðàç-
ðåøàåò ïðèìåíÿòü äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä.

Ïðèìåð 4.2.1 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó:

2x1 + 3x2 ≥ 6;
2x1 + 6x2 ≥ 9;
2x1 + 2x2 ≤ 7;
x1 + 4x2 = z → min .

Øàã 0.

x1 x2 x3 x4 x5 b
′

2 3 −1 0 0 6
→ 2 6 0 −1 0 9

2 2 0 0 1 7
1 4 0 0 0 0
↑

NB
1 3
2 4
3 5

NF
1 1
2 2

ÁÐ = (0, 0,−6,−9, 7) 6= ÁÄÐ, 0 = z.

Ðàçðåøåíî ïðèìåíÿòü äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä.

Øàã 1.
1◦. Ñìîòðÿò ÷åðåç NB(i) íà ñòîëáåö b′ è íàõîäÿò òå ñòðîêè, ãäå ïðîèç-

âåäåíèå a′[i,NB(i)] · b′(i) < 0. Èç íèõ âûáèðàþò íîìåð k-é ñòðîêè, â
êîòîðîé ýòî îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî íàèìåíüøåå. Åñëè òàêèõ ñòðîê íå
íàéäåíî, òî çàäà÷à ðåøåíà, êîíåö. Çäåñü k = 2.

2◦. Ñìîòðÿò ÷åðåç NF (i) íà òå êîýôôèöèåíòû äëÿ ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ â k-é ñòðîêå, êîòîðûå ïîëîæèòåëüíû, åñëè a′[k,NB(k)] = −1, è
îòðèöàòåëüíû, åñëè a′[k,NB(k)] = +1. Ñðåäè íèõ âûáèðàþò òàêîé,
êîòîðûé äîñòàâëÿåò
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min
j

(
c′j
| a′kj |

)
.

Â äàííîì ïðèìåðå

min
(

1
| 2 | ,

4
| 6 |

)
=

1
2
.

Ôèêñèðóþò íîìåðà i = l è s = NF (l), ïðè êîòîðûõ ýòîò ìèíèìóì
íàéäåí, â äàííîì ïðèìåðå l = 1, s = 1.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè k-é ñòðîêè äåëåíèåì åå íà âåäóùèé ýëåìåíò a′ks, â
äàííîì ïðèìåðå a′ks = 2, íàõîäÿò:

2 3 −1 0 0 6
→ 1 3 0 −1/2 0 9/2

2 2 0 0 1 7
1 4 0 0 0 0
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé k-é ñòðîêè, óìíîæàåìîé íà a′is, èç âñåõ äðóãèõ ñòðîê
(i 6= k) è ïîñëå çàìåíû NB(k)←→ NF (l), íàõîäÿò:

0 −3 −1 1 0 −3
1 3 0 −1/2 0 9/2

→ 0 −4 0 1 1 −2
0 1 0 1/2 0 −9/2
↑

NB
1 3
2 1
3 5

NF
1 4
2 2

ÁÐ = (9/2, 0, 3, 0,−2) 6= ÁÄÐ, 9/2 = z.

Øàã 2.
1◦. a′[3, NB(3)] · b′(3) < 0, ⇒ k = 3.

2◦. a′[3, NB(3)] = +1; îäèí îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò −4 ⇒ l = 2,
s = 2.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

0 −3 −1 1 0 −3
1 3 0 −1/2 0 9/2

→ 0 1 0 −1/4 −1/4 1/2
0 1 0 1/2 0 −9/2
↑
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4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 0 −1 1/4 −3/4 −3/2
1 0 0 1/4 3/4 3
0 1 0 −1/4 −1/4 1/2
0 0 0 3/4 1/4 −5

NB
1 3
2 1
3 2

NF
1 4
2 5

ÁÐ = (3, 1/2, 3/2, 0, 0) = ÎÁÄÐ, 5 = z = zmin.

Øàã 3.
1◦. Âñå a′[i,NB(i)] · b′(i) ≥ 0, ⇒ êîíåö.

Çàìå÷àíèå 4.2.2 Èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå ñ èñêóññòâåííîé öåëåâîé
ôóíêöèåé, êàê â ï. 3.6, è äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, íà ïåðâûé
âçãëÿä, íåñîâìåñòèìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêèå ïåðåìåííûå ââåñòè
äëÿ âñåõ îãðàíè÷åíèé òèïà ¾≥¿ è ¾=¿, òî âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ ïåðåé-
äóò â êàòåãîðèþ ÁÄÐ (áàçèñíûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé). Â ðåçóëüòàòå
èñ÷åçíóò óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà, êî-
òîðûé ðàáîòàåò ëèøü â îáëàñòè, ãäå ÁÐ 6= ÁÄÐ (cì. ïîäðîáíåå ï. 4.3).

Ýòî çàìå÷àíèå èëëþñòðèðóåì ñëåäóþùåé çàäà÷åé, ãäå â ïåðâîì ïðèìå-
ðå îãðàíè÷åíèå òèïà ¾=¿ ââîäèì â ðåøåíèå íå ñ ïîìîùüþ èñêóññòâåííîé
ïåðåìåíîé x6 ñ èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé w = x6, à ñ çàìåíîé ¾=¿
íà ¾≤¿ è îäíîâðåìåííî ¾≥¿ (ïðàêòè÷åñêè òàêîé ïðèåì ìîæåò îêàçàòüñÿ
÷óâñòâèòåëüíûì ê îøèáêàì âû÷èñëåíèé).

Ïðèìåð 4.2.2 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó

2x1 + 3x2 ≥ 6;
2x1 + 6x2 ≥ 9;
x1 + x2 ≤ 4;

2x1 + 2x2 = 7;
x1 + 2x2 = z → min .

Øàã 0.

2 3 −1 0 0 0 0 6
→ 2 6 0 −1 0 0 0 9

1 1 0 0 1 0 0 4
2 2 0 0 0 1 0 7
2 2 0 0 0 0 −1 7
1 2 0 0 0 0 0 0
↑

NB
1 3
2 4
3 5
4 6
5 7

NF
1 1
2 2

ÁÐ = (0, 0,−6,−9, 4, 7,−7) 6= ÁÄÐ, 0 = z.
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Ðàçðåøåíî ïðèìåíÿòü äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä.

Øàã 1.
1◦. a′[1, NB(1)] · b′(1) = −6 < 0;

a′[2, NB(2)] · b′(2) = −9 < 0;
a′[5, NB(5)] · b′(5) = −7 < 0, ⇒ k = 2.

2◦. a′[2, NB(2)] = −1. Äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòà:
a′[2, NF (1)] = 2, a′[2, NF (2)] = 6. Äëÿ íèõ

min
(

1
| 2 | ,

2
| 6 |

)
=

1
3
, ⇒ l = 2, s = 2.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

2 3 −1 0 0 0 0 6
→ 1/3 1 0 −1/6 0 0 0 3/2

1 1 0 0 1 0 0 4
2 2 0 0 0 1 0 7
2 2 0 0 0 0 −1 7
1 2 0 0 0 0 0 0
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

1 0 −1 1/2 0 0 0 3/2
1/3 1 0 −1/6 0 0 0 3/2
2/3 0 0 1/6 1 0 0 5/2
4/3 0 0 1/3 0 1 0 4

→ 4/3 0 0 1/3 0 0 −1 4
1/3 0 0 1/3 0 0 0 −3
↑

NB
1 3
2 2
3 5
4 6
5 7

NF
1 1
2 4

ÁÐ = (0, 3/2,−3/2, 0, 5/2, 4,−4) 6= ÁÄÐ, 3 = z.

Øàã 2.
1◦. a′[1, NB(1)] · b′(1) = −3/2 < 0;

a′[5, NB(5)] · b′(5) = −4 < 0, ⇒ k = 5.

2◦. a′[5, NB(5)] = −1 & a′[5, NF (1)] = 4/3 > 0 &
a′[5, NF (2)] = 1/3 > 0, ⇒

min
(

1/3
| 4/3 | ,

1/3
| 1/3 |

)
=

1
4
, ⇒ l = 1, s = 1.
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3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:
1 0 −1 1/2 0 0 0 3/2

1/3 1 0 −1/6 0 0 0 3/2
2/3 0 0 1/6 1 0 0 5/2
4/3 0 0 1/3 0 1 0 4

→ 1 0 0 1/4 0 0 −3/4 3
1/3 0 0 1/3 0 0 0 −3
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 0 −1 1/4 0 0 3/4 −3/2
0 1 0 −1/4 0 0 1/4 1/2
0 0 0 0 1 0 1/2 1/2
0 0 0 0 0 1 1 0
1 0 0 1/4 0 0 −3/4 3
0 0 0 1/4 0 0 1/4 −4

NB
1 3
2 2
3 5
4 6
5 1

NF
1 7
2 4

ÁÐ = (3, 1/2, 3/2, 0, 1/2, 0, 0) = ÎÁÄÐ, −4 = zmin.

Øàã 3.
1◦. Âñå a′[i,NB(i)] · b′(i) ≥ 0, ⇒ êîíåö.

4.3 Àëãîðèòì áåç êîððåêòíîãî âèäà áàçèñà
ñ èñêóññòâåííûìè ïåðåìåííûìè

Íà ïðèìåðå ïðåäûäóùåé çàäà÷è (ñì. ïðèìåð 4.2.2) ïîêàæåì ñîâìå-
ñòèìîñòü èñêóññòâåííûõ ïåðåìåííûõ è äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà.
Ïðèìåð 4.3.1 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó

2x1 + 3x2 ≥ 6;
2x1 + 6x2 ≥ 9;
x1 + x2 ≤ 4;

2x1 + 2x2 = 7;
x1 + 2x2 = z → min .

Çäåñü â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ åñòü îãðàíè÷åíèå òèïà ¾=¿. Òîëüêî äëÿ íåãî
ââåäåì èñêóññòâåííóþ ïåðåìåííóþ x6 è ôóíêöèþ w = x6.
Øàã 0.

2 3 −1 0 0 0 6
2 6 0 −1 0 0 9
1 1 0 0 1 0 4
2 2 0 0 0 1 7
1 2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
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Hèæíÿÿ ñòðîêà çäåñü îòâåäåíà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ è çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè w. ×òîáû â íà÷àëüíîå ÁÐ, ïðèìåíèòåëüíî ê w, âîøëè ïåðåìåííûå
(x3, x4, x5, x6), ñäåëàåì ïîäãîòîâèòåëüíîå âû÷èòàíèå, ò. å. èñêëþ÷èì x6 èç
ñòðîêè (âûðàæåíèÿ) äëÿ w. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå:

2 3 −1 0 0 0 6
2 6 0 −1 0 0 9
1 1 0 0 1 0 4

→ 2 2 0 0 0 1 7
1 2 0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0 −7
↑

NB
3
4
5
6

NF
1 1
2 2

ÁÐ = (0, 0,−6,−9, 4, 7) 6= ÁÄÐ, 0 = z, 7 = w.

Ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå òàáëèöû ðàñïîçíàåì, ÷òî äëÿ ìèíèìèçàöèè öåëå-
âîé ôóíêöèè w (ýòàï I) çäåñü äîëæåí áûòü ïðèìåíåí îáû÷íûé (íåäâîé-
ñòâåííûé) ñèìïëåêñ-ìåòîä áåç ïîðîæäåíèÿ íà÷àëüíîãî ÁÄÐ (ñì. ï. 3.5).
Ýòàï I. Øàã 1.

1◦. l = 1, s = 1.
2◦. min

(∞,∞, 4
1 ,

7
2

)
= 7/2 ⇒ k = 4.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

2 3 −1 0 0 0 6
2 6 0 −1 0 0 9
1 1 0 0 1 0 4

→ 1 1 0 0 0 1/2 7/2
1 2 0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0 −7
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 1 −1 0 0 −1 −1
→ 0 4 0 −1 0 −1 2

0 0 0 0 1 −1/2 1/2
1 1 0 0 0 1/2 7/2
0 1 0 0 0 −1/2 −7/2
0 0 0 0 0 1 0
↑

NB
3
4
5
1

NF
1 6
2 2

ÁÐ = (7/2, 0, 1,−2, 1/2, 0) 6= ÁÄÐ, 7/2 = z, 0 = w.
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Ýòàï I óñïåøíî çàâåðøåí, èñêóññòâåííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (ïîñëåäíÿÿ
ñòðîêà) è èñêóññòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x6 äàëåå íå íóæíû. Îäíàêî ÁÐ îñòà-
ëîñü íåäîïóñòèìûì. Äàëåå, ïî âòîðîé ñíèçó ñòðîêå ðàñïîçíàåì, ÷òî äîë-
æåí áûòü ïðèìåíåí äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä (ñì. çàìå÷àíèå 4.2.1 â
ï. 4.2).
Ýòàï II. Øàã 2.

1◦. a′[2, NB(2)] · b′(2) = −2 < 0, ⇒ k = 2.
2◦. a′[2, NB(2)] = −1, îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò,

a′[2, NF (2)] = 4, ⇒

min
j

(
c′j
| a′kj |

)
= min

(
1
| 4 |

)
=

1
4
, ⇒ l = 2, s = 2.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

0 1 −1 0 0 −1
→ 0 1 0 −1/4 0 1/2

0 0 0 0 1 1/2
1 1 0 0 0 7/2
0 1 0 0 0 −7/2
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 0 −1 1/4 0 −3/2
0 1 0 −1/4 0 1/2
0 0 0 0 1 1/2
1 0 0 1/4 0 3
0 0 0 1/4 0 −4

NB
3
2
5
1

NF
1 6
2 4

ÁÐ = (3, 1/2, 3/2, 0, 1/2) = ÁÄÐ, 4 = z.

Øàã 3.
1◦. Âñå a′[i,NB(i)] · b′(i) ≥ 0, ⇒ íàéäåííîå ÁÄÐ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì

ÎÁÄÐ è zmin = 4, ⇒ êîíåö.
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Ýòîò âàðèàíò íàçûâàþò òàêæå óëó÷øåííûì ñèìïëåêñ-
ìåòîäîì, ïîñêîëüêó îí óìåíüøàåò îáúåì âû÷èñëåíèé íà êàæ-
äîì øàãå äî íåîáõîäèìîãî ìèíèìóìà. Ýòîò ìèíèíóì ïî÷òè
î÷åâèäåí: (1◦) ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêóþ íåáàçèñíóþ ïåðåìåí-
íóþ ââåñòè â áàçèñ, íàì íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî (n−m) êîýô-
ôèöèåíòîâ äëÿ íèõ â ñòðîêå öåëåâîé ôóíêöèè; (2◦) îïðåäåëèâ,
êàêóþ ïåðåìåííóþ ââîäèòü, ñêàæåì, xs, ìû äîëæíû ïðîàíà-
ëèçèðîâàòü òîëüêî m ÷èñåë â ñòîëáöå a′s è m ÷èñåë â ñòîëáöå
b′, ÷òîáû ðåøèòü, êàêóþ áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ óäàëèòü èç áà-
çèñà. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûáðàòü âåäóùèé ýëåìåíò â ñòàí-
äàðòíîì ñèìïëåêñ-ìåòîäå, íàì íóæíî èìåòü â ðàñïîðÿæåíèè
òîëüêî (n+m) ÷èñåë.

Ïîäîáíûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-
ìåòîä: (1◦) ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêóþ áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ
óäàëèòü èç áàçèñà, íàì íóæíî çíàòü òîëüêî m ÷èñåë â ñòîëá-
öå b′ ïðè âûáîðå íîìåðà k îäíîãî èç ýòèõ ÷èñåë; (2◦) îïðå-
äåëèâ, ÷òî óäàëÿòü, ñêàæåì, ïåðåìåííóþ xr, r = NB(k), ìû
äîëæíû ïðîàíàëèçèðîâàòü òîëüêî (n − m) ÷èñåë â k-é ñòðî-
êå è (n−m) ÷èñåë â ñòðîêå öåëåâîé ôóíêöèè, ÷òîáû ðåøèòü,
êàêóþ èç (n−m) íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ ââåñòè â áàçèñ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ÷òîáû âûáðàòü âåäóùèé ýëåìåíò â äâîéñòâåííîì
ñèìïëåêñ-ìåòîäå, íàì íóæíî èìåòü â ðàñïîðÿæåíèè òîëüêî
2n−m ÷èñåë.

ßñíî, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì áûë áû òàêîé ïîðÿäîê
âû÷èñëåíèé: ñíà÷àëà âû÷èñëèòü òå ÷èñëà, êîòîðûå íóæíû äëÿ
âûøåóêàçàííîãî äåéñòâèÿ 1◦, è çàòåì � ÷èñëà äëÿ äåéñòâèÿ 2◦,
è âûïîëíèòü ýòè äåéñòâèÿ, òåì ñàìûì îñóùåñòâëÿÿ òðåáóåìîå
¾ïåðåêëþ÷åíèå¿ ïåðåìåííûõ. ×òî æå êàñàåòñÿ äåéñòâèé 3◦ è
4◦, ñîñòàâëÿþùèõ ìåòîä Ãàóññà-Æîðäàíà, òî èõ ìîæíî è âî-
âñå èñêëþ÷èòü, åñëè òàê îñóùåñòâèòü îáìåí ïåðåìåííûõ, ÷òî
äåéñòâèÿ 1◦ è 2◦ íà ñëåäóþùåì øàãå ìîãóò áûòü ïîâòîðåíû.
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Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå êàíîíè-
÷åñêóþ ôîðìó çàäà÷è äëÿ òåêóùåãî áàçèñà ìîæíî ïîëó÷àòü
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ òàêèõ ôîðì íåïîñðåäñòâåííî èç èñõîä-
íîé çàïèñè ñòàíäàðòíîé çàäà÷è ËÏ. ×òîáû îñóùåñòâèòü ýòó
èäåþ, íóæíî: (1) ñîõðàíÿòü èñõîäíóþ çàïèñü çàäà÷è íà ïðî-
òÿæåíèè âñåé ðàáîòû ìåòîäà, � ýòà òà öåíà, êîòîðóþ ïðèõî-
äèòñÿ ïëàòèòü çà áîëüøåå áûñòðîäåéñòâèå; (2) èñïîëüçîâàòü
òàê íàçûâàåìûå ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëè π � êîýôôèöèåíòû äëÿ
íåïîñðåäñòâåííîãî ïåðåõîäà îò èñõîäíîé çàïèñè çàäà÷è ê åå òå-
êóùåé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå äëÿ áàçèñà; è (3) èñïîëüçîâàòü îá-
ðàùåííûé áàçèñ B−1 � ìàòðèöó ðàçìåðàm×m, ïîçâîëÿþùóþ
âû÷èñëÿòü íà êàæäîì øàãå âåäóùèé ñòîëáåö a′s è îáíîâëÿòü
ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëè π, ò. å. ïîëó÷àòü âñå ÷èñëà, íåîáõîäèìûå
äëÿ äåéñòâèé 1◦ è 2◦.

5.1 Ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëè

Ïóñòü äàíà èñõîäíàÿ çàïèñü ñòàíäàðòíîé çàäà÷è ËÏ:

Ax = b, x ∈ IRn, b ∈ IRm, m < n

rank(A) = m, x ≥ 0, cTx = z → min .

Òåêóùèé øàã ñèìïëåêñ-âû÷èñëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàêèì-íèáóäü âûáîðîì
m ýëåìåíòîâ âåêòîðà x äëÿ âêëþ÷åíèÿ èõ â íàáîð áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ,
xB , ïðè ýòîì îñòàëüíûå n−m ýëåìåíòîâ îêàçûâàþòñÿ âêëþ÷åíû â íàáîð
íåáàçèñíûõ (ñâîáîäíûõ) ïåðåìåííûõ, xF . Äîïóñòèì, òàêîé âûáîð ñäåëàí,
è îêàçàëîñü x = (xB , xF ).

Çàìå÷àíèå 5.1.1 Äîïóùåíèå, ÷òî èìåííî ïåðâûå m ýëåìåíòîâ âåêòîðà
x âîøëè â xB , íå îãðàíè÷èòåëüíî è ñäåëàíî ëèøü äëÿ óäîáñòâà èçëîæå-
íèÿ è çàïèñåé.

Âûáîð xB îçíà÷àåò, ÷òî èç n ñòîëáöîâ ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé A âû-
áðàíû m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, êàê èçâåñòíî, îáðàçóþùèõ áà-
çèñ â IRm. Ýòó ñîâîêóïíîñòü ñòîëáöîâ, óïîðÿäî÷åííóþ ñîãëàñíî ïîðÿäêó
âõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà x â xB , íàçûâàþò ¾òåêóùèì áàçèñîì¿ è
ðàññìàòðèâàþò â âèäå ìàòðèöû B. Åñòåñòâåííî, ÷òî è ýëåìåíòû âåêòîðà c
êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè îêàçûâàþòñÿ ðàçäåëåíû íà äâå ãðóïïû:
cB � äëÿ xB è cF � äëÿ xF .

Ïðè ñäåëàííîì äîïóùåíèè èìååì äëÿ èñõîäíîé çàïèñè çàäà÷è ñëåäó-
þùåå ïðåäñòàâëåíèå:
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[
B R
cTB cTF

] [
xB

xF

]
=
[

b
z → min

]
, (5.1)

ãäå ÷åðåç R îáîçíà÷åíà ìàòðèöà ñòîëáöîâ, ñ êîòîðûìè âõîäÿò â ñèñòåìó
îãðàíè÷åíèé

Ax = BxB +RxF = b (5.2)
íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå â ïîðÿäêå èõ âîçðàñòàþùåé íóìåðàöèè â xF .

Òåêóùèé øàã ñèìïëåêñ-ìåòîäà òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ êàíîíè÷åñêîé
ôîðìû çàäà÷è äëÿ âûáðàííîãî áàçèñà âìåñòî äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èñ-
õîäíîé çàïèñè çàäà÷è. Êàê èçëîæåíî â ï. 3.1, ýòîãî äîñòèãàþò â äâà äåé-
ñòâèÿ:
1) óìíîæåíèå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ îãðàíè÷åíèé (5.2) ñëåâà íà îáðà-

ùåííûé áàçèñ B−1, ÷òîáû èìåòü îãðàíè÷åíèÿ â âèäå óðàâíåíèÿ

[I A′]
[
xB

xF

]
= b′, A′ = B−1R, b′ = B−1b,

2) óìíîæåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íà cTB ñëåâà ñ ïîëó÷åíèåì çàïèñè

[cTB cTBA
′]
[
xB

xF

]
= cTBb

′,

êîòîðóþ çàòåì âû÷èòàþò èç óðàâíåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, ÷òîáû ee
ïðåäñòàâèòü â âèäå

[OT c′T ]
[
xB

xF

]
= z − z0 → min, c′T = cTF − cTBA′ (5.3)

è òåì ñàìûì âûÿñíèòü âîçìîæíîñòü åå äàëüíåéøåé ìèíèìèçàöèè (çà
ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êàêîé-ëèáî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé èç íàáîðà xF ) îò-
íîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ z = z0, z0 = cTBb

′, óæå ïîëó÷åííîãî íà äàííîì
øàãå, òî åñòü íà òåêóùåì áàçèñíîì ðåøåíèè ÁÐ = [xB = b′, xF = 0].

Îäíàêî òîãî æå ñàìîãî ìîæíî äîñòè÷ü âíåøíå èíûìè, íî âïîëíå èäåíòè÷-
íûìè äåéñòâèÿìè: óìíîæåíèå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ îãðàíè÷åíèé (5.2)
ñëåâà íà ìàòðèöó-ñòðîêó êîýôôèöèåíòîâ πT = [π1, π2, . . . , πm] è ñëîæå-
íèå ïîëó÷åííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ óðàâíåíèåì öåëåâîé ôóíêöèè
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ åå â âèäå

[(πTB + cTB) (πTR+ cTF )]
[
xB

xF

]
= πT b+ z → min,

ãäå íàëîæåíî óñëîâèå πTB + cTB = 0T . Âûáðàííûå èç ýòîãî óñëîâèÿ ìíî-
æèòåëè π, πT = −cTBB−1, íàçûâàþò ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëÿìè, òàê êàê
îíè ñëóæàò òîé æå ñàìîé öåëè � ïðåäñòàâëåíèþ çàäà÷è â òîé æå êàíîíè-
÷åñêîé ôîðìå äëÿ áàçèñà, ÷òî è âûøå. Ïîýòîìó c′T = πTR+cTF , z0 = −πT b.
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Âûðàæåíèÿ πTB+ cTB è πTR+ cTF , î÷åâèäíî, îïðåäåëÿþò ñîáîé îáíîâ-
ëåííûå (ïåðåñ÷èòàííûå) çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè xB è xF â öåëåâîé
ôóíêöèè. Ýòè âûðàæåíèÿ ñîâåðøåííî îäèíàêîâû ïî ïðàâèëó ïåðåñ÷åòà,
à èìåííî: åñëè õîòÿò ïåðåñ÷èòàòü i-é êîýôôèöèåíò (ïðè ïåðåìåííîé xi),
òî áåðóò i-é ñòîëáåö èç ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé A â èñõîäíîé ñèñòåìå îãðà-
íè÷åíèé Ax = b, óìíîæàþò åãî ñêàëÿðíî íà ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëè π è
ñêëàäûâàþò ñ êîýôôèöèåíòîì, êîòîðûé áûë çàäàí äëÿ ïåðåìåííîé xi â
èñõîäíîì âûðàæåíèè cTx = z äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî, åñòåñòâåí-
íî, íóæíû çíà÷åíèÿ ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëåé π.

Èõ îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áåðóò î÷åðåäíîé íàáîð m ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ èç èñõîäíîé ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè j1, j2, . . . jm,
îðãàíèçóÿ èç íèõ ìàòðèöó B. (Âûáîð ýòèõ ñòîëáöîâ îçíà÷àåò âûáîð ïå-
ðåìåííûõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè äëÿ èõ âêëþ÷åíèÿ â áàçèñíûé
íàáîð ïåðåìåííûõ xB). Óìíîæàþò B ñëåâà íà ìàòðèöó-ñòðîêó πT , ñêëà-
äûâàþò ðåçóëüòàò ñ êîýôôèöèåíòàìè cTB = (cj1 , cj2 , . . . , cjm), êîòîðûå áû-
ëè çàäàíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ â èñõîäíîì âèäå cTx = z
öåëåâîé ôóíêöèè, è òðåáóþò ðàâåíñòâà íóëþ ýòèõ ñóìì. Ýòîìó òðåáîâà-
íèþ, òî åñòü ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé πTB = −cTB , è ïîä÷èíÿþòñÿ
èñêîìûå ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëè π. Êàæäûé ðàç îíè åäèíñòâåííû, òàê êàê
rankB = m, è êàæäûé ðàç îíè îïðåäåëÿþòñÿ (êàê è îáíîâëåííûå êîýô-
ôèöèåíòû c′T = πTR + cTF ïðè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ xF ), îòòàëêèâàÿñü
îò èñõîäíûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé A è èñõîäíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ cTB , cTF ïðè ïåðåìåííûõ xB , xF â öåëåâîé ôóíêöèè cTx = z.

Îäèí ñëó÷àé óêàçàííîãî ïåðåñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ îòìåòèì îñîáî. Åñ-
ëè èñõîäíûé ñòîëáåö aj ìàòðèöû A èìåë âèä q-ãî ñòîëáöà, eq, åäèíè÷íîé
ìàòðèöû è ñîîòâåòñòâóþùèé èñõîäíûé êîýôôèöèåíò cj áûë ðàâåí íóëþ,
òî: (1) ïðè âêëþ÷åíèè òàêîãî ñòîëáöà aj â áàçèñ B èìååì πq = 0; (2) ïðè
âêëþ÷åíèè òàêîãî ñòîëáöà aj â íåáàçèñíóþ ìàòðèöó R èìååì c′q = πq.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò ïàìÿòè êîìïüþòåðà, îòâåäåííûé äëÿ ïå-
ðåñ÷èòûâàåìîãî êîýôôèöèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè ïðè òîé ïåðåìåííîé çà-
äà÷è ËÏ, êîòîðàÿ âõîäèëà â åå èñõîäíóþ ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëèðîâêó ñ
åäèíè÷íûì âåêòîðîì îãðàíè÷åíèé âèäà eq è ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ýòîãî
êîýôôèöèåíòà, â äåéñòâèòåëüíîñòè ñîõðàíÿåò íå ÷òî èíîå êàê ñèìïëåêñ-
ìíîæèòåëü, ñîîòâåòñòâåííî, âèäà πq, ïðè÷åì πq = 0, åñëè ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïåðåìåííàÿ íà äàííîì øàãå ñèìïëåêñ-ìåòîäà îêàçàëàñü âêëþ÷åíà â
áàçèñíûé íàáîð xB .

5.2 Îáðàùåííûé áàçèñ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ïï. 3.3 è 4.1, ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé èñêëþ÷åíèå Ãàóññà-Æîðäàíà (êàê ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé), êîòîðîìó íà êàæäîì øàãå ïðåäøåñòâó-
þò äåéñòâèÿ 1◦ è 2◦ ïî ñïåöèàëüíîìó âûáîðó âåäóùåãî ýëåìåíòà. Ïðè
ýòîì â îáû÷íîì ñèìïëåêñ-ìåòîäå (ï. 3.3) ñíà÷àëà íàõîäÿò âåäóùèé ñòîë-
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áåö (äåéñòâèå 1◦) è çàòåì âåäóùóþ ñòðîêó (äåéñòâèå 2◦), à â äâîéñòâåí-
íîì ñèìïëåêñ-ìåòîäå (ï. 4.1) íàîáîðîò: ñíà÷àëà íàõîäÿò âåäóùóþ ñòðîêó
(äåéñòâèå 1◦) è çàòåì âåäóùèé ñòîëáåö (äåéñòâèå 2◦). Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ
Ãàóññà-Æîðäàíà íå èìååò çíà÷åíèÿ, â êàêîì ïîðÿäêå äåéñòâèé íàéäåíû
âåäóùàÿ ñòðîêà è âåäóùèé ñòîëáåö. Ñóùåñòâåííî òî, ÷òî âåäóùèé ýëå-
ìåíò, ðàñïîëîæåííûé â ìàòðèöå íà èõ ïåðåñå÷åíèè, íàéäåí, ÷òîáû âûïîë-
íèòü îäèí øàã èñêëþ÷åíèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì, ëþáîé òàêîé
øàã îçíà÷àåò èñêëþ÷åíèå âåäóùåé ïåðåìåííîé (ïðè âåäóùåì ñòîëáöå) èç
âñåõ óðàâíåíèé, êðîìå âåäóùåãî, ãäå îíà îñòàíåòñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì 1.
Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà-Æîðäàíà ñ òî÷êè çðåíèÿ
îáðàùåíèÿ áàçèñà â ñèìïëåêñ-ìåòîäå.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè äâóõ âèäîâ. Ïåðâàÿ � äèà-
ãîíàëüíàÿ ðàçìåðà m×m ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà Dk, ó êîòîðîé âñå äèàãî-
íàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 1, êðîìå îäíîãî, k-ãî, êîòîðûé íå ðàâåí 0. Åñëè
íàäî ïðîíîðìèðîâàòü âåäóùóþ k-þ ñòðîêó ìàòðèöû A ïóòåì äåëåíèÿ åå
íà âåäóùèé ýëåìåíò aks, òî ðåçóëüòàò óäîáíî çàïèñàòü â âèäå D−1

ks A, ãäå
Dks îáîçíà÷àåò ìàòðèöó Dk, â êîòîðîé k-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí
aks (âçÿò èç s-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A). Òåì ñàìûì âûïîëíåíà ïîäãîòîâ-
êà ê èñêëþ÷åíèþ ïåðåìåííîé xs èç âñåõ óðàâíåíèé è îäíîâðåìåííî ê
âêëþ÷åíèþ ýòîé ïåðåìåííîé â áàçèñíûé íàáîð xB âçàìåí ïåðåìåííîé xr,
r = NB(k), âûâîäèìîé èç ýòîãî íàáîðà â íàáîð xF .

Âòîðàÿ � ïîëíàÿ ñòîëáöîâàÿ ðàçìåðà m × m ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà
T ck . Åå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû òîëüêî íà äèàãîíàëè è â k-ì
ñòîëáöå, ïðè÷åì âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 1. Åñëè äëÿ åå k-ãî
ñòîëáöà, êðîìå åäèíèöû íà äèàãîíàëè, âçÿòû ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåí-
òû s-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A, òî ýòó ìàòðèöó áóäåì îáîçíà÷àòü T cks. Îá-
ðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà, (T cks)

−1, îòëè÷àåòñÿ èíâåðòèðîâàíèåì çíàêîâ âñåõ
âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ k-ãî ñòîëáöà. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ìàòðèöû óäîá-
íî çàïèñàòü ðåçóëüòàò âòîðîãî äåéñòâèÿ â èñêëþ÷åíèè Ãàóññà-Æîðäàíà,
à èìåííî: ïîñëå âû÷èòàíèÿ ïðîíîðìèðîâàííîé k-é ñòðîêè èç âñåõ äðóãèõ
ñòðîê ìàòðèöû A èìååì ðåçóëüòàò (T cks)

−1D−1
ks A.

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì, êîãäà ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð m×m, íîìåðà k
è s ñîâïàäàþò è ïðîáåãàþò âñå çíà÷åíèÿ â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå: k = s è
s = 1, 2, . . . ,m. Òîãäà ïîñëå m øàãîâ èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà-Æîðäàíà èìååì

(T cmm)−1D−1
mm . . . (T

c
22)−1D−1

22 (T c11)−1D−1
11 A = I,

ïîýòîìó
A−1 = (T cmm)−1D−1

mm . . . (T
c
22)−1D−1

22 (T c11)−1D−1
11 I.

Ýòî âûðàæàåò òîò èçâåñòíûé ôàêò, ÷òî ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîé ïðîöå-
äóðû èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà-Æîðäàíà ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå I äàåò îáðàòíóþ
ìàòðèöó A−1. Ðåêóððåíòíî äàííàÿ ïðîöåäóðà çàïèøåòñÿ òàê:

A−1
t = (T ctt)

−1D−1
tt A

−1
t−1; A−1

0 = I, t = 1, 2, . . . ,m, (5.4)

ãäå t � íîìåð øàãà ïðîöåäóðû. Ïî åå îêîí÷àíèè èìååì A−1
m = A−1.
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Â ñèìïëåêñ-ìåòîäå îáû÷íûì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå â çàäà÷ó äîáàâî÷íûõ
è èíîãäà èñêóññòâåííûõ (ñì. ï. 3.6) ïåðåìåííûõ, ïîñëå ÷åãî èõ îáùåå ÷èñ-
ëî ðàâíî n. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ââåäåíû â êàæäîå èç îãðàíè÷åíèé ïî
ïîðÿäêó è ñ êîýôôèöèåíòàìè 1 (êàê, íàïðèìåð, â ïï. 3.3, 3.4, 3.6). Â ýòîì
ñëó÷àå m × n ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé A ñîäåðæèò äâà áëîêà. Â èñõîäíîì
âèäå A = [ G | I ], ãäå G � ëåâûé áëîê, à I � ïðàâûé áëîê, îáðàçóþùèé
â èñõîäíîì âèäå åäèíè÷íóþ m×m ìàòðèöó. Êàê è â ñòàíäàðòíîé ïðîöå-
äóðå Ãàóññà-Æîðäàíà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì, ïðèñóòñòâóþùàÿ â ñèìïëåêñ-
ìåòîäå ñïåöèàëüíàÿ ïðîöåäóðà Ãàóññà-Æîðäàíà â òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ
êàñàåòñÿ ïðàâîãî áëîêà ìàòðèöû A, èìååò âèä:

B−1
t = (T cks)

−1D−1
ks B

−1
t−1, B−1

0 = I, t = 1, 2, . . . , N, (5.5)

ãäå t � íîìåð øàãà ñèìïëåêñ-ìåòîäà; Bt � áàçèñ íà øàãå t; B−1
t � îáðà-

ùåííûé áàçèñ íà øàãå t; B−1
0 � îáðàùåííûé áàçèñ íà øàãå 0 (â èñõîäíîì

ñîñòîÿíèè); N � ïîëíîå ÷èñëî øàãîâ ýòîé ïðîöåäóðû. Â äàííîì âûðà-
æåíèè íîìåðà k è s (âåäóùåé ñòðîêè è âåäóùåãî ñòîëáöà â ïðåäåëàõ ïå-
ðåñ÷èòûâàåìîé íà êàæäîì øàãå ìàòðèöû A) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì
îáû÷íîãî èëè äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ êàæäîãî t, ïîýòîìó ê
íèì ñëåäîâàëî áû çäåñü ïðèïèñàòü èíäåêñ t, íî îí äëÿ ïðîñòîòû îïóùåí.

Òàêèì îáðàçîì, íà ìåñòå ïðàâîãî áëîêà ìàòðèöû A, èìåþùåãî â èñõîä-
íîì âèäå çíà÷åíèå I è ñîáñòâåííóþ íóìåðàöèþ ñòîëáöîâ k = 1, 2, . . . ,m,
â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîé ïðîöåäóðû Ãàóññà-Æîðäàíà ïîñëå t
øàãîâ îêàçûâàåòñÿ âû÷èñëåí îáðàùåííûé áàçèñ B−1

t . Îò îáðàùåííîãî
áàçèñà B−1

t−1 åãî îòëè÷èå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì: áàçèñ Bt ðàâåí áàçèñó
Bt−1 ïîñëå çàìåíû â íåì k-ãî ñòîëáöà, k ∈ {1, 2, . . . ,m}, ñòîëáöîì íî-
ìåð s, s ∈ {1, 2, . . . , n}, âçÿòûì èç âñåé ìàòðèöû A. Èìåííî òàêîâà ðîëü
ñîìíîæèòåëåé (T cks)

−1D−1
ks â ïðèâåäåííîé çàïèñè ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ

îáðàùåííîãî áàçèñà.
Ôàêòè÷åñêè, êîíå÷íî, íå ïðîèçâîäèòñÿ íèêàêîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèöû

B−1
t−1 íà ýòè ñîìíîæèòåëè. Èõ äåéñòâèå â àëãîðèòìå âû÷èñëåíèÿ îáðàùåí-

íîãî áàçèñà ñâîäèòñÿ, î÷åâèäíî, ê ñëåäóþùåìó.
Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ìàòðèöû îáðàùåííîãî áàçèñà B−1 ÷åðåç βij ,

i, j = 1, 2, . . . ,m, òî åñòü

B−1 =



β11 · · · β1m

· · · · · · · · ·
βm1 · · · βmm


 .

Ïðè t = 0 ñþäà ïîìåùàþò ïðàâûé áëîê èñõîäíîé ìàòðèöû A, ðàâíûé åäè-
íè÷íîé ìàòðèöå I. Äî øàãà t, t = 1, 2, . . . , N, çäåñü íàõîäèòñÿ B−1

t−1. Ïîñëå
øàãà t, t = 1, 2, . . . , N, ñþäà ïîìåùàþò B−1

t . Ïåðåñ÷åò, òî åñòü îáíîâëå-
íèå îáðàùåííîãî áàçèñà (îò B−1

t−1 ê B−1
t ) îñóùåñòâëÿþò ñëåäóþùèì

îáðàçîì, ðåàëèçóþùèì äåéñòâèå ñîìíîæèòåëåé (T cks)
−1 è D−1

ks â âû÷èñëè-
òåëüíîé ïðîöåäóðå (5.5).
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(1) Äåéñòâèå ìàòðèöû D−1
ks :

Äëÿ j = 1, 2, . . . ,m âû÷èñëèòü β+
kj = βkj/a

′
ks. (5.6)

(2) Äåéñòâèå ìàòðèöû (T cks)
−1:

Äëÿ i = 1, 2, . . . ,m, i 6= k è j = 1, 2, . . . ,m

âû÷èñëèòü β+
ij = βij − a′isβ+

kj . (5.7)
Çäåñü çíàêîì ¾+¿ îòìå÷åíû ýëåìåíòû ìàòðèöû B−1 ïîñëå îáíîâëåíèÿ;
a′ks � âåäóùèé ýëåìåíò (k-é ýëåìåíò s-ãî ñòîëáöà âñåé ìàòðèöû A); a′is �
ëþáûå äðóãèå ýëåìåíòû ýòîãî âåäóùåãî ñòîëáöà a′s.

Ó÷àñòâóþùèé çäåñü âåäóùèé ñòîëáåö a′s îïðåäåëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ðà-
âåíñòâîì

a′s = B−1as,

ãäå B−1 = B−1
t . Ýòà ôîðìóëà åñòü ÷àñòü áîëåå îáùåãî âûðàæåíèÿ ìàòðè-

öû A′ = B−1R â îïèñàíèè ëþáîãî òåêóùåãî øàãà ñèìïëåêñ-ìåòîäà, ï. 5.1.

5.3 Îáíîâëåíèå ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëåé
Â ï. 5.1 îïðåäåëåíî, ÷òî ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëè íà ëþáîì øàãå ñèìïëåêñ-

ìåòîäà çàäàíû âûðàæåíèåì πT = −cTBB−1, ãäå èñïîëüçóþòñÿ èñõîäíûå
ñòîëáöû ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé A, îáðàçóþùèå íà ýòîì øàãå áàçèñ B, è
èñõîäíûå êîýôôèöèåíòû cTB ïðè ïåðåìåííûõ, îáðàçóþùèõ íà ýòîì øàãå
íàáîð xB . Íà ñëåäóþùåì øàãå, ïðèíàäëåæíîñòü ê êîòîðîìó âñþäó îáî-
çíà÷àåì èíäåêñîì ¾+¿, ñîîòâåòñòâåííî, èìååì

(π+)T = −(c+B)T (B+)−1.

Äëÿ j-ãî ýëåìåíòà âåêòîð-ñòðîêè (π+)T ýòî äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå,
êîòîðîå ïðåîáðàçóåì ñ ó÷åòîì ðàíåå óñòàíîâëåííûõ âûðàæåíèé äëÿ ýëå-
ìåíòîâ (B+)−1 (ï. 5.2):

π+
j

(1)
= −

m∑
i=1

cNB+(i)β
+
ij

(2)
= −

m∑
i=1,(i6=k)

cNB+(i)β
+
ij − cNB+(k)β

+
kj =

(3)
= −

m∑
i=1,(i 6=k)

cNB+(i)(βij − a′isβ+
kj)− cNB+(k)β

+
kj =

(4)
= −

m∑
i=1

cNB(i)(βij − a′isβ+
kj)− cNB+(k)β

+
kj =

(5)
= −

m∑
i=1

cNB(i)βij +
m∑
i=1

cNB(i)a
′
isβ

+
kj − cNB+(k)β

+
kj =
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(6)
= πj − β+

kj(cs −
m∑
i=1

cNB(i)a
′
is)

(7)
= πi − β+

kjc
′
s.

Â ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïåðâîå, âòîðîå, òðåòüå è ïÿòîå ðàâåíñòâà î÷åâèä-
íû. ×åòâåðòîå ðàâåíñòâî îñâîáîæäàåò â ñóììå îò îãðàíè÷åíèÿ i 6= k, òàê
êàê ïðåäûäóùàÿ ðàçíîñòü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðè i = k ôîðìàëüíî îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü. Êðîìå òîãî, áëàãîäàðÿ ýòîìó æå îáñòîÿòåëüñòâó, cNB+(i)

çàìåíåíî íà cNB(i), òàê êàê èìåííî k-é ýëåìåíò âåêòîðà cB (è òîëüêî îí
îäèí) îáíîâëÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê âåêòîðó c+B . Ïÿòîå ðàâåíñòâî î÷åâèä-
íî. Øåñòîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî â ñèëó òîãî, ÷òî NB+(k) = s, s � íîìåð
ââîäèìîé ïåðåìåííîé, è

c′s = cs −
m∑

i=1

cNB(i)a
′
is.

Ýòî, ïî ñóùåñòâó, s-é ýëåìåíò ôîðìóëû c′T = cTF − cTBA′, óñòàíîâëåííîé
â ï. 5.1 äëÿ ïåðåñ÷åòà òåõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå äî ñëåäóþùåãî øàãà
(îòìå÷åííîãî çäåñü èíäåêñîì ¾+¿) áûëè â íàáîðå cF . Äåéñòâèòåëüíî, â
âåêòîð-ñòðîêå (c+B)T íà k-ì ìåñòå â êà÷åñòâå c+k òåïåðü ðàñïîëîæåí èñõîä-
íûé êîýôôèöèåíò cs, s = NB+(k), ïðè òîé ïåðåìåííîé xs, êîòîðàÿ íà
øàãå ¾+¿ âîøëà â íàáîð xB è êîòîðàÿ äî ýòîãî øàãà çíà÷èëàñü â íàáî-
ðå xF è áûëà âûáðàíà îòòóäà â êà÷åñòâå âåäóùåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ â xB
âçàìåí ïåðåìåííîé xr, r = NB(k), ñîñòîÿâøåé â xB äî ýòîãî øàãà ¾+¿.
Ñëåäîâàòåëüíî,

π+
j = πj − β+

kjc
′
s

åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðàâèëî îáíîâëåíèÿ ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëåé,
j = 1, 2, . . . ,m.

5.4 Àëãîðèòì ìîäèôèöèðîâàííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà

Ñóììèðóåì ìàòåðèàë ïï. 5.1 � 5.3 ïðèìåíèòåëüíî ê îáû÷íîìó (íåä-
âîéñòâåííîìó) ñèìïëåêñ-ìåòîäó. Ïðè ýòîì èñõîäíûé âèä çàäà÷è

[
G I
cT OT

]
x =

[
b
z

]
, b ≥ 0,

ïðåäïîëàãàåò, ÷òî I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m ×m äëÿ áàçèñíûõ
ïåðåìåííûõ xB , íå âõîäÿùèõ â öåëåâóþ ôóíêöèþ cTxF = z → min, �
îáû÷íî ýòî äîáàâëåííûå ïåðåìåííûå; G � îáîçíà÷åíèå îñòàëüíûõ ñòîëá-
öîâ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû A = [ G | I ] îãðàíè÷åíèé Ax = b, � ýòî
ñòîëáöû äëÿ íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ xF â ñîñòàâå âåêòîðà x = (xF , xB)
ïåðåìåííûõ çàäà÷è, b � ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíèé, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå
b ≥ 0 çäåñü è äàëåå (â ï. 5.6) íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì îãðàíè÷åíèåì,
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à âñåãî ëèøü îáîçíà÷åíèåì ñèòóàöèè, êîãäà íà÷àëüíîå ÁÐ ÿâëÿåòñÿ ÁÄÐ
(ñì. íèæå êîíòð-ñèòóàöèþ â ïðèìåðå 5.7.1). Èç èñõîäíîãî âèäà çàäà÷è äëÿ
äàëüíåéøåãî ñîõðàíÿþò ñëåäóþùèå èñõîäíûå äàííûå: A, b, c.

Äî íà÷àëà êàæäîãî øàãà t (t = 1, 2, . . . , N) àëãîðèòìà èçâåñòíû òåêó-
ùèå çíà÷åíèÿ π, B−1, b′, z, ïîäëåæàùèå ïîñëåäîâàòåëüíîìó îáíîâëåíèþ.
Äî íà÷àëà ïåðâîãî øàãà îíè òàêîâû: π = 0, B−1 = I, b′ = b, z = 0. Èç
èñõîäíûõ äàííûõ èñïîëüçóþò: G è c � â ðàñ÷åòå òåêóùèõ êîýôôèöèåíòîâ
c′T = πTG + cT ; A � â ðàñ÷åòå òåêóùåãî âåäóùåãî ñòîëáöà a′s = B−1as,
òàê êàê as � s-é ñòîëáåö èç A.

Øàã t. Ñòàíäàðòíûé ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

1◦. Íàõîäÿò c′T = πTG + cT . Ñìîòðÿò ÷åðåç NF (i) íà ñîñòàâíóþ ñòðîêó
(c′T , πT ) (êàê íà îäíî öåëîå, ñîîòâåòñòâóþùåå íèæíåé ñòðîêå èñõîä-
íîãî âèäà çàäà÷è), ÷òîáû îïðåäåëèòü, åñòü ëè â íåé îòðèöàòåëüíûå
ýëåìåíòû. Åñëè íåò, òî ðåøåíèå íàéäåíî, êîíåö. Åñëè åñòü, òî ôèê-
ñèðóþò íîìåð l è, ñîîòâåòñòâåííî, íîìåð s = NF (l) òîé ñâîáîäíîé
ïåðåìåííîé xs, äëÿ êîòîðîé íàéäåí íàèáîëåå îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò
c′s è êîòîðàÿ áóäåò ââåäåíà â áàçèñ.

2◦. Íàõîäÿò a′s = B−1as. Ñðàâíèâàþò âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû
ñòîëáöîâ b′ è a′s, ÷òîáû íàéòè íîìåð k òàêîé, ÷òî

b′

a′ks
= min
i,a′

is
>0

(
b′i
a′is

)
.

Òåì ñàìûì íàéäåí íîìåð r = NB(k) òîé ïåðåìåííîé xr, êîòîðàÿ áóäåò
âûâåäåíà èç áàçèñà. Êðîìå òîãî, â ñîñòàâå âåäóùåãî ñòîëáöà a′s íàéäåí
âåäóùèé ýëåìåíò a′ks.

3◦. Îáíîâëÿþò âñå âåëè÷èíû ê ñëåäóþùåìó øàãó:
(a) Óêàçàòåëè: NB(k)←→ NF (l).
(b) Ýëåìåíòû ñòîëáöà áàçèñíûõ çíà÷åíèé:

b+k = b′k/a
′
ks; b+i = b′i − a′isb+k (i 6= k).

(c) Öåëåâóþ ôóíêöèþ: z+ = z − c′sb+k .
Ïðèìå÷àíèå: Íà ñàìîì äåëå çäåñü âû÷èñëÿåòñÿ öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, ò. å. −z.

(d) Îáðàùåííûé áàçèñ:

β+
kj = βkj/a

′
ks; β+

ij = βij − a′isβ+
kj (i 6= k).

(e) Ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëè: π+T = πT − β+
k c
′
s.

Çàìå÷àíèå 5.4.1
1. Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè β+

k îáîçíà÷àåò k-þ ñòðîêó îáíîâëåííîãî îá-
ðàùåííîãî áàçèñà, ñîñòàâëåííóþ èç ýëåìåíòîâ β+

kj , j = 1, 2, . . . ,m.



86 5 Ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

2. Îáíîâëåííûå çíà÷åíèÿ îáîçíà÷åíû â ïï. (b), (c), (d) è (e) èíäåêñîì
¾+¿ òîëüêî ëèøü äëÿ óäîáñòâà. Â ïðîãðàììàõ èì ñîîòâåòñòâóþò
îïåðàòîðû ïðèñâàèâàíèÿ, íàïðèìåð, âìåñòî ï. (c) èìååì z := z−c′sbk.

Ïðèìåð 5.4.1 Äëÿ x1, x2, x3 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó

x1 + 2x2 + 5x3 ≤ 45;
2x1 + 3x2 + 3x3 ≤ 60;
x1 + x2 + 2x3 ≤ 27;

−9x1 − 10x2 − 15x3 = z → min .

Øàã 0. Èñõîäíûé âèä çàäà÷è.

A b
1 2 5 1 0 0 45
2 3 3 0 1 0 60
1 1 2 0 0 1 27
−9 −10 −15 0 0 0 0

NB
1 4
2 5
3 6

NF
1 1
2 2
3 3

ÁÐ = (0, 0, 0, 45, 60, 27) = ÁÄÐ, 0 = z.

Øàã 1.
1◦. c′T = πTG+cT ; c′T = cT = (−9,−10,−15). Òàê êàê â íà÷àëå àëãîðèòìà

πT = (0, 0, 0), òî íà øàãå 1 ýòî äåéñòâèå ìîæíî îïóñòèòü, ïîëîæèâ
c′T = cT .

(c′T , πT ) = (−9,−10,−15, 0, 0, 0)⇒ l = 3, s = 3, c′s = −15.

2◦. a′s = B−1as; a′s = as = a3 =
1 2 3

5 3 2 . Òàê êàê â íà÷àëå àëãîðèòìà
B−1 = I, òî íà øàãå 1 ýòî äåéñòâèå ìîæíî îïóñòèòü, ïîëîæèâ a′s = as.

min
(

45
5
,

60
3
,

27
2

)
=

45
5

= 9 ⇒ k = 1, a′ks = 5.

3◦. Îáíîâëÿåì âñå âåëè÷èíû ê ñëåäóþùåìó øàãó:

(a) NB =
1 2 3

3 5 6 , NF =
1 2 3

1 2 4 .

(b) b′ =
1 2 3

9 33 9 .

(c) −z = 135.

(d) B−1 =
1/5 0 0
−3/5 1 0
−2/5 0 1

.
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(e) πT = 3 0 0 = 0 0 0 − 1/5 0 0 · −15 .

Øàã 2.

1◦.
c′T

−6 −4 0
↑1 2 3

=
πT

3 0 0
4 5 6

·

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2

+
cT

−9 −10 −15

l = 1, s = 1, c′s = −6.

2◦. a′s =
1/5
7/5
3/5

=
1/5 0 0
−3/5 1 0
−2/5 0 1

·
1
2
1

min
(

9
1/5

,
33
7/5

,
9

3/5

)
=

9
3/5

= 15 ⇒ k = 3, a′ks = 3/5.

3◦. (a) NB =
1 2 3

3 5 1 , NF =
1 2 3

6 2 4 .

(b) b′ =
1 2 3

6 12 15 .

(c) −z = 225.

(d) B−1 =
1/3 0 −1/3
1/3 1 −7/3
−2/3 0 5/3

.

(e) πT = −1 0 10 = 3 0 0 − −2/3 0 5/3 · −6 .

Øàã 3.

1◦.
c′T

0 −2 0
1 ↑2 3

=
πT

−1 0 10
4 5 6

·

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2

+
cT

−9 −10 −15

l = 2, s = 2, c′s = −2.

2◦. a′s =
1/3
4/3
1/3

=
1/3 0 −1/3
1/3 1 −7/3
−2/3 0 5/3

·
2
3
1

min
(

6
1/3

,
12
4/3

,
15
1/3

)
=

12
4/3

= 9 ⇒ k = 2, a′ks = 4/3.

3◦. (a) NB =
1 2 3

3 2 1 , NF =
1 2 3

6 5 4 .
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(b) b′ =
1 2 3

3 9 12 .

(c) −z = 243.

(d) B−1 =
1/4 −1/4 1/4
1/4 3/4 −7/4
−3/4 −1/4 9/4

.

(e) πT = −1/2 3/2 13/2 = −1 0 10 − 1/4 3/4 −7/4 · −2 .

Øàã 4.

1◦.
c′T

0 0 0
1 2 3

=
πT

−1/2 3/2 13/2
↑4 5 6

·

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2

+
cT

−9 −10 −15

l = 3, s = 4, c′s = −1/2.

2◦. a′s =
1/4
1/4
−3/4

=
1/4 −1/4 1/4
1/4 3/4 −7/4
−3/4 −1/4 9/4

·
1
0
0

min
(

3
1/4

,
9

1/4
,∞
)

=
3

1/4
= 12 ⇒ k = 1, a′ks = 1/4.

(Ïî ïîâîäó ∞ ñì. òàáë. 3.4.1).

3◦. (a) NB =
1 2 3

4 2 1 , NF =
1 2 3

6 5 3 .

(b) b′ =
1 2 3

12 6 21 .

(c) −z = 249.

(d) B−1 =
1 −1 1
0 1 −2
0 −1 3

.

(e) πT = 0 1 7 = −1/2 3/2 13/2 − 1 −1 1 · −1/2 .

Øàã 5.

1◦.
c′T

0 0 2
1 2 3

=
πT

0 1 7
4 5 6

·

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2

+
cT

−9 −10 −15 .

Ñðåäè ýëåìåíòîâ ñòðîêè (c′T , πT ), ñ íîìåðàìè èç NF, íåò îòðèöàòåëü-
íûõ; êîíåö. Áàçèñíîå, â äàííîì ñëó÷àå, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðî÷è-
òûâàþò èç b′ ÷åðåç NB, ïðè ýòîì ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ñ íîìåðàìè
èç NF ðàâíû íóëþ:
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ÎÁÄÐ = (21, 6, 0, 12, 0, 0); zmin = −249.

Ïî ýòîìó æå ïðèíöèïó áàçèñíûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðî÷èòàíû ïî
îêîí÷àíèè ëþáîãî øàãà àëãîðèòìà.

5.5 Ìîäèôèöèðîâàííûé äâîéñòâåííûé
ñèìïëåêñ-ìåòîä

Â ï. 5.2 îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðîöåäóðà èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà-Æîðäàíà, ëå-
æàùàÿ â îñíîâå ëþáîãî âàðèàíòà ñèìïëåêñ-ìåòîäà, äåéñòâóåò ïîñëå íàõî-
æäåíèÿ âåäóùåé ñòðîêè è âåäóùåãî ñòîëáöà âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê
ýòè ýëåìåíòû íàéäåíû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñôîðìóëèðóåì ìîäèôè-
öèðîâàííûé àëãîðèòì ïðèìåíèòåëüíî ê äâîéñòâåííîìó ñèìïëåêñ-ìåòîäó,
îïèðàÿñü íà îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ èç ïï. 5.1 � 5.3. Âíåøíå çàäà÷à èìååò
òàêîé æå èñõîäíûé âèä, êàê è â ï. 5.4:

[
G I
cT OT

]
x =

[
b
z

]
, c ≥ 0.

Õàðàêòåðíîå îòëè÷èå, ðàçðåøàþùåå ïðèñòóïàòü ê èñïîëüçîâàíèþ äâîé-
ñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî c ≥ 0 è b >< 0, â òî
âðåìÿ êàê äëÿ ïðèìåíåíèÿ îáûêíîâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà (ï. 5.4) îáû÷-
íûå òðåáîâàíèÿ âûãëÿäÿò ¾íàîáîðîò¿: b ≥ 0 è c >< 0.

Äî íà÷àëà êàæäîãî øàãà t (t = 1, 2, . . . , N) èçâåñòíû b′, πT , B−1, c′

è z. Òðåáîâàíèÿ πT ≥ 0, c′ ≥ 0 è b′ >< 0 ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøàþùèìè äëÿ
äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà. Äî íà÷àëà øàãà 1 èìååì: b′ = b,
πT = 0T , B−1 = I, c′ = c, z = 0. Èç èñõîäíîãî âèäà çàäà÷è íà êàæäîì
øàãå èñïîëüçóþò: ìàòðèöó G äëÿ íàõîæäåíèÿ ëåâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé
÷àñòè k-é (âåäóùåé) ñòðîêè a′Tk = βTk G, ãäå βTk � k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû
B−1, è äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáíîâëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ c′T = πTG + cT ,
ãäå èñïîëüçóþò èõ èñõîäíûå çíà÷åíèÿ cT ; âñþ ìàòðèöó A = [ G | I ] äëÿ
íàõîæäåíèÿ s-ãî (âåäóùåãî) ñòîëáöà a′s = B−1as, ãäå as � èñõîäíûé s-é
ñòîëáåö â ýòîé ìàòðèöå A.

Øàã t. Äâîéñòâåííûé ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä.
1◦. Ïðîñìàòðèâàþò b′, ÷òîáû íàéòè îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû. Åñëè òàêî-

âûõ íåò, òî ðåøåíèå íàéäåíî; êîíåö. Îïðåäåëÿþò íîìåð k íàèáîëåå
îòðèöàòåëüíîãî ýëåìåíòà ýòîãî âåêòîðà.

2◦. Íàõîäÿò a′Tk = βTk G. Ïîëíóþ k-þ ñòðîêó (a′Tk , β
T
k ) ïðîñìàòðèâàþò êàê

îäíî öåëîå ÷åðåç NF (i), ÷òîáû èç íåå âûáðàòü êîýôôèöèåíòû k-ãî
îãðàíè÷åíèÿ òîëüêî ïðè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì ñðåäè íèõ
âûáèðàþò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû a′kj < 0, ÷òîáû çàòåì
çàôèêñèðîâàòü íîìåð l è íàéòè íîìåð s = NF (l) âåäóùåãî ñòîëáöà èç
óñëîâèÿ
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min
j

(
(c′T , πT )j
| a′kj |

)
=

(c′T , πT )s
| a′ks |

,

à òàêæå ýëåìåíò c′s = (c′T , πT )s.

Ïðèìå÷àíèå: (c′T , πT )j îáîçíà÷àåò j-é ýëåìåíò ñîñòàâíîé ñòðîêè
(c′T , πT ) .

3◦. Íàõîäÿò âåäóùèé ñòîëáåö a′s = B−1as è â íåì âåäóùèé ýëåìåíò a′ks.
4◦. Îáíîâëÿþò ýëåìåíòû äëÿ ïîäãîòîâêè ê ñëåäóþùåìó øàãó:

(a) Óêàçàòåëè: NB(k)←→ NF (l).
(b) Ñòîëáåö çíà÷åíèé áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ:

b+k = b′k/a
′
ks; b+i = b′i − a′isb+k (i 6= k).

(c) Öåëåâóþ ôóíêöèþ: z+ = z − c′sb+k .
Ïðèìå÷àíèå: Íóæíî ïîìíèòü, ÷òî çäåñü z è z+ îáîçíà÷àþò
öåëåâóþ ôóíêöèþ äî è ïîñëå îáíîâëåíèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíà-
êîì.

(d) Îáðàùåííûé áàçèñ: β+
kj = βkj/a

′
ks; β+

ij = βij − a′isβ+
kj (i 6= k).

(e) Ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëè: π+T = πT − βTk c′s; π := π+.
(f) Êîýôôèöèåíòû: c′T = πTG+ cT .

Çàìå÷àíèå 5.5.1
1. Âåðõíèé èíäåêñ ¾+¿ èñïîëüçîâàí â ïï. (b), (c), (d) è (e) äëÿ óïðî-

ùåíèÿ; â ïðîãðàììå âìåñòî ýòîãî ïðèìåíÿþò îïåðàòîðû ïðèñâàè-
âàíèÿ, íàïðèìåð, b′k := b′k/a

′
ks, è ò. ï.

2. Â ï. (c) íà ñàìîì äåëå âû÷èñëÿåòñÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðîòèâîïî-
ëîæíûì çíàêîì, ò. å. ïðè îòîáðàæåíèè íàäî ïîìåíÿòü çíàê è âû-
âîäèòü −z.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ âîçüìåì òå æå çàäà÷è, ÷òî è â ï. 4.2.

Ïðèìåð 5.5.1 Íàéòè x1, x2 ≥ 0 òàêèå, ÷òî

2x1 + 3x2 ≥ 6;
2x1 + 6x2 ≥ 9;
2x1 + 2x2 ≤ 7;
x1 + 4x2 = z → min .
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Øàã 0. (Èñõîäíûé âèä çàäà÷è).

A b
−2 −3 1 0 0 −6
−2 −6 0 1 0 −9

2 2 0 0 1 7
1 4 0 0 0 0

NB
1 3
2 4
3 5

NF
1 1
2 2

ÁÐ = (0, 0,−6,−9, 7) 6= ÁÄÐ, 0 = z.

Øàã 1.

1◦. b′T =
1 2 3

−6 −9 7 ⇒ k = 2.

2◦.
a′Tk
−2 −6
1 2

=
βTk

0 1 0
3 4 5

·

G
−2 −3
−2 −6

2 2

min
(

1
| −2 | ,

4
| −6 |

)
=

1
2
⇒ l = 1, s = 1, c′s = 1.

3◦. a′s = B−1as = as = (−2,−2, 2)T ; a′ks = −2.
Ïðèìå÷àíèå: Íà øàãå 1 ìîæíî íå óìíîæàòü as íà B−1, åñëè äî
íà÷àëà ýòîãî øàãà B−1 = I.

4◦. Îáíîâëåíèå:
(a) NB =

1 2 3

3 1 5 , NF =
1 2

4 2 .

(b) b′T =
1 2 3

3 9/2 −2 .

(c) −z = −9/2.

(d) B−1 =
1 −1 0
0 −1/2 0
0 1 1

.

(e) πT = 0 1/2 0 = 0 0 0 − 0 −1/2 0 · 1 .

(f)
c′T

0 1
1 2

=
πT

0 1/2 0
3 4 5

·
G

−2 −3
−2 −6

2 2

+
cT

1 4 .

Øàã 2.
1◦. ñì. b′ âûøå, ⇒ k = 3.
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2◦.
a′Tk

0 −4
1 2

=
βTk

0 1 1
3 4 5

·

G
−2 −3
−2 −6

2 2

min
(

1
| −4 |

)
=

1
4
⇒ l = 2, s = 2, c′s = 1.

3◦. a′s =
1 −1 0
0 −1/2 0
0 1 1

·
−3
−6

2
=

3
3
−4

; a′ks = −4.

4◦. Îáíîâëåíèå:

(a) NB =
1 2 3

3 1 2 , NF =
1 2

4 5 .

(b) b′T =
1 2 3

3/2 3 1/2 .

(c) −z = −5.

(d) B−1 =
1 −1/4 3/4
0 1/4 3/4
0 −1/4 −1/4

.

(e) πT = 0 3/4 1/4 = 0 1/2 0 − 0 −1/4 −1/4 · 1 .

(f)
c′T

0 0
1 2

=
πT

0 3/4 1/4
3 4 5

·
G

−2 −3
−2 −6

2 2

+
cT

1 4 .

Øàã 3.
1◦. ñì. b′ âûøå, ⇒ êîíåö .

ÎÁÄÐ = (3, 1/2 , 3/2 , 0, 0); zmin = 5.

Çàìå÷àíèå 5.5.2 Äëÿ óñêîðåíèÿ âûõîäà íà ¾êîíåö¿ àëãîðèòìà öåëåñî-
îáðàçíî ïîñëå ï. 4◦ (c) ïîñòàâèòü ïðîâåðêó âåêòîðà b′, àíàëîãè÷íóþ òîé,
êîòîðàÿ ïðåäóñìîòðåíà â íà÷àëå øàãà â ï. 1◦.

Ïðèìåð 5.5.2 Íàéòè x1, x2 ≥ 0 òàêèå, ÷òî

2x1 + 3x2 ≥ 6;
2x1 + 6x2 ≥ 9;
x1 + x2 ≤ 4;

2x1 + 2x2 = 7;
x1 + 2x2 = z → min .
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Øàã 0. (Èñõîäíûé âèä çàäà÷è).

A b
−2 −3 1 0 0 0 0 −6
−2 −6 0 1 0 0 0 −9

1 1 0 0 1 0 0 4
2 2 0 0 0 1 0 7
−2 −2 0 0 0 0 1 −7

1 2 0 0 0 0 0 0

NB
1 3
2 4
3 5
4 6
5 7

NF
1 1
2 2

ÁÐ = (0, 0,−6,−9, 4, 7,−7) 6= ÁÄÐ, 0 = z.

Øàã 1.

1◦. b′T =
1 2 3 4 5

−6 −9 4 7 −7 ⇒ k = 2.

2◦.
a′Tk
−2 −6
1 2

=
βTk

0 1 0 0 0
3 4 5 6 7

·

G
−2 −3
−2 −6

1 1
2 2
−2 −2

min
(

1
| −2 | ,

2
| −6 |

)
=

1
3
⇒ l = 2, s = 2 c′s = 2.

3◦. a′s = B−1as = as = (−3,−6, 1, 2,−2)T ; a′ks = −6
(ñì. ïðèìå÷àíèå â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, øàã 1, ï. 3◦).

4◦. Îáíîâëåíèå:
(a) NB =

1 2 3 4 5

3 2 5 6 7 , NF =
1 2

1 4 .

(b) b′T =
1 2 3 4 5

−3/2 3/2 5/2 4 −4 .

(c) −z = −3.

(d) B−1 =

1 −1/2 0 0 0
0 −1/6 0 0 0
0 1/6 1 0 0
0 1/3 0 1 0
0 −1/3 0 0 1

.

(e) πT = 0 1/3 0 0 0 = 0 0 0 0 0 − 0 −1/6 0 0 0 · 2 .
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(f)
c′T

1/3 0
1 2

=
πT

0 1/3 0 0 0
3 4 5 6 7

·

G
−2 −3
−2 −6

1 1
2 2
−2 −2

+
cT

1 2 .

Øàã 2.
1◦. ñì. b′ âûøå, ⇒ k = 5.

2◦.
a′Tk
−4/3 0

1 2

=
βTk

0 −1/3 0 0 1
3 4 5 6 7

·

G
−2 −3
−2 −6

1 1
2 2
−2 −2

min
(

1/3
| −4/3 | ,

1/3
| −1/3 |

)
=

1
4
⇒ l = 1, s = 1, c′s = 1/3.

3◦. a′s = B−1as = (−1, 1/3, 2/3, 4/3,−4/3)T ; a′ks = −4/3.
4◦. Îáíîâëåíèå:

(a) NB =
1 2 3 4 5

3 2 5 6 1 , NF =
1 2

7 4 .

(b) b′T =
1 2 3 4 5

3/2 1/2 1/2 0 3 .

(c) −z = −4.
(d), (e), (f) � îïóùåíû, ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà,

⇒ êîíåö.
ÎÁÄÐ = (3, 1/2, 3/2, 0, 1/2, 0, 0); zmin = 4.

Çàìå÷àíèå 5.5.3 Î÷åâèäíîå ïðåèìóùåñòâî ìîäèôèöèðîâàííîãî ñèì-
ïëåêñ-ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â óìåíüøåíèè îáúåìà íåîáõîäèìûõ âû÷èñ-
ëåíèé. Äðóãîå ïðåèìóùåñòâî � âîçìîæíîñòü ïîøàãîâîãî êîíòðîëÿ âû-
÷èñëåíèé íà îñíîâå ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèÿ B−1B = I. Èç ï. 5.2 ñëåäóåò
è ïðèìåðàìè ïîäòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëÿåìàÿ ìàòðèöà îáðàùåííî-
ãî áàçèñà B−1 = [ βij ] ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå
B(i, j) = A[ i, NB(j) ]. Íàïðèìåð, ïîñëå øàãà 3 ïðèìåðà 5.4.1 èìååì
ïðîâåðî÷íîå ñîîòíîøåíèå




1/4 −1/4 1/4
1/4 3/4 −7/4
−3/4 −1/4 9/4


 ·




5 2 1
3 3 2
2 1 1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

â êîòîðîì âòîðîé ñîìíîæèòåëü, ìàòðèöà B, ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé
ìàòðèöû A ïðè èçâëå÷åíèè èç íåå ñòîëáöîâ â ïîðÿäêå, îïðåäåëÿåìîì

óêàçàòåëåì NB =
1 2 3

3 2 1 .
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5.6 Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñ èñêóññòâåííûìè
ïåðåìåííûìè

Àëãîðèòì èç ï. 5.4 ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èñõîäíûé âèä çàäà÷è äåëàåò
î÷åâèäíûì ñòàðòîâîå ÁÄÐ. Ýòî òî æå ñàìîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî áûëî
ïðèíÿòî â ïï. 3.2 è 3.3. Îäíàêî ÷àñòî îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî âîçíèêà-
åò ïðè îãðàíè÷åíèÿõ òèïà ¾áîëüøå èëè ðàâíî¿, êîãäà îíè íå çàìåíåíû
(óìíîæåíèåì íà −1) íà ¾ìåíüøå èëè ðàâíî¿, èëè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ òèïà
¾ðàâíî¿. ×òîáû â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñòàðòîâàòü âñå æå èç ÁÄÐ, ïðèìåíÿþò
èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå ñ èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé, ðàâíîé
èõ ñóììå. Â ï. 3.6 ýòîò ïðèåì èçëîæåí äëÿ îáû÷íîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà.
Ñåé÷àñ åãî ïîêàæåì äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà, ïðîâîäÿ
ïàðàëëåëè ñ ï. 5.4.

Ê íà÷àëó àëãîðèòìà èñõîäíûé âèä çàäà÷è ïîäîáåí ñëåäóþùåìó:


G I
cT 0T = πT

dT 0T = σT


x =



b
z
w


 , b ≥ 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x = (xF , xB) è ñòàðòîâîå ÁÐ = ÁÄÐ = (0, b). (Åñëè íå
âûïîëíåíî b ≥ 0, òî ýòî ëèøü îçíà÷àåò, ÷òî ñòàðòîâîå ÁÐ = (0, b) 6= ÁÄÐ.)
Äëÿ îñíîâíîé öåëåâîé ôóíêöèè z èìååì êîýôôèöèåíòû cT è ñèìïëåêñ-
ìíîæèòåëè πT (ïîñëåäíèå ñíà÷àëà ðàâíû íóëþ). Äëÿ èñêóññòâåííîé öåëå-
âîé ôóíêöèè w èìååì êîýôôèöèåíòû dT è ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëè σT (îíè
ñíà÷àëà òàêæå íóëåâûå).

Äîëæíû áûòü âûïîëíåíû äâà ýòàïà. Ýòàï I � ìèíèìèçàöèÿ èñêóñ-
ñòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèè w äëÿ ïîðîæäåíèÿ ÁÄÐ ê íà÷àëó Ýòàïà II.
Ýòàï II � ìèíèìèçàöèÿ îñíîâíîé öåëåâîé ôóíêùèè z; çäåñü èç çàäà÷è
óæå óäàëåíû: èñêóññòâåííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ w è èñêóññòâåííûå ïåðå-
ìåííûå. Hà Ýòàïå I âñå äåéñòâèÿ âûïîëíÿþò òàê æå, êàê îïèñàíî â ï. 5.4,
íî îäíîâðåìåííî ñ äâóìÿ ïàðàìè êîýôôèöèåíòîâ: (cT , πT ) è (dT , σT ). Ïðè
ýòîì äëÿ Ýòàïà I îïðåäåëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ ïàðà (dT , σT ), ïîñêîëüêó èìåí-
íî îíà ñâÿçàíà ñ ìèíèìèçèðóåìîé èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé w. Hà
Ýòàïå æå II îñòàþòñÿ â ðàáîòå ëèøü ïåðâàÿ ïàðà (cT , πT ) è ìèíèìèçèðó-
åìàÿ îñíîâíàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ z.

Håò íåîáõîäèìîñòè ïðèâîäèòü äåòàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà, ïîñêîëü-
êó îíî, ñ ó÷åòîì îòìå÷åííûõ îñîáåííîñòåé Ýòàïîâ I è II, ïîëíîñòüþ ñîîò-
âåòñòâóåò îïèñàíèþ àëãîðèòìà ï. 5.4. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð.

Ïðèìåð 5.6.1 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó

2x1 + 2x2 ≤ 7;
2x1 + 3x2 ≥ 6;
2x1 + 6x2 ≥ 9;
x1 + 4x2 = z → min .
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Ñðàâíèì ñ ïðèìåðàìè èç ï. 4.2 è ï. 5.5, ãäå ðåøàåòñÿ ýòà æå çàäà÷à,
íî áåç èñêóññòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Òàì ýòî çàñòàâèëî, ñîîòâåòñòâåííî,
ïðèìåíèòü íå îáû÷íûé, à äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä (ï. 4.2), èëè æå
ìîäèôèöèðîâàííûé äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä (ï. 5.5).

Ðåøåíèå. Èñõîäíàÿ çàïèñü çàäà÷è òàêîâà:

2 2 0 0 1 0 0 7
2 3 −1 0 0 1 0 6
2 6 0 −1 0 0 1 9
1 4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0

.

Îò íåå íóæíî ïåðåéòè ê êîððåêòíîìó èñõîäíîìó âèäó çàäà÷è, ÷òîáû
èìåòü σT = 0T . Âûøå íà ìåñòå σT èìååì çíà÷åíèÿ σT = 0 1 1 , ÷òî
îçíà÷àåò w = x6 + x7. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ σT = 0 0 0 âûïîëíÿþò òàê íàçû-
âàåìîå ïîäãîòîâèòåëüíîå âû÷èòàíèå. Îíî, î÷åâèäíî, îçíà÷àåò èñêëþ÷åíèå
èñêóññòâåííûõ ïåðåìåííûõ x6 è x7 èç ïðåäñòàâëåíèÿ èñêóññòâåííîé öåëå-
âîé ôóíêöèè w è âñåãäà ñâîäèòñÿ ê âû÷èòàíèþ èç ïåðâîíà÷àëüíîé ñòðîêè
äëÿ w (íèæíÿÿ ñòðîêà òàáëèöû) ñóììû òåõ ñòðîê îãðàíè÷åíèé, â êîòîðûå
èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå, çäåñü x6 è x7, âõîäÿò êàê áàçèñíûå ïåðåìåí-
íûå ñ êîýôôèöèåíòàìè 1 (ïî äèàãîíàëè áëîêà åäèíè÷íîé ìàòðèöû I).
Çäåñü âû÷òåì âòîðóþ è òðåòüþ ñòðîêó èç ïîñëåäíåé ñòðîêè òàáëèöû.

Øàã 0.
A

1 2 3 4 5 6 7

2 2 0 0 1 0 0 7
2 3 −1 0 0 1 0 6
2 6 0 −1 0 0 1 9
1 4 0 0 0 0 0 0
−4 −9 1 1 0 0 0 −15

NB
5
6
7

NF
1 1
2 2
3 3
4 4

ÁÐ = (0, 0, 0, 0, 7, 6, 9) = ÁÄÐ, 0 = −z, −15 = −w.
Òåïåðü çàäà÷à ïðèîáðåëà êîððåêòíûé èñõîäíûé âèä, è ïðè ýòîì z è w
èìåþò ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ: z = 0, w = 15.

Ýòàï I. Ñëåäóåì àëãîðèòìó èç ï. 5.4, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùåé
ïàðó (dT , σT ) è â êà÷åñòâå ¾ïîïóòíîé¿ ïàðó (cT , πT ).
Øàã 1.

1◦. d′T = σTG+ dT ; c′T = πTG+ cT .

Òàê êàê â íà÷àëå àëãîðèòìà èìååì σT = 0 è πT = 0, òî d′T = dT

è c′T = cT . Çäåñü d′T = � 4 � 9 1 1 , c′T = 1 4 0 0 è
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(d′T , σT ) = (−4,−9, 1, 1, 0, 0, 0) ⇒ l = 2, s = 2, d′s = −9, c′s = 4.

2◦. a′s = B−1as = as =




2
3
6


, òàê êàê ñåé÷àñ B = I. Èìååì

b′ =




7
6
9


 , min (7/2, 6/3, 9/6) = 9/6 ⇒ k = 3, a′ks = 6.

3◦.

NB
5
6
2

NF
1
7
3
4

b+

4
3/2
3/2

z+ = z − c′sb+k = 0− 4 · 3/2 = −6
w+ = w − d′sb+k = −15 + 9 · 3/2 = −3/2

B−1

1 0 −1/3
0 1 −1/2
0 0 1/6

π+T

0 0 −2/3 =
πT

0 0 0 −
βTk

0 0 1/6 ·
c′s
4

σ+T

0 0 3/2 =
σT

0 0 0 −
βTk

0 0 1/6 ·
d
′
s

−9

ÁÐ = (0, 3/2, 0, 0, 4, 3/2, 0) = ÁÄÐ; z = 6, w = 3/2.

Ïðèìå÷àíèå: Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà îïðåäåëÿþò èñòèííûå çíà-
÷åíèÿ z è w. Èõ íàäî îòëè÷àòü îò z, z+, w, w+, èñïîëüçóåìûõ â
äåéñòâèè 3◦ íà êàæäîì øàãå â êà÷åñòâå âû÷èñëÿåìûõ âåëè÷èí, çíàê
êîòîðûõ âñåãäà ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó èñòèííûõ âåëè÷èí z è w.

Øàã 2.

1◦.
d′T

−1 0 1 −1/2
1 2 3 4

=
σT

0 0 3/2
5 6 7

G
2 2 0 0
2 3 −1 0
2 6 0 −1

+
dT

−4 −9 1 1

c′T

−1/3 0 0 2/3
1 2 3 4

=
πT

0 0 −2/3
5 6 7

G
2 2 0 0
2 3 −1 0
2 6 0 −1

+
cT

1 4 0 0

Ïðîñìàòðèâàåì (d′T , σT ) ÷åðåç NF = (1, 7, 3, 4) (ñì. ïîä÷åðêíóòûå íî-
ìåðà ýëåìåíòîâ), ÷òîáû íàéòè íàèáîëåå îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò. Íà-
õîäèì l = 1, s = 1, d′s = −1. Ñìîòðèì ÷åðåç NF íà (c′T , πT ) è ïî s = 1
íàõîäèì c′s = −1/3.

2◦. a′s = B−1as =
1 0 −1/3
0 1 −1/2
0 0 1/6

2
2
2

=
4/3

1
1/3

; b′ =
4

3/2
3/2

,



98 5 Ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

min
(

4
4/3

,
3/2
1
,

3/2
1/3

)
⇒ k = 2, a′ks = 1.

3◦.

NB
5
1
2

NF
6
7
3
4

b+

2
3/2

1

z+ = z − c′sb+k = −11/2
w+ = w − d ′s b+k = 0

Ïîÿâëåíèå w := w+ = 0 îçíà÷àåò ïðåäâàðèòåëüíûé ïðèçíàê óñïåøíî-
ãî îêîí÷àíèÿ Ýòàïà I, ïðè ýòîì óæå ÿñíî, ÷òî

ÁÐ = (3/2, 1, 0, 0, 2, 0, 0) = ÁÄÐ, z = 11/2.

×òîáû ïðîâåðèòü îêîí÷àòåëüíûé ïðèçíàê è ïåðåéòè äàëåå ê Ýòàïó II,
ïðîäîëæàåì âû÷èñëåíèÿ.

B−1

1 −4/3 1/3
0 1 −1/2
0 −1/3 1/3

π+T

0 1/3 −5/6 =
πT

0 0 −2/3 −
βTk

0 1 −1/2 ·
c′s
−1/3

σ+T

0 1 1 =
σT

0 0 3/2 − βTk
0 1 −1/2 ·

d
′
s

−1

Ïðèìå÷àíèå: Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ìîäèôèöèðîâàííûõ àëãîðèò-
ìàõ ñèìïëåêñ-ìåòîäà âñåãäà ìîæíî ïðîêîíòðîëèðîâàòü ïðàâèëü-
íîñòü âû÷èñëåíèé ïî ñîîòíîøåíèþ:

B−1

1 −4/3 1/3
0 1 −1/2
0 −1/3 1/3

·
B

1 2 2
0 2 3
0 2 6

=

I
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Ïðè ýòîì ìàòðèöó B íàõîäèì èç èñõîäíîé (ñîõðàíÿåìîé) çàïèñè
çàäà÷è, èçâëåêàÿ èç íåe ñòîëáöû ïî íîìåðàì ÷åðåç NB. Â äàííîì
ñëó÷àå ýòè íîìåðà NB = (5, 1, 2).

Øàã 3.

1◦.
d′T

0 0 0 0
1 2 3 4

=
σT

0 1 1
5 6 7

G
2 2 0 0
2 3 −1 0
2 6 0 −1

+
dT

−4 −9 1 1

c′T

0 0 −1/3 5/6
1 2 3 4

=
πT

0 1/3 −5/6
5 6 7

G
2 2 0 0
2 3 −1 0
2 6 0 −1

+
cT

1 4 0 0
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Ñìîòðèì íà ýëåìåíòû (d
′T , σT ) ÷åðåç NF = (6, 7, 3, 4). Ñðåäè íèõ

íåò îòðèöàòåëüíûõ è, êðîìå òîãî, w = 0. Ýòî îêîí÷àòåëüíûé ïðèçíàê
óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ Ýòàïà I. Äàëåå (íà Ýòàïå II) èñêóññòâåííûå
ïåðåìåííûå x6, x7 è èñêóññòâåííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ w óæå íå íóæ-
íû. Òàêæå íå íóæíû (d

′T , σT ), è ìû ïåðåõîäèì ê ïðîñìîòðó (c′T , πT )
÷åðåç NF = (6, 7, 3, 4), ãäå íîìåðà 6 è 7 èãíîðèðóåì.

Ýòàï II. Çàâåðøàåì øàã 3, äåéñòâèå 1◦. Â ðåçóëüòàòå ïðîñìîòðà èìååì:
1◦. l = 3, s = 3, c′s = −1/3.

2◦. a′s = B−1as =
1 −4/3 1/3
0 1 −1/2
0 −1/3 1/3

0
−1

0
=

4/3
−1
1/3

; b′ =
2

3/2
1

Ïðèìå÷àíèå: Hóæíà âñÿ ìàòðèöà B−1, ÷òîáû íàéòè a′s, íåñìîòðÿ
íà òîëüêî ÷òî îòìå÷åííóþ äàëüíåéøóþ íåíóæíîñòü èñêóññòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê πT , ÷òî áóäåò âèäíî
íèæå íà øàãå 4, äåéñòâèå 1◦.

min
(

2
4/3

,∞, 1
1/3

)
⇒ k = 1, a′ks = 4/3.

3◦.

NB
3
1
2

NF
6
7
5
4

b+

3/2
3

1/2
z+ = z − c′sb+k = −11/2− (−1/3)(3/2) = −5

B−1

3/4 −1 1/4
3/4 0 −1/4
−1/4 0 1/4

πT

1/4 0 −3/4 :=
πT

0 1/3 −5/6 −
βTk

3/4 −1 1/4 ·
c′s
−1/3

ÁÐ = (3, 1/2, 3/2, 0, 0) = ÎÁÄÐ, zmin = 5.

Îäíàêî ôàêò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è íàéäåíî è èìååò ýòîò âèä, áóäåò
îáíàðóæåí ëèøü íà ñëåäóþùåì øàãå 4.

Øàã 4.

1◦.
c′T

0 0 0 3/4
1 2 3 4

=
πT

1/4 0 −3/4
5 6 7

G
2 2 0 0
2 3 −1 0
2 6 0 −1

+
cT

1 4 0 0

×åðåç NF = (6, 7, 5, 4), â êîòîðîì íîìåðà 6 è 7 óæå èãíîðèðóåì, ñìîò-
ðèì íà (c′T , πT ) è îáíàðóæèâàåì, ÷òî ñðåäè ÷èñåë (3/4, 1/4) íåò îò-
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ðèöàòåëüíûõ. Ýòî è óêàçûâàåò íà êîíåö ðàáîòû è äîñòèæåíèå îïòè-
ìàëüíîãî áàçèñíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (ÎÁÄÐ).

Çàìå÷àíèå 5.6.1 Hàäî âû÷èñëÿòü c′T ïîëíîñòüþ, ïîýòîìó íóæíî íà-
õîäèòü πT öåëèêîì, òî åñòü âìåñòå ñ ýëåìåíòàìè, êîòîðûå èìåþò
íîìåðà 6 è 7, õîòÿ ýòî íîìåðà èãíîðèðóåìûõ èñêóññòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ. Èíûìè ñëîâàìè, ýòè íîìåðà èãíîðèðóþò òîëüêî ïðè ïðîñìîòðå
ñòðîêè (c′T , πT ).

5.7 Ìîäèôèöèðîâàííûé ÄÑÌ ñ èñêóññòâåííûìè
ïåðåìåííûìè

Â ï. 4.3 èçëîæåí äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä áåç êîððåêòíîãî âè-
äà áàçèñà â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè îãðàíè÷åíèé åñòü îãðàíè÷åíèÿ òè-
ïà ¾=¿ è òîëüêî èìè îáóñëîâëåííî ïðèìåíåíèå èñêóññòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ è èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèè íà Ýòàïå I â âàðèàíòå îáû÷íîãî
ñèìïëåêñ-ìåòîäà; ïðè ýòîì çàäà÷à òàêîâà, ÷òî íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ
äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà îáíàðóæèâàåòñÿ íà Ýòàïå II. Äàííàÿ ñè-
òóàöèÿ ðàññìîòðåíà â ïðèìåíåíèè ê íåìîäèôèöèðîâàííîìó àëãîðèòìó.
Ñåé÷àñ íà òîì æå ïðèìåðå, ÷òî â ï. 4.3, ïîêàæåì ïðèìåíåíèå ìîäèôèöè-
ðîâàííîãî àëãîðèòìà. Ïðè ýòîì íà Ýòàïå I áóäåò ðàáîòàòü àëãîðèòì èç
ï. 5.4 (òî÷íåå, èç ï. 5.6), à íà Ýòàïå II áóäåò ðàáîòàòü àëãîðèòì èç ï. 5.5.

Ïðèìåð 5.7.1 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó:

2x1 + 3x2 ≥ 6;
2x1 + 6x2 ≥ 9;
x1 + x2 ≤ 4;

2x1 + 2x2 = 7;
x1 + 2x2 = z → min .

Âî âñåõ ìîäèôèöèðîâàííûõ àëãîðèòìàõ áàçèñ äîëæåí áûòü êîððåêòíûì
ïî âèäó, òî åñòü äîëæåí áûòü îáðàçîâàí â èñõîäíîì âèäå ñòîëáöàìè åäè-
íè÷íîé ìàòðèöû. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâà òèïà ¾≥¿ äîëæíû áûòü óìíîæåíû
ïðåäâàðèòåëüíî íà −1 äëÿ ïðèâåäåíèÿ èõ ê âèäó ¾≤¿. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èñ-
õîäíûé âèä çàäà÷è õàðàêòåðèçóåòñÿ òàáëèöåé ñëåäóþùèìè äàííûìè.
Øàã 0.

−2 −3 1 0 0 0 −6
−2 −6 0 1 0 0 −9

1 1 0 0 1 0 4
2 2 0 0 0 1 7
1 2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
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Ïåðåìåííàÿ x6, î÷åâèäíî, èñêóññòâåííàÿ, è íèæíÿÿ ñòðîêà îòâåäåíà äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ è çíà÷åíèÿ èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèè w. Åå èñõîä-
íîå çíà÷åíèå ïîêà íåâåðíîå, òàê êàê x6 ïîêà åùå íå èñêëþ÷åíà èç íèæíåé
ñòðîêè, ÷òîáû ââåñòè x6 â áàçèñ ïðèìåíèòåëüíî ê w. Ñäåëàâ ýòî ïîäãîòî-
âèòåëüíîå èñêëþ÷åíèå, ïîëó÷èì âåðíîå ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå:

−2 −3 1 0 0 0 −6
−2 −6 0 1 0 0 −9

1 1 0 0 1 0 4
2 2 0 0 0 1 7
1 2 0 0 0 0 0
−2 −2 0 0 0 0 −7

NB
3
4
5
6

NF
1 1
2 2

ÁÐ = (0, 0,−6,−9, 4, 7) 6= ÁÄÐ, 0 = z, 7 = w.

Òåïåðü èñõîäíûé âèä çàäà÷è ïîäîáåí óêàçàííîìó â ï. 5.6 ñ òåì îòëè÷èåì,
÷òî íå âûïîëíåíî b ≥ 0, ò. å. èñõîäíîå ÁÐ 6= ÁÄÐ.

Ýòàï I. Ìèíèìèçàöèÿ èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèè w. Ïî íèæíåé
ñòðîêå, îòâåäåííîé äëÿ w, ðàñïîçíàåì, ÷òî äîëæåí áûòü ïðèìåíåí îáû÷-
íûé ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä (ï. 5.4 è ï. 5.6).

Øàã 1.
1◦. d′T = σTG + dT ; c′T = πTG + cT . Òàê êàê â íà÷àëå σT = 0 è πT = 0,

òî d′T = dT , c′T = cT , d′T = (−2,−2), c′T = (1, 2). Â ðåçóëüòàòå èìååì
(d′T , σT ) = (−2,−2, 0, 0, 0, 0) ⇒ l = 1, s = 1, d′s = −2, c′s = 1.

2◦. a′s = B−1as = as = (−2,−2, 1, 2)T , b′ = (−6,−9, 4, 7)T ;
min(∞,∞, 4/1, 7/2) = 7/2 ⇒ k = 4, a′ks = 2.

3◦.

NB
3
4
5
1

NF
6
2

b+

1
−2
1/2
7/2

z+ = z − c′sb+k = −7/2; b′ := b+

w+ = w − d ′s b+k = 0

B−1

1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 −1/2
0 0 0 1/2

πT

0 0 0 −1/2 :=
πT

0 0 0 0 −
βTk

0 0 0 1/2 ·
c′s
1

σT

0 0 0 1 :=
σT

0 0 0 0 −
βTk

0 0 0 1/2 ·
d
′
s

−2

ÁÐ = (7/2, 0, 1,−2, 1/2, 0) 6= ÁÄÐ, z = 7/2, w = 0.
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Øàã 2.

1◦.
d
′T

0 0 =
σT

0 0 0 1 ·

G
−2 −3
−2 −6
1 1
2 2

+
dT

−2 −2

c′T

0 1 =
πT

0 0 0 −1/2 ·

G
−2 −3
−2 −6
1 1
2 2

+
cT

1 2

Ñìîòðèì íà ýëåìåíòû (d′T , σT ) ÷åðåç NF = (6, 2). Òàê êàê ñðåäè íèõ
íåò îòðèöàòåëüíûõ è w = 0, òî Ýòàï I óñïåøíî çàâåðøåí. Äàëåå ïðè
ïðîñìîòðàõ ñòðîêè (c′T , πT ) øåñòîé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé èñêóñ-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé x6, èãíîðèðóåì, òî åñòü ïðîñìîòð ïðîèçâîäèì
òîëüêî ÷åðåç îñòàâøèéñÿ âòîðîé ýëåìåíò NF, ò. å. l = 2, NF (l) = 2.

Ýòàï II. Ïðîäîëæàåì øàã 2, äåéñòâèå 1◦. Ïðîñìîòð ñîîáùàåò î ïåðåõî-
äå ê äâîéñòâåííîìó ñèìïëåêñ-ìåòîäó (ñì. çàìå÷àíèå 4.2.1), ïðè÷åì çäåñü
ïðèìåíÿåì ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì (ñì. ï. 5.5).

1◦. b′T =
1 2 3 4

1 −2 1/2 7/2 ⇒ k = 2.

2◦.
a′Tk

0 −4 =
βTk

0 1 0 1 ·

G
−2 −3
−2 −6

1 1
2 2

; a′k[NF (2)] = −4 < 0

min
j=NF (2)

(
(c′T , πT )
| a′kj |

)
= min

(
1
| −4 |

)
=

1
4
⇒ l = 2, s = 2, c′s = 1.

3◦. a′s =

1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 −1/2
0 0 0 1/2

·
−3
−6
1
2

=

−1
−4
0
1

; a′ks = −4.

4◦. Îáíîâëåíèå:
(a) NB =

1 2 3 4

3 2 5 1 , NF =
1 2

6 4 .

(b) b′T =
1 2 3 4

3/2 1/2 1/2 3 .

(c) z+ = −7/2− 1 ∗ 1/2 = −4.



5.8 Äîáàâëåíèå îãðàíè÷åíèÿ â ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä 103

(d) B−1 =

1 −1/4 0 3/4
0 −1/4 0 −1/4
0 0 1 −1/2
0 1/4 0 3/4

.

(e)
πT

0 1/4 0 −1/4 :=
πT

0 0 0 −1/2 −
βTk

0 −1/4 0 −1/4 ·
c′s
1 .

(f)
c′T

0 0
1 2

:=
πT

0 1/4 0 −1/4
3 4 5 (6)

·

G
−2 −3
−2 −6
1 1
2 2

+
cT

1 2 .

Øàã 3.
1◦. Ñì. b′ âûøå, ⇒ êîíåö.

ÁÐ=(3, 1/2, 3/2, 0, 1/2)=ÁÄÐ=ÎÁÄÐ, zmin = 4.

5.8 Äîáàâëåíèå îãðàíè÷åíèÿ â ìîäèôèöèðîâàííûé
ìåòîä

Â ðàçä. 4 ìû ðàññìàòðèâàëè, êàê ïðîäîëæèòü ðåøåíèå, êîãäà íà òîëü-
êî ÷òî ðåøåííóþ çàäà÷ó íàëîæåíî êàêîå-íèáóäü îãðàíè÷åíèå. Ñåé÷àñ ìû
îáðàòèìñÿ ê ýòîìó æå âîïðîñó, íî â ïðèìåíåíèè ê ìîäèôèöèðîâàííîìó
ñèìïëåêñ-ìåòîäó.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð 5.4.1 è ïðîäîëæèì åãî ðåøåíèå, ñïðàøèâàÿ: ¾×òî
áóäåò, åñëè ìû äîáàâèì åùå îäíî îãðàíè÷åíèå?¿ Ïóñòü ïðè ýòîì ðåøåíî
äîáàâèòü ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå:

x1 + x2 + x3 ≤ 15.

Â ýòîò ìîìåíò (ñì. êîíåö ðàçä. 5.4) ìû èìååì:

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2
1 2 3

B−1

1 −1 1
0 1 −2
0 −1 3

b′

12
6
21

NB
1 4
2 2
3 1

NF
1 6
2 5
3 3

c′T

0 0 2
1 2 3

πT

0 1 7
4 5 6

−z
249
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A
1 2 5 1 0 0 45
2 3 3 0 1 0 60
1 1 2 0 0 1 27
−9 −10 −15 0 0 0 0

Äîáàâëåíèå îãðàíè÷åíèÿ x1+x2+x3 ≤ 15 âëå÷åò ñëåäóþùèå ìîäèôèêàöèè
ýòèõ äàííûõ:

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2
1 1 1
1 2 3

B−1

1 −1 1 0
0 1 −2 0
0 −1 3 0
0 0 0 1

b′

12
6
21
15

NB
1 4
2 2
3 1
4 (7)

NF
1 6
2 5
3 3

c′T

0 0 2
1 2 3

πT

0 1 7 0
4 5 6 7

−z
249

A
1 2 5 1 0 0 0 45
2 3 3 0 1 0 0 60
1 1 2 0 0 1 0 27
1 1 1 0 0 0 1 15
−9 −10 −15 0 0 0 0 0

Èñêóññòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x7 ââåäåíà, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü äîáàâëåííîå
(÷åòâåðòîå) îãðàíè÷åíèå â ôîðìå ðàâåíñòâà:

x1 + x2 + x3 + x7 = 15, x7 ≥ 0.

Îäíàêî, ìû äîëæíû èìåòü x7 êàê åäèíñòâåííóþ áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ
â ÷åòâåðòîì îãðàíè÷åíèè, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü çàäà÷ó â êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå äëÿ áàçèñà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàì íóæíî èñêëþ÷èòü âñå äðó-
ãèå áàçèñíûå ïåðåìåííûå, èìåþùèåñÿ â ýòîé (÷åòâåðòîé) ñòðîêå. ×åðåç

NB =
1 2 3 4

4 2 1 (7) ìû âèäèì, ÷òî íàäî èñêëþ÷èòü x2 è x1. Ýòî èñïðàâ-
ëÿþùåå âû÷èòàíèå èçìåíèò òîëüêî íèæíþþ (÷åòâåðòóþ) ñòðîêó â B−1 è
íèæíèé ýëåìåíò â b′. (Ïîêà ìû ýòî íå ñäåëàëè, ïåðåìåííàÿ x7 ïîìå÷åíà
ñâîèì íîìåðîì â NB óñëîâíî â ñêîáêàõ.)

Øàã 0. Èñïðàâëÿþùåå âû÷èòàíèå.
Ñìîòðèì ÷åðåç NB íà äîáàâëåííóþ (íèæíþþ) ñòðîêó â G. Äëÿ ýòî-
ãî ìû ïðîáåãàåì ïîñëåäîâàòåëüíî ýëåìåíòû âåêòîðà NB(i) äëÿ âñåõ
i = 1, 2, . . . ,m è äàëåå ïðîñìàòðèâàåì ýëåìåíòû íèæíåé ñòðîêè ìàò-
ðèöû G â ïîçèöèÿõ, ÷üè íîìåðà ñóòü NB(i) (m îçíà÷àåò íà÷àëüíîå
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÷èñëî îãðàíè÷åíèé, çäåñü m = 3). Åñëè õîòÿ áû îäèí òàêîé ýëåìåíò
ñóùåñòâóåò (ïðèñóòñòâóåò) è îí íåíóëåâîé, òîãäà íèæíèå ñòðîêè ìàò-
ðèöû B−1 è ñòîëáöà b′ èçìåíÿþòñÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíî, ýòî âûãëÿäèò
òàê:

1) i = 1, NB(1) = 4 ⇒ 4-é ýëåìåíò îòñóòñòâóåò â íèæíåé ñòðîêå
ìàòðèöû G ⇒ ìû ïðîäîëæàåì.

2) i = 2, NB(2) = 4 ⇒ G(m + 1, 2) ñóùåñòâóåò è îí íåíóëå-
âîé ⇒ ìû âû÷èòàåì i-þ (âòîðóþ) ñòðîêó ìàòðèöû B−1 è i-é
(çäåñü, âòîðîé) ýëåìåíò âåêòîðà b′, îáå âçÿòûå ñ êîýôôèöèåíòîì
G(m+ 1, NB(i)), èç íèæíåé ñòðîêè ìàòðèöû B−1 è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, íèæíåãî ýëåìåíòà âåêòîðà b′. Âûïîëíÿÿ ýòî, ïîëó÷àåì

B−1

1 −1 1 0
0 1 −2 0
0 −1 3 0
0 −1 2 1

b′

12
6
21
9

3) i = 3, NB(3) = 1 ⇒ ýëåìåíò G(m + 1, 1) ñóùåñòâóåò è îí
íåíóëåâîé ⇒ ìû âû÷èòàåì i-å (òðåòüè) ñòðîêè ìàòðèöû B−1 è
ñòîëáöà b′, âçÿòûå ñ êîýôôèöèåíòîì G(4, NB(i)), èç íèæíèõ ñòðîê
ìàòðèöû B−1 è ñòîëáöà b′. Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

B−1

1 −1 1 0
0 1 −2 0
0 −1 3 0
0 0 −1 1

b′

12
6

21
−12

NB
1 4
2 2
3 1
4 7

Ê ýòîìó ìîìåíòó êîððåêòèðóþùåå èñêëþ÷åíèå çàâåðøåíî; ýòî óñëîâ-
íî îòìå÷åíî òåì, ÷òî ñêîáêè â ÷åòâåðòîé ñòðîêå âåêòîðà NB ñíÿòû:
ïåðåìåííàÿ x7 ñ ýòîãî ìîìåíòà ñòàëà áàçèñíîé â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå
çàäà÷è äëÿ áàçèñà. Èìååì

ÁÐ = (21, 6, 0, 12, 0, 0,−12) 6= ÁÄÐ, z = −249.

Ýëåìåíòû âåêòîðà (c′T , πT ) íå ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ìû
ïðîâåðÿåì ýëåìåíòû âåêòîðà b′ è, áëàãîäàðÿ −12, âèäèì, ÷òî äîëæåí
ñòàðòîâàòü äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, â íàøåì ïðèìåðå, � åãî
ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåðñèÿ.

Øàã 1. Ðàáîòàåò ìîäèôèöèðîâàííûé äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, ñì.
ðàçä. 5.5.

1◦. k = 4.
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2◦.
a′Tk

0 0 −1
1 2 3

=
βTk

0 0 −1 1
4 5 6 7

·

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2
1 1 1

.

Ãëÿäÿ íà (c′T , πT ) è (a′Tk , β
T
k ) ÷åðåç NF =

1 2 3

6 5 3 (ñì. òàêæå íà ïîä-
÷åðêíóòûå âûøå íîìåðà), ìû íàõîäèì

min
(

7
| −1 | ,∞,

2
| −1 |

)
= 2 ⇒ l = 3, s = NF (l) = 3, c′s = 2.

3◦.

a′s
4
−1

3
−1

=

B−1

1 −1 1 0
0 1 −2 0
0 −1 3 0
0 0 −1 1

·

as
5
3
2
1

, a′ks = −1.

4◦. (a) NB =
1 2 3 4

4 2 1 3 , NF =
1 2 3

6 5 7 .

(b) b′T =
1 2 3 4

−36 18 −15 12 .

(c) −z = 225.

ÁÐ = (−15, 18, 12,−36, 0, 0, 0) 6= ÁÄÐ .

(d)

B−1

1 −1 −3 4
0 1 −1 −1
0 −1 0 3
0 0 1 −1

.

(e)
πT

0 1 5 2 :=
πT

0 1 7 0 −
βTk

0 0 1 −1 ·
c′s
2 .

(f)
c′T

0 0 0
1 2 3

:=
πT

0 1 5 2
4 5 6 7

·

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2
1 1 1

+
cT

−9 −10 −15 .

Øàã 2.
1◦. k = 1.
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2◦.
a′Tk

0 0 0
1 2 3

=
βTk

0 −1 −3 4
4 5 6 7

·

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2
1 1 1

.

Ãëÿäÿ íà (c′T , πT ) è (a′Tk , β
T
k ) ÷åðåç NF =

1 2 3

6 5 7 (ñì. òàêæå ïîä÷åðê-
íóòûå ââåðõó íîìåðà), ìû íàõîäèì

min
(

5
| −3 | ,

1
| −1 | ,∞

)
= 1 ⇒ l = 2, s = 5, c′s = 1.

3◦.

a′s
−1

1
−1

0

=

B−1

1 −1 −3 4
0 1 −1 −1
0 −1 0 3
0 0 1 −1

·

as
0
1
0
0

, a′ks = −1 .

4◦. (a) NB =
1 2 3 4

5 2 1 3 , NF =
1 2 3

6 4 7 .

(b) b′T =
1 2 3 4

36 −18 21 12 .

(c) −z = 189.

ÁÐ = (21,−18, 12, 0, 36, 0, 0) 6= ÁÄÐ.

(d)

B−1

−1 1 3 −4
1 0 −4 3
−1 0 3 −1

0 0 1 −1

.

(e)
πT

1 0 2 6 :=
πT

0 1 5 2 −
βTk

−1 1 3 −4 ·
c′s
1 .

(f)
c′T

0 0 0
1 2 3

:=
πT

1 0 2 6
4 5 6 7

·

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2
1 1 1

+
cT

−9 −10 −15 .

Øàã 3.
1◦. k = 2.
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2◦.
a′Tk

0 1 0
1 2 3

=
βTk

1 0 −4 3
4 5 6 7

·

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2
1 1 1

.

Ãëÿäÿ íà (c′T , πT ) è (a′Tk , β
T
k ) ÷åðåç NF =

1 2 3

6 4 7 (ñì. òàêæå ïîä÷åðê-
íóòûå âûøå íîìåðà), ìû íàõîäèì

min
(

2
| −4 | ,∞,∞

)
=

1
2
⇒ l = 1, s = 6, c′s = 2.

3◦.

a′s
3
−4

3
1

=

B−1

−1 1 3 −4
1 0 −4 3
−1 0 3 −1

0 0 1 −1

·

as
0
0
1
0

, a′ks = −4 .

4◦. (a) NB =
1 2 3 4

5 6 1 3 , NF =
1 2 3

2 4 7 .

(b) b′T =
1 2 3 4

45/2 9/2 15/2 15/2 .

(c) −z = 180.

ÁÐ = (15/2, 0, 15/2, 0, 45/2, 9/2, 0) = ÁÄÐ.

(d)

B−1

−1/4 1 0 −7/4
−1/4 0 1 −3/4
−1/4 0 0 5/4
−1/4 0 0 −1/4

.

(e)
πT

3/2 0 0 15/2 :=
πT

1 0 2 6 −
βTk

−1/4 0 1 −3/4 ·
c′s
2 .

(f)
c′T

0 1/2 0 :=
πT

3/2 0 0 15/2 ·

G
1 2 5
2 3 3
1 1 2
1 1 1

+
cT

−9 −10 −15 .

Øàã 4.
1◦. Íåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â b′ ⇒ êîíåö.

ÎÁÄÐ = (15/2, 0, 15/2, 0, 45/2, 9/2, 0), zmin = −180.
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Âñå ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèìåðû è òåîðåìû îòíîñèëèñü ê
íåâûðîæäåííûì çàäà÷àì, êîãäà èìåëîñü îäíî åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå è îñîáûõ ïðîáëåì íå âîçíèêàëî. Åäèíñòâåííîå îñëîæ-
íåíèå ðàññìàòðèâàëîñü â ðàçä. 3.6, ãäå íå áûëî î÷åâèäíîãî
íà÷àëüíîãî áàçèñíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ. ×òîáû ñïðàâèòü-
ñÿ ñ ýòèì çàòðóäíåíèåì, ìû âûíóæäåíû áûëè ðåøàòü âñïî-
ìîãàòåëüíóþ ËÏ-çàäà÷ó ñ íåêîòîðûìè èñêóññòâåííûìè ïåðå-
ìåííûìè è èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé. Òîãäà, â çàìå-
÷àíèè 3.6.3, ìû îòìå÷àëè åùå îäíó òðóäíîñòü: âîçìîæíîñòü
ïðîòèâîðå÷èâûõ îãðàíè÷åíèé.

Íà ïðàêòèêå ìîãóò âîçíèêàòü íåêîòîðûå äðóãèå îñîáûå ñè-
òóàöèè, êîòîðûå òàêæå îñëîæíÿþò çàäà÷ó: âûðîæäåííûé áà-
çèñ, íåîãðàíè÷åííàÿ äîïóñòèìàÿ îáëàñòü è íååäèíñòâåííîå îï-
òèìàëüíîå ðåøåíèå. Äàííûé ðàçäåë èëëþñòðèðóåò òàêèå ñëó-
÷àè, ïîñêîëüêó ëþáàÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà äîëæíà áûòü
íàñòîëüêî ìîùíîé, ÷òîáû ¾óìåòü¿ ñïðàâëÿòüñÿ ñ ëþáûìè îñî-
áûìè ñèòóàöèÿìè.

6.1 Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü íå ñóùåñòâóåò
Íà÷íåì ñ ñèòóàöèè ïðîòèâîðå÷èâûõ îãðàíè÷åíèé. Ýòîò ñëó÷àé îçíà-

÷àåò, ÷òî äîïóñòèìàÿ îáëàñòü íå ñóùåñòâóåò.
Ïðèìåð 6.1.1 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó:

x1 + x2 ≥ 3;
x1 + 2x2 ≤ 2;
−x1 − x2 = z → min .
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Øàã 0. Çàïîëíÿåì ìàññèâû äëÿ çàäà÷è èñõîäíûìè äàííûìè:

−1 −1 1 0 −3
→ 1 2 0 1 2
−1 −1 0 0 0
↑

NB
3
4

NF
1
2

ÁÐ = (0, 0,−3, 2) 6= ÁÄÐ, z = 0.

Øàã 1.
1◦. s=1 .
2◦. min(∞, 2/1) = 2 ⇒ k = 2.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: âèä òàáëèöû ñîõðàíÿåòñÿ.
4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

→ 0 1 1 1 −1
1 2 0 1 2
0 1 0 1 2

NB
3
1

NF
4
2

ÁÐ = (2, 0,−1, 0) 6= ÁÄÐ, z = −2.

Âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà
(ï. 4.1).

Øàã 2.
1◦. k=1 .
2◦. Â k-é ñòðîêå íåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Hå ñóùåñòâóåò áàçèñíîãî

äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ.
Ðàññìîòðèì èíîé âîçìîæíûé ïóòü ðåøåíèÿ â ýòîì ïðèìåðå. Ïûòàÿñü

íàéòè íåêîòîðîå ÁÄÐ, ìû ââåäåì èñêóññòâåííóþ ïåðåìåííóþ x5 è ïîïðî-
áóåì ðåøèòü (äëÿ íà÷àëà) âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: w = x5, w → min .

Øàã 0. Ââåäÿ èñõîäíûå äàííûå, ìû ñòàðòóåì îò òàáëèöû, ãäå òðåòèé
è ÷åòâåðòûé ñòîëáöû îòâåäåíû äëÿ äîáàâî÷íûõ ïåðåìåííûõ x3 è x4, à
ïÿòûé ñòîëáåö � äëÿ èñêóññòâåííîé ïåðåìåííîé x5:

1 1 −1 0 1 3
1 2 0 1 0 2
−1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

Çàòåì ìû äåëàåì ïîäãîòîâèòåëüíîå âû÷èòàíèå, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ñòàð-
òîâóþ òàáëèöó â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå â îòíîøåíèè áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ
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xB = (x4, x5) è èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèè w = x5. Âû÷èòàíèå òðå-
òüåé ñòðîêè èç íèæíåé ñòðîêè äàåò

1 1 −1 0 1 3
→ 1 2 0 1 0 2
−1 −1 0 0 0 0
−1 −1 1 0 0 −3
↑

NB
5
4

NF
1
2
3

ÁÐ = (0, 0, 0, 2, 3) = ÁÄÐ, z = 0, w = 3.

Ýòî êîððåêòíîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, è ìû ãîòîâû ïðîäîëæèòü.
Ýòàï I.
Øàã 1.

1◦. l=1, s=1 .
2◦. min( 3

1 ,
2
1 ) = 2 ⇒ k = 2 .

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: âèä òàáëèöû ñîõðàíÿåòñÿ.
4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 −1 −1 −1 1 1
1 2 0 1 0 2
0 1 0 1 0 2
0 1 1 1 0 −1

NB
5
1

NF
4
2
3

ÁÐ = (2, 0, 0, 0, 1) = ÁÄÐ, z = −2, w = 1.

Øàã 2.
1◦. Íåò îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë â ïåðâûõ ïÿòè ýëåìåíòàõ ïîñëåäíåé ñòðîêè,

ïîýòîìó ìèíèìóì äëÿ w äîñòèãíóò: wmin = 1. Ìû ïðèøëè ê âîçìîæ-
íîñòè, îòìå÷àâøåéñÿ â ðàçä. 3 (ñì. ïðèìåð 3.6.1 è çàìå÷àíèå 3.6.3):
Ýòàï II íå ìîæåò áûòü íà÷àò. Îáíàðóæåí ñëó÷àé ïðîòèâîðå÷èâûõ
îãðàíè÷åíèé. Ñ íåñêîëüêî èíîé, áîëåå îáùåé, òî÷êè çðåíèÿ, (ñì. çà-
ìå÷àíèå 3.6.3), ïðè÷èíà ýòîãî çàòðóäíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÁÄÐ,
ïîëó÷åííîå â ï. 4◦ (âûøå), ñîäåðæèò (õîòÿ áû) îäíó èñêóññòâåííóþ
ïåðåìåííóþ, çäåñü x5.

6.2 Âûðîæäåííûé áàçèñ
Âñïîìíèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ËÏ-çàäà÷à (Ax =

b, cTx = z → min) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà m×m ïîäìàòðèöà, âûáðàííàÿ èç ðàñøèðåííîé ìàòðèöû [A, b]
ðàçìåðà m×(n+1), êîòîðàÿ ñèíãóëÿðíà (âûðîæäåíà). Ëåãêî âèäåòü ñïðà-
âåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ôàêòà.



112 6 Îñîáûå ñëó÷àè

Òåîðåìà 6.2.1 Åñëè ËÏ-çàäà÷à íåâûðîæäåíà, òî áàçèñíûå ïåðåìåííûå
â ëþáîì áàçèñíîì ðåøåíèè ñòðîãî îòëè÷íû îò íóëÿ.

Ïîýòîìó, åñëè âñòðåòèòñÿ íåêîòîðîå áàçèñíîå ðåøåíèå � áåçðàçëè÷íî,
äîïóñòèìîå èëè íåò, � â êîòîðîì õîòÿ áû îäíà áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ ðàâíà
íóëþ, ýòî ñëóæèò ïðèçíàêîì, ÷òî çàäà÷à âûðîæäåíà. Ôàêò âûðîæäåííî-
ñòè îïàñåí òîëüêî ïðè îáíàðóæåíèè èìåííî òàêîãî áàçèñíîãî ðåøåíèÿ, ò.
å. åñëè ìû ïîëó÷àåì íóëü ñðåäè ýëåìåíòîâ ñòîëáöà b′ ïðàâîé ÷àñòè îãðà-
íè÷åíèé A′x = b′. Åñëè ìû çàòåì âûáåðåì â êà÷åñòâå âåäóùåé ñòðîêè
òó ñòðîêó, ãäå âñòðåòèëñÿ íóëü ñðåäè ýëåìåíòîâ ñòîëáöà b′, òî, î÷åâèäíî,
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé, è â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåäóðà ðå-
øåíèÿ ìîæåò áåñêîíå÷íî çàöèêëèòüñÿ. Íåâàæíî, óæå âñòðåòèëñÿ èëè íåò
íóëü â ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèé, � âàæíî ðàññìàòðèâàòü ýòî êàê ðåàëü-
íóþ âîçìîæíîñòü äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ. Ýòà ïðîöå-
äóðà äîëæíà áûòü òàê ðàçðàáîòàíà, ÷òîáû îêàçàòüñÿ ñïîñîáíîé âûéòè èç
ëþáîãî ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íîãî öèêëà, åñëè îí âñå æå ïîÿâèëñÿ.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 6.2.1 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó

−2x1 + x2 ≤ 2;
−x1 + 2x2 ≤ 4;
x1 + x2 ≤ 8;
x1 − 3x2 = z → min .

Èñïîëüçóåì îáû÷íûé ñèìïëåêñ-ìåòîä.

Øàã 0.

−2 1 1 0 0 2
−1 2 0 1 0 4

1 1 0 0 1 8
1 −3 0 0 0 0

NB
3
4
5

NF
1 1
2 2

ÁÐ = (0, 0, 2, 4, 8) = ÁÄÐ, z = 0.

Øàã 1.
1◦. l = 2, s = 2 .
2◦. min

(
2
1 ,

4
2 ,

8
1

)
= min(2, 2, 8).

Âûáåðåì k = 1 (õîòÿ åñòü âàðèàíò k = 2).
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: âèä òàáëèöû ñîõðàíÿåòñÿ.
4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:
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−2 1 1 0 0 2
3 0 −2 1 0 0
3 0 −1 0 1 6
−5 0 3 0 0 6
↑

NB
2
4
5

NF
1 1
2 3

ÁÐ = (0, 2, 0, 0, 6) = ÁÄÐ, z = −6.

Áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ x4 = 0 (âûøå � ïîä÷åðêíóòàÿ ïîçèöèÿ).

Øàã 2.
1◦. l = 1, s = 1 .

2◦. min(∞,−∞, 6/3). Ñîãëàñíî ï. 3.4 è òàáë. 3.4.1, ñèòóàöèÿ ¾çàïðåò¿
(−∞) òðåáóåò ïåðåñìîòðà çíà÷åíèÿ s. Òàê êàê íà ýòîì øàãå äðóãî-
ãî âûáîðà çíà÷åíèÿ s íåò, âåðíåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó øàãó 1. Òàì åñòü
äðóãîé âàðèàíò âûáîðà k, à ýòîò øàã 2 ïîêà îòëîæèì.

Øàã 1′.
1◦. l = 2, s = 2 .

2◦. min
(

2
1 ,

4
2 ,

8
1

)
= min(2, 2, 8). Âûáåðåì k = 2, âìåñòî k = 1 .

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

−2 1 1 0 0 2
→ −1/2 1 0 1/2 0 2

1 1 0 0 1 8
1 −3 0 0 0 0
↑

−3/2 0 1 −1/2 0 0
−1/2 1 0 1/2 0 2

→ 3/2 0 0 −1/2 1 6
−1/2 0 0 3/2 0 6
↑

NB
3
2
5

NF
1 1
2 4

ÁÐ = (0, 2, 0, 0, 6) = ÁÄÐ, z = −6.

Áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ x3 = 0.

Øàã 2′.
1◦. l = 1, s = 1.

2◦. min
(
∞,∞, 6

3/2

)
⇒ k = 3.
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3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

−3/2 0 1 −1/2 0 0
−1/2 1 0 1/2 0 2

→ 1 0 0 −1/3 2/3 4
−1/2 0 0 3/2 0 6
↑

0 0 1 −1 1 6
0 1 0 1/3 1/3 4
1 0 0 −1/3 2/3 4
0 0 0 4/3 1/3 8

NB
3
2
1

NF
1 5
2 4

ÁÐ = (4, 4, 6, 0, 0) = ÎÁÄÐ, zmin = −8.

Êàê âèäíî, äàííûé îòâåò íà ñèòóàöèþ ¾çàïðåò¿ (−∞) ïîçâîëèë óñïåø-
íî çàâåðøèòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ. Ïîïðîáóåì åå íàëè÷èå èãíîðèðîâàòü,
ïðîäîëæàÿ îòëîæåííûé øàã 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Øàã 2.
1◦. l = 1, s = 1.
2◦. min(∞,−∞, 6/3). Âûáåðåì k = 2 .

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

−2 1 1 0 0 2
→ 1 0 −2/3 1/3 0 0

3 0 −1 0 1 6
−5 0 3 0 0 6
↑

0 1 −1/3 2/3 0 2
→ 1 0 −2/3 1/3 0 0

0 0 1 −1 1 6
0 0 −1/3 5/3 0 6

↑

NB
2
1
5

NF
4
3

ÁÐ = (0, 2, 0, 0, 6) = ÁÄÐ, z = −6.

Áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ x1 = 0.

Øàã 3.
1◦. l = 2, s = 3.
2◦. min(∞,∞, 6/1). Âûáåðåì, âîïðåêè ïðàâèëàì èç òàáë. 3.4.1, k = 2 .

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 1 −1/3 2/3 0 2
→ −3/2 0 1 −1/2 0 0

0 0 1 −1 1 6
0 0 −1/3 5/3 0 6

↑

−1/2 1 0 1/2 0 2
→ −3/2 0 1 −1/2 0 0

3/2 0 0 −1/2 1 6
−1/2 0 0 3/2 0 6
↑

NB
2
3
5

NF
4
1

ÁÐ = (0, 2, 0, 0, 6) = ÁÄÐ, z = −6.

Áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ x3 = 0.
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Øàã 4.
1◦. l = 2, s = 1.
2◦. min

(
∞,∞, 6

3/2

)
. Âûáåðåì, âîïðåêè ïðàâèëàì èç òàáë. 3.4.1, k = 2 .

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

−1/2 1 0 1/2 0 2
→ 1 0 −2/3 1/3 0 0

3/2 0 0 −1/2 1 6
−1/2 0 0 3/2 0 6
↑

0 1 −1/3 2/3 0 2
1 0 −2/3 1/3 0 0
0 0 1 −1 1 6
0 0 −1/3 5/3 0 6

NB
2
1
5

NF
4
3

ÁÐ = (0, 2, 0, 0, 6) = ÁÄÐ, z = −6.

Áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ x1 = 0.
Îáúÿñíåíèå ïðîèñõîäÿùåìó ïðè òàêîì îáðàçå äåéñòâèé ÿâëåíèþ çàöèê-
ëèâàíèÿ èìååòñÿ ïðîñòîå. Îáúåêòèâíàÿ åãî ïðè÷èíà � íàëîæåíèå âåð-
øèí äîïóñòèìîãî ìíîãîãðàííèêà. Â äàííîì ñëó÷àå â òî÷êå (x1, x2) = (0, 2)
ïåðåñåêàþòñÿ òðè îãðàíè÷èòåëüíûõ ëèíèè:
1) x1 = 0;
2) x3 = 0, òî åñòü −2x1 + x2 = 2;
3) x4 = 0, òî åñòü −x1 + 2x2 = 4.
Ýòî îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå â ýòîé òî÷êå òðåõ âåðøèí: (1) ïåðåñå÷åíèå ëèíèé
x1 = 0 è x3 = 0; (2) ïåðåñå÷åíèå ëèíèé x1 = 0 è x4 = 0; (3) ïåðåñå÷åíèå
ëèíèé x3 = 0 è x4 = 0. Åñòåñòâåííî, çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â ýòèõ
âåðøèíàõ îäèíàêîâû, z = −6. Ìû ïåðåõîäèì èç îäíîé òàêîé âåðøèíû
â äðóãóþ, ôàêòè÷åñêè îñòàâàÿñü â îäíîé è òîé æå òî÷êå, åñëè ïðîéäåì
øàã 1, øàã 2 è äàëåå äåéñòâóåì òàê, êàê âûáðàíî íà øàãàõ 3 è 4. Ýòè
ïåðåõîäû ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùåìó ãðàôó (ðèñ. 6.2.1).

Êàê âèäíî, íåóäà÷íû äåéñòâèÿ íà øàãàõ 2, 3 è 4. Îáùåå â íèõ òî,
÷òî âûáðàííàÿ äëÿ íîðìèðîâêè (âåäóùàÿ) ñòðîêà, åå íîìåð k = 2, èìååò
íóëåâîå çíà÷åíèå b′k = 0 äëÿ áàçèñíîé ïåðåìåííîé îò ïðåäûäóùåãî øàãà:
äëÿ øàãà 2 ýòî b′k = 0 åñòü çíà÷åíèå x4 = 0; äëÿ øàãà 3 ýòî b′k = 0 åñòü
çíà÷åíèå x1 = 0; äëÿ øàãà 4 ýòî b′k = 0 åñòü çíà÷åíèå x3 = 0.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, áàçèñ, â êîòîðîì õîòÿ áû îäíà áàçèñíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ ðàâíà íóëþ, íàçûâàþò âûðîæäåííûì áàçèñîì. Îí è ÿâëÿåòñÿ
ïîòåíöèàëüíîé ïðè÷èíîé çàöèêëèâàíèÿ, è ýòà ïðè÷èíà ñòàíîâèòñÿ àêòó-
àëüíîé, åñëè äåéñòâîâàòü ïîäîáíûì îáðàçîì.

Ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ äîëæíà îáëàäàòü ñïîñîáíîñòüþ ïðåäîòâðàùàòü
çàöèêëèâàíèÿ ïî óêàçàííîé îáúåêòèâíîé ïðè÷èíå. Ñîçäàòåëü ñèìïëåêñ-
ìåòîäà Äàíöèã ïðåäëàãàåò èçìåíÿòü ïðàâûå ÷àñòè îãðàíè÷åíèé òàê [?],
÷òîáû ê íèì èñêóññòâåííî äîáàâèòü ìàëûå âåëè÷èíû εi, ãäå i = 1, 2, . . . ,m;
i � íîìåð îãðàíè÷åíèÿ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïåðâîíà÷àëüíî ñîâïàäàþùèå
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âåðøèíû ¾ðàçâîäÿòñÿ¿, íî çàòåì â íàéäåííîì ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè
íóæíî ïîëîæèòü ε = 0.

Äðóãîé ñïîñîá èçáåæàòü çàöèêëèâàíèÿ ïîêàçàí íà ýòîì ïðèìåðå: øàã 1′,
øàã 2′ (ðèñ. 6.2.1).

z = 0 x4 = 0
z = −6

-
-

x1 = 0
z = −6-

x3 = 0
z = −6 z = −8-

C0 C1 C2 C∗?C3

6

z = −16- Øàã 3′′Øàã 2′′
C4

Øàã 1′

-

6?Øàã 4

Øàã 2 Øàã 3 Øàã 2′- - -

¾

-

Ðèñ. 6.2.1. Ãðàô ðåøåíèÿ ñ âîçìîæíûì çàöèêëèâàíèåì: C0 � èñõîäíîå ñî-
ñòîÿíèå; C∗ � îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå; C1, C2, C3 � ñîñòîÿíèÿ â îäíîé èç òðåõ
ñîâïàäàþùèõ âåðøèí, â êîòîðûõ îäíà èç áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ (ñîîòâåòñòâåí-
íî, x4, x1, x3) ðàâíà íóëþ; C4 � çà ïðåäåëàìè äîïóñòèìîé îáëàñòè.

Øàã 1, âåäóùèé â ñîñòîÿíèå C1, ñàì ïî ñåáå íå ñîäåðæèò íåóäà÷íûõ
äåéñòâèé, íî øàã 2 óæå çàâîäèò â öèêë C2

←→ C3 (ñì. ðèñ. 6.2.1). Ïîýòîìó
ìîæíî èíà÷å èçáåæàòü ïîïàäàíèÿ â öèêë, åñëè ïîñëå øàãà 1 (è ñîñòîÿíèÿ
C1) äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Øàã 2′′.
1◦. l = 1, s = 1.
2◦. min(∞,−∞, 6/3). Âûáåðåì k = 3 .
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

−2 1 1 0 0 2
3 0 −2 1 0 0

→ 1 0 −1/3 0 1/3 2
−5 0 3 0 0 6
↑

0 1 1/3 0 2/3 6
→ 0 0 −1 1 −1 −6

1 0 −1/3 0 1/3 2
0 0 4/3 0 5/3 16

↑

NB
2
4
1

NF
1 5
2 3

ÁÐ = (2, 6, 0,−6, 0) 6= ÁÄÐ, z = −16 < zmin.

Âûøëè â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé −2x1 + x2 = 2 (òàê êàê x3 = 0) è
x1 + x2 = 8 (òàê êàê x5 = 0), íî óæå çà ïðåäåëû äîïóñòèìîé îáëà-
ñòè. Âåðíóòüñÿ îòòóäà è òåì ñàìûì îòûñêàòü ÎÁÄÐ ìîæíî òåïåðü ëèøü
äâîéñòâåííûì ñèìïëåêñ-ìåòîäîì (óñëîâèÿ åãî ïðèìåíèìîñòè ðàñïîçíàþò-
ñÿ êàê âûïîëíåííûå ïî íèæíåé ñòðîêå è ïðàâîìó ñòîëáöó òàáëèöû).
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Øàã 3′′.
1◦. k = 2.
2◦. min

(
4/3
|−1| ,

5/3
|−1|

)
= 4/3 ⇒ l = 2, s = 3.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 1 1/3 0 2/3 6
→ 0 0 1 −1 1 6

1 0 −1/3 0 1/3 2
0 0 4/3 0 5/3 16

↑

0 1 0 1/3 1/3 4
0 0 1 −1 1 6
1 0 0 −1/3 2/3 4
0 0 0 4/3 1/3 8

NB
2
3
1

NF
5
4

ÁÐ = (4, 4, 6, 0, 0) = ÎÁÄÐ, zmin = −8.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äàæå åñëè è ïðîèçîøëî ïîïàäàíèå â öèêë
(çäåñü ñîñòîÿíèÿ C2

←→ C3), èç íåãî ìîæíî âûéòè, åñëè äåéñòâîâàòü ïðà-
âèëüíî. Hàïðèìåð, âèäíî, ÷òî ñîñòîÿíèå C3 ïîñëå øàãà 3 èäåíòè÷íî ñîñòî-
ÿíèþ ïîñëå øàãà 1′. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîñëå øàãà 3 ïðèìåíèòü øàã 2′,
òî âûõîä èç öèêëà îáåñïå÷åí. Òî÷íî òàê æå ìîæíî âûéòè ê ôèíàëüíî-
ìó (îïòèìàëüíîìó) ñîñòîÿíèþ C∗ è ïîñëå ñîñòîÿíèÿ C2, åñëè äåéñòâîâàòü
óäà÷íî, òî åñòü íå äîïóñêàòü òàêîãî âûáîðà íîìåðà k âåäóùåé ñòðîêè, ïðè
êîòîðîì çíà÷åíèå b′k = 0. Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Øàã 3′. (ïîñëå øàãà 2)
1◦. l = 2, s = 3.
2◦. min(∞,∞, 6/1). ⇒ k = 3.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 1 −1/3 2/3 0 2
1 0 −2/3 1/3 0 0

→ 0 0 1 −1 1 6
0 0 −1/3 5/3 0 6

↑

0 1 0 1/3 1/3 4
1 0 0 −1/3 2/3 4
0 0 1 −1 1 6
0 0 0 4/3 1/3 8

NB
2
1
3

NF
4
5

ÁÐ = (4, 4, 6, 0, 0) = ÎÁÄÐ, z = −8 = zmin.

Óïðàæíåíèå 6.1.1. Äðóãîé õàðàêòåðíûé ïðèìåð ñ âîçìîæíûì çàöèê-
ëèâàíèåì èçâåñòåí êàê çàäà÷à Áèëà [?]:

1/4x1 − 8x2 − x3 + 9x4 ≤ 0;
1/2x2 − 12x2 − 1/2x3 + 3x4 ≤ 0;

x3 ≤ 1;
−3/4x1 + 20x2 − 1/2x3 + 6x4 = z → min .
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5

6

6

1

1

2

2

3

3

4

4

5
- - - - -- -1 2 3 4 5

(1,1) (2,2) (1,3) (2,4) (1,5)
C0 C1 C2 C3 C4 C5

¾ 6
(2,6)

-

C6 C∗- -1′ 2′

(3,3) (2,1)

Ðèñ. 6.2.2. Çàöèêëèâàíèå è âûõîä èç öèêëà â çàäà÷å È. Ì. Ë. Áèëà

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, k � íîìåð âåäóùåé ñòðîêè è s � íîìåð âåäóùåãî
ñòîëáöà â ìàòðèöå A îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Ïðîíóìåðóéòå îãðàíè÷åíèÿ â
çàäàííîì ïîðÿäêå è âûáèðàéòå ïàðû (k, s) øàã çà øàãîì òàê: (1,1), (2,2),
(1,3), (2,4), (1,5), (2,6). Óáåäèòåñü, ÷òî ïîñëå øàãà 6 çàäà÷à âåðíåòñÿ â
èñõîäíîå ñîñòîÿíèå C0, áûâøåå ïåðåä øàãîì 1. Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèå C0

èìååò ïàðó áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ x5 è x6, ðàâíûõ íóëþ. Äàëåå, ïî ìåðå
âûïîëíåíèÿ óêàçàííûõ øàãîâ âûáîðà, ïàðû íóëåâûõ áàçèñíûõ ïåðåìåí-
íûõ ïîÿâëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 6.2.2. Åñëè æå âûáèðàòü ïàðû (k, s)
òàê: íà øàãå 1′ âûáðàòü (k, s) = (3, 3) è íà øàãå 2′ âûáðàòü (k, s) = (2, 1),
òî ïîÿâëÿþùèåñÿ ïîñëå íèõ ñîñòîÿíèÿ C6 è C∗ íå èìåþò íóëåâûõ áàçèñ-
íûõ ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó çàöèêëèâàíèÿ íå âîçíèêàåò, ïðè÷åì C∗ äàåò
èñêîìîå ðåøåíèå: ÎÁÄÐ=(1, 0, 1, 0, 3/4, 0, 0), zmin = −5/4.

6.3 Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü íå îãðàíè÷åíà

Ñèòóàöèÿ, êîãäà äîïóñòèìàÿ îáëàñòü íå îãðàíè÷åíà, óêàçàíà â òåîðå-
ìå 3.2.1 (ii) (a). Îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ñäåëàíà
ñêîëü óãîäíî ìàëîé è, ñëåäîâàòåëüíî, (êîíå÷íîãî) ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 6.3.1 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó:

2x1 + x2 ≥ 7;
x1 + x2 ≥ 4;
x1 + 3x2 ≥ 9;

−2x1 − 3x2 = z → min .

Øàã 0. Ââîä èñõîäíûõ äàííûõ è ãåíåðàöèÿ ñèìïëåêñ-òàáëèöû:

2 1 −1 0 0 1 0 0 7
1 1 0 −1 0 0 1 0 4
1 3 0 0 −1 0 0 1 9
−2 −3 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1 1 0
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Â ýòîé òàáëèöå ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ââåäåíà äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ËÏ-
çàäà÷è w = x6 + x7 + x8 → min ñ èñêóññòâåííûìè ïåðåìåííûìè x6, x7, x8

è èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé w. Íà ýòîì øàãå ìû äåëàåì ïîäãîòî-
âèòåëüíîå âû÷èòàíèå, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü òàáëèöó â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå
äëÿ áàçèñà:

2 1 −1 0 0 1 0 0 7
1 1 0 −1 0 0 1 0 4

→ 1 3 0 0 −1 0 0 1 9
−2 −3 0 0 0 0 0 0 0
−4 −5 1 1 1 0 0 0 −20

↑

NB
6
7
8

NF
1
2
3
4
5

ÁÐ = (0, 0, 0, 0, 0, 7, 4, 9) = ÁÄÐ, z = 0, w = 20.

Ýòàï I. Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ËÏ-çàäà÷è.

Øàã 1.
1◦. l = 2, s = 2.
2◦. min( 7

1 ,
4
1 ,

9
3 ) = 3 ⇒ k = 3.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

2 1 −1 0 0 1 0 0 7
1 1 0 −1 0 0 1 0 4

→ 1/3 1 0 0 −1/3 0 0 1/3 3
−2 −3 0 0 0 0 0 0 0
−4 −5 1 1 1 0 0 0 −20

↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

5/3 0 −1 0 1/3 1 0 −1/3 4
→ 2/3 0 0 −1 1/3 0 1 −1/3 1

1/3 1 0 0 −1/3 0 0 1/3 3
−1 0 0 0 −1 0 0 1 9

−7/3 0 1 1 −2/3 0 0 5/3 −5
↑

NB
6
7
2

NF
1
8
3
4
5

ÁÐ = (0, 3, 0, 0, 0, 4, 1, 0) z = −9, w = 5.

Øàã 2.
1◦. l = 1, s = 1.
2◦. min( 4

5/3 ,
1

2/3 ,
3

1/3 ) = 3/2 ⇒ k = 2.
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3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

5/3 0 −1 0 1/3 1 0 −1/3 4
→ 1 0 0 −3/2 1/2 0 3/2 −1/2 3/2

1/3 1 0 0 −1/3 0 0 1/3 3
−1 0 0 0 −1 0 0 1 9
−7/3 0 1 1 −2/3 0 0 5/3 −5
↑

4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

→ 0 0 −1 5/2 −1/2 1 −5/2 1/2 3/2
1 0 0 −3/2 1/2 0 3/2 −1/2 3/2
0 1 0 1/2 −1/2 0 −1/2 1/2 5/2
0 0 0 −3/2 −1/2 0 3/2 1/2 21/2
0 0 1 −5/2 1/2 0 7/2 1/3 −3/2

↑

NB
6
1
2

NF
7
8
3
4
5

ÁÐ =
(

3
2
,

5
2
, 0, 0, 0,

3
2
, 0, 0

)
z = −21/2, w = 3/2.

Øàã 3.
1◦. l = 4, s = 4.
2◦. min( 3/2

5/2 ,∞, 5/2
1/2 ) = 3/5 ⇒ k = 1.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè:

→ 0 0 −2/5 1 −1/5 2/5 −1 1/5 3/5
1 0 0 −3/2 1/2 0 3/2 −1/2 3/2
0 1 0 1/2 −1/2 0 −1/2 1/2 5/2
0 0 0 −3/2 −1/2 0 3/2 1/2 21/2
0 0 1 −5/2 1/2 0 7/2 1/2 −3/2

↑
4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 1 −2/5 1 −1/5 2/5 −1 1/5 3/5
1 0 −3/5 0 1/5 3/5 0 −1/5 12/5
0 1 1/5 0 −2/5 −1/5 0 2/5 11/5
0 0 −3/5 0 −4/5 3/5 0 4/5 57/5
0 0 0 0 0 1 1 1 0

NB
4
1
2

NF
7
8
3
6
5

ÁÐ =
(

12
5
,

11
5
, 0,

3
5
, 0, 0, 0, 0

)
z = −57/5, w = 0.
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Ýòàï I óñïåøíî çàâåðøåí, è ñëåäóåò óäàëèòü èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå
x6, x7, x8, òàê æå êàê èñêóññòâåííóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ w. Â ðåçóëüòàòå,
ìû íà÷èíàåì îñíîâíîé ýòàï, Ýòàï II, ñî ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

0 0 −2/5 1 −1/5 3/5
→ 1 0 −3/5 0 1/5 12/5

0 1 1/5 0 −2/5 11/5
0 0 −3/5 0 −4/5 57/5

↑

NB
4
1
2

NF
3
5

Ýòàï II. Ðåøåíèå îñíîâíîé (çàäàííîé) ËÏ-çàäà÷è.

Øàã 4.
1◦. l = 2, s = 5.
2◦. min(∞, 12/5

1/5 ,∞) = 12 ⇒ k = 2.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

0 0 −2/5 1 −1/5 3/5
→ 5 0 −3 0 1 12

0 1 1/5 0 −2/5 11/5
0 0 −3/5 0 −4/5 57/5

↑

1 0 −1 1 0 3
5 0 −3 0 1 12
2 1 −1 0 0 7
4 0 −3 0 0 21

NB
4
5
2

NF
3
1

ÁÐ = (0, 7, 0, 3, 12) z = −21.

Øàã 5.
1◦. l = 1, s = 3.
2◦. min(∞,∞,∞) =∞ ⇒ êîíåö.

Ïîÿâëåíèå èíäèêàòîðîâ ¾∞¿ äëÿ âñåõ îãðàíè÷åíèé ñâèäåòåëüñòâóåò,
÷òî äîïóñòèìàÿ îáëàñòü íåîãðàíè÷åíà.
Åñëè ïðîäîëæèòü îò ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì âûáîðîì âå-

äóùåãî ýëåìåíòà â òðåòüåì ñòîëáöå, òî ñèòóàöèÿ, êîãäà âñå èíäèêàòîðû
ðàâíû ¾∞¿, áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ, ò. å. âîçìîæíî áåñêîíå÷íîå çàöèêëèâàíèå.
×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ðàññìîòðèì åùå îäèí (áîëåå ïðîñòîé â âû÷èñëèòåëü-
íîì îòíîøåíèè) ïðèìåð.

Ïðèìåð 6.3.2 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó:

x1 − x2 ≥ 1;
x2 ≤ 2;

−x1 − x2 = z → min .
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Øàã 0.

→ 1 −1 −1 0 1
0 1 0 1 2
−1 −1 0 0 0
↑

NB
3
4

NF
1
2

ÁÐ = (0, 0,−1, 2) 6= ÁÄÐ, z = 0.

Øàã 1.
1◦. s = 1.
2◦. min(∞,∞) =∞ ⇒ k = 1.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: âèä òàáëèöû ñîõðàíÿåòñÿ.
4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

1 −1 −1 0 1
→ 0 1 0 1 2

0 −2 −1 0 1
↑

NB
1
4

NF
3
2

ÁÐ = (1, 0, 0, 2) = ÁÄÐ, z = −1.

Øàã 2.
1◦. s = 2.
2◦. min(∞, 2/1) ⇒ k = 2.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: âèä òàáëèöû ñîõðàíÿåòñÿ.
4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

→ 1 0 −1 1 3
0 1 0 1 2
0 0 −1 2 5
↑

NB
1
2

NF
3
4

ÁÐ = (3, 2, 0, 0) = ÁÄÐ, z = −5.

Øàã 3.
1◦. s = 3.
2◦. min(∞,∞) ⇒ k = 1.
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3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

→ −1 0 1 −1 −3
0 1 0 1 2
0 0 −1 2 5

↑

→ −1 0 1 −1 −3
0 1 0 1 2
−1 0 0 1 2
↑

NB
3
2

NF
1
4

ÁÐ = (0, 2,−3, 0) 6= ÁÄÐ, z = −2.

Øàã 4.
1◦. s = 1.
2◦. min(∞,∞) ⇒ k = 1.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

→ 1 0 −1 1 3
0 1 0 1 2
−1 0 0 1 2
↑

→ 1 0 −1 1 3
0 1 0 1 2
0 0 −1 2 5

NB
1
2

NF
3
4

ÁÐ = (3, 2, 0, 0) = ÁÄÐ, z = −5.

Â ýòîé çàäà÷å ðåøåíèå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè z íå îãðàíè÷å-
íû. Ýòî ìîæíî âèäåòü ïî ïîÿâëåíèþ âñåõ ïðèçíàêîâ ∞ ïðè ïîëüçîâàíèè
òàáë. 3.4.1 èëè òàáë. 3.5.1 (ñì. ï. 3.4 è ï. 3.5). Îäíàêî ôîðìàëüíîå ïðî-
äîëæåíèå àëãîðèòìà ïðèâîäèò ê ÿâëåíèþ çàöèêëèâàíèÿ, õîòÿ çäåñü áàçèñ
íåâûðîæäåííûé.

Óïðàæíåíèå 6.1.2. Íà÷åðòèòå áëîê-ñõåìó çàöèêëèâàíèÿ â ïðèìå-
ðå 6.3.1.

6.4 Íååäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé

Ïðèìåð 6.4.1 Äëÿ x1, x2 ≥ 0 ðåøèòü çàäà÷ó:

2x1 + x2 ≤ 7;
x1 + x2 ≤ 4;
x1 + 3x2 ≤ 9;
−x1 − x2 = z → min .
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Øàã 0.

2 1 1 0 0 7
1 1 0 1 0 4

→ 1 3 0 0 1 9
−1 −1 0 0 0 0

↑

NB
3
4
5

NF
1
2

ÁÐ = (0, 0, 7, 4, 9) = ÁÄÐ, z = 0.

Øàã 1.
1◦. l = 2, s = 2.
2◦. min(7/1, 4/1, 9/3) = 3 ⇒ k = 3.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

2 1 1 0 0 7
1 1 0 1 0 4

→ 1/3 1 0 0 1/3 3
−1 −1 0 0 0 0

↑

5/3 0 1 0 −1/3 4
→ 2/3 0 0 1 −1/3 1

1/3 1 0 0 1/3 3
−2/3 0 0 0 1/3 3
↑

NB
3
4
2

NF
1
5

ÁÐ = (0, 3, 4, 1, 0), z = −3.

Øàã 2.
1◦. l = 1, s = 1.
2◦. min( 4

5/3 ,
1

2/3 ,
3

1/3 ) = 3/2 ⇒ k = 2.
3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

5/3 0 1 0 −1/3 4
→ 1 0 0 3/2 −1/2 3/2

1/3 1 0 0 1/3 3
−2/3 0 0 0 1/3 3
↑

→ 0 0 1 −5/2 1/2 3/2
1 0 0 3/2 −1/2 3/2
0 1 0 −1/2 1/2 5/2
0 0 0 1 0 4

↑

3
1
2

5
4

ÁÐ = (
3
2
,

5
2
,

3
2
, 0, 0), z = −4.

Çäåñü ìû èìååì ñèòóàöèþ, ïðåäóñìîòðåííóþ â òåîðåìå 3.2.1 (iii). Îíà
îáíàðóæèâàåòñÿ ïîÿâëåíèåì íóëÿ â ïîñëåäíåé ñòðîêå ñèìïëåêñ-òàáëèöû
(â ñòðîêå öåëåâîé ôóíêöèè) äëÿ (õîòÿ áû îäíîé) íåáàçèñíîé ïåðåìåííîé,
â äàííîì ïðèìåðå, � äëÿ x5, ïðè òîì, ÷òî â ýòîé ñòðîêå ïðèñóòñòâóþò
òàêæå è îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà (äëÿ íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ). Çäåñü, ïóòåì
âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà íà ïîçèöèè íåîòðèöàòåëüíîãî ýëåìåíòà ïÿòîãî
ñòîëáöà, ìû ïîëó÷àåì âòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå èç ïîñëåäíåé òàáëèöû,
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ïðè÷åì áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè z, î÷åâèäíî, áëàãîäàðÿ
óïîìÿíóòîìó âûøå íóëþ.

Øàã 3.
1◦. l = 2, s = 5.
2◦. min( 3/2

1/2 ,∞, 5/2
1/2 ) = 3 ⇒ k = 1.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

→ 0 0 2 −5 1 3
1 0 0 3/2 −1/2 3/2
0 1 0 −1/2 1/2 5/2
0 0 0 1 0 4

↑

→ 0 0 2 −5 1 3
1 0 1 −1 0 3
0 1 −1 2 0 1
0 0 0 1 0 4

↑

NB
5
1
2

NF
4
3

ÁÐ = (3, 1, 0, 0, 3), z = −4.

Ýòà ñèòóàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ, òåïåðü ñ x3. Åñëè ïðîäîëæèòü, òî ìû ïîëó÷èì:

Øàã 4.
1◦. l = 2, s = 3.
2◦. min( 3

2 ,
3
1 ,∞) = 3/2 ⇒ k = 1.

3◦. Ïîñëå íîðìèðîâêè: 4◦. Ïîñëå âû÷èòàíèé:

→ 0 0 1 −5/2 1/2 3/2
1 0 1 −1 0 3
0 1 −1 2 0 1
0 0 0 1 0 4

↑

0 0 1 −5/2 1/2 3/2
1 0 0 3/2 −1/2 3/2
0 1 0 −1/2 1/2 5/2
0 0 0 1 0 4

NB
3
1
2

NF
4
5

ÁÐ = (3/2, 5/2, 3/2, 0, 0), z = −4.

Ýòî ñîñòîÿíèå èäåíòè÷íî ñîñòîÿíèþ ïîñëå øàãà 2, òàê ÷òî ìîæíî âè-
äåòü çàöèêëèâàíèå ìåæäó øàãîì 3 è øàãîì 4. Åñòåñòâåííî, íåò íåîáõî-
äèìîñòè ïðîäîëæàòü. Îïòèìàëüíîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå äàåòñÿ
âûïóêëîé îáîëî÷êîé âñåõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ âíóòðè öèêëà. Çäåñü ìû
èìååì

ÎÁÄÐ =
(

3− 3
2
θ, 1 +

3
2
θ,

3
2
θ, 0, 3− 3θ

)
,

ãäå 0 ≤ θ ≤ 1.

Çàìå÷àíèå 6.4.1 Èç âûøåèçëîæåííîãî âèäíî, ÷òî çàöèêëèâàíèå âîç-
ìîæíî íå òîëüêî â âûðîæäåííûõ çàäà÷àõ.
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Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì íàáîð çàäàíèé ïî ëàáîðàòîðíîìó
êîìïüþòåðíîìó ïðàêòèêóìó ïî òåìàòèêå ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Êàæäàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ êàê
ó÷åáíûé âû÷èñëèòåëüíûé ïðîåêò, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè
îñîáåííîñòÿìè:
1. Ïðîåêò âêëþ÷àåò ÷èñëåííûé êîíòðîëüíûé äåìîíñòðàöè-

îííûé ïðèìåð è ôîðìóëèðîâêó àëãîðèòìà ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

2. Ïðîåêò áàçèðóåòñÿ íà çíàíèÿõ, ïîëó÷åííûõ â îáëàñòè èí-
ôîðìàòèêè. Ïðîãðàììà äîëæíà äåìîíñòðèðîâàòü èíäèâè-
äóàëüíûé ïîäõîä ñòóäåíòà, èìåòü õîðîøèé ñòèëü ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, íàèáîëåå ïîëíî èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè
ÝÂÌ è àëãîðèòìè÷åñêîãî ÿçûêà. Ðåêîìåíäóåòñÿ PASCAL,
íî ïðèíèìàþòñÿ ðàáîòû, íàïèñàííûå íà C, C++ èëè íà
Delphi, Builder C++, Visual Basic è äð.

3. Ïðîåêò òðåáóåò ñáîðà è àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ, ïîëó÷åííûõ â õîäå ýêñïåðèìåíòîâ.

4. Âñå ïðîåêòû ðàíæèðîâàíû ïî îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòè, è
èõ ïåðå÷åíü âêëþ÷àåò 20 âàðèàíòîâ ðàáîò íà îöåíêó ¾óäî-
âëåòâîðèòåëüíî¿ � áàçîâûé óðîâåíü ñëîæíîñòè, 30 âàðè-
àíòîâ íà îöåíêó ¾õîðîøî¿ � ïðîäâèíóòûé óðîâåíü ñëîæ-
íîñòè è 20 âàðèàíòîâ íà îöåíêó ¾îòëè÷íî¿ � ïîâûøåííûé
óðîâåíü ñëîæíîñòè.

5. Ñàì ñòóäåíò âûáèðàåò óðîâåíü ñëîæíîñòè èç òðåõ ïðåä-
ëîæåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì æåëàíèåì ïîëó÷èòü òó
èëè èíóþ îöåíêó çà ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì. Îí ìîæåò
ïðîäâèãàòüñÿ ñ îäíîãî óðîâíÿ íà äðóãîé â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàäà÷àìè, êîòîðûå îí ñòàâèò ïåðåä ñîáîé.
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Âñå ïðåäëàãàåìûå âàðèàíòû çàäàíèé áàçèðóþòñÿ íà ðàññìîòðåííûõ
âûøå àëãîðèòìàõ ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Òàêèõ àëãîðèòìîâ äåñÿòü; ñîîòâåò-
ñòâåííî ýòîìó ïåðâàÿ öèôðà íîìåðà âàðèàíòà èìååò âîçðàñòàþùèå çíà-
÷åíèÿ îò 0 äî 9. Âûïèøåì èõ ïî ïîðÿäêó:
0. Îáû÷íûé ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðè èçâåñòíîì ñòàðòîâîì áàçèñíîì ðåøå-

íèè, ñ êîððåêòíûì âèäîì áàçèñà. Îãðàíè÷åíèÿ ¾≥¿ è ¾≤¿, ïðè ýòîì
îãðàíè÷åíèÿ òèïà ¾≥¿ ïðè ââîäå çàäà÷è çàìåíÿþò íà ¾≤¿ óìíîæåíè-
åì èõ íà −1. Èçëîæåí â ï. 3.4.

1. Îáû÷íûé ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðè èçâåñòíîì ñòàðòîâîì áàçèñíîì ðåøå-
íèè, áåç êîððåêòíîãî âèäà áàçèñà. Îãðàíè÷åíèÿ ¾≥¿ è ¾≤¿. Èçëîæåí
â ï. 3.5.

2. Îáû÷íûé ñèìïëåêñ-ìåòîä ñ ïîðîæäåíèåì ÁÄÐ, ñ èñêóññòâåííûìè ïå-
ðåìåííûìè è èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé, ñ êîððåêòíûì âèäîì
áàçèñà. Èçëîæåí â ï. 3.6. Ýòîò àëãîðèòì ïîäðàçäåëåí íà ñëåäóþùèå
5 âàðèàíòîâ çàäàíèé, îòìå÷åííûõ âòîðîé öèôðîé íîìåðà âàðèàíòà è
îòëè÷àþùèõñÿ òèïîì îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå òîëüêî è äîëæíû áûòü
ïîëîæåíû â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììû:
2.1. Îãðàíè÷åíèÿ òèïà ¾≥¿. (Çàìåíà îãðàíè÷åíèé ¾≤¿ íà ¾≥¿ äîëæíà

ïðîèçâîäèòüñÿ âðó÷íóþ ïðè ïîäãîòîâêå ê ââîäó çàäà÷è â ÝÂÌ).
2.2. Îãðàíè÷åíèÿ òèïà ¾≥¿ è ¾≤¿.
2.3. Îãðàíè÷åíèÿ òèïà ¾=¿ è ¾≤¿. (Çàìåíà îãðàíè÷åíèé ¾≥¿ íà ¾≤¿

äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ âðó÷íóþ ïðè ïîäãîòîâêå ê ââîäó çàäà÷è â
ÝÂÌ).

2.4. Îãðàíè÷åíèÿ òèïà ¾=¿ è ¾≥¿. (Çàìåíà îãðàíè÷åíèé ¾≤¿ íà ¾≥¿
äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ âðó÷íóþ ïðè ïîäãîòîâêå ê ââîäó çàäà÷è â
ÝÂÌ).

2.5. Îãðàíè÷åíèÿ òèïà ¾=¿, ¾≥¿, ¾≤¿.
3. Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðè èçâåñòíîì ñòàðòîâîì áàçèñíîì ðå-

øåíèèè, ñ êîððåêòíûì âèäîì áàçèñà. Îãðàíè÷åíèÿ òàêîãî æå òèïà,
êàê â âàðèàíòå 0. Èçëîæåí â ï. 4.1.

4. Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðè èçâåñòíîì ñòàðòîâîì áàçèñíîì ðå-
øåíèè, áåç êîððåêòíîãî âèäà áàçèñà. Îãðàíè÷åíèÿ òàêîãî æå òèïà,
êàê â âàðèàíòå 1. Èçëîæåí â ï. 4.2.

5. Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä ñ èñêóññòâåííûìè ïåðåìåííûìè è ñ èñ-
êóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé (òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åíèÿ òèïà ¾=¿)
äëÿ ïîðîæäåíèÿ áàçèñíîãî ðåøåíèÿ (ÁÄÐ) áåç êîððåêòíîãî âèäà áà-
çèñà. Èçëîæåí â ï. 4.3. Ýòîò àëãîðèòì ïîäðàçäåëåí íà ñëåäóþùèå
3 âàðèàíòà çàäàíèé, îòìå÷åííûå âòîðîé öèôðîé íîìåðà âàðèàíòà è
îòëè÷àþùèåñÿ òèïîì îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå òîëüêî è äîëæíû áûòü
ïîëîæåíû â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììû:
5.1. Îãðàíè÷åíèÿ òèïà ¾=¿ è ¾≤¿. (Çàìåíà îãðàíè÷åíèé ¾≥¿ íà ¾≤¿

äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ âðó÷íóþ ïðè ïîäãîòîâêå ê ââîäó çàäà÷è â
ÝÂÌ).
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5.2. Îãðàíè÷åíèÿ òèïà ¾=¿ è ¾≥¿. (Çàìåíà îãðàíè÷åíèé ¾≤¿ íà ¾≥¿
äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ âðó÷íóþ ïðè ïîäãîòîâêå ê ââîäó çàäà÷è â
ÝÂÌ).

5.3. Îãðàíè÷åíèÿ òèïà ¾=¿, ¾≥¿, ¾≤¿.
6. Ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä (îáû÷íûé) ïðè èçâåñòíîì ñòàð-

òîâîì áàçèñíîì ðåøåíèè. Îãðàíè÷åíèÿ òàêîãî æå òèïà, êàê â âàðèàíòå
0. Èçëîæåí â ï. 5.4.

7. Ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä (îáû÷íûé) ñ ïîðîæäåíèåì ÁÄÐ,
ñ èñêóññòâåííûìè ïåðåìåííûìè è èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé.
Èçëîæåí â ï. 5.6. Ýòîò àëãîðèòì ïîäðàçäåëåí íà 5 âàðèàíòîâ çàäàíèé
â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèìè âàðèàíòàìè, íîìåðà êîòîðûõ
íà÷èíàþòñÿ ñ öèôðû 2:
7.1. Ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó 2.1.
7.2. Ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó 2.2.
7.3. Ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó 2.3.
7.4. Ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó 2.4.
7.5. Ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó 2.5.

8. Ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä (äâîéñòâåííûé) ïðè èçâåñòíîì
ñòàðòîâîì áàçèñíîì ðåøåíèè. Îãðàíè÷åíèÿ òàêîãî æå òèïà, êàê â âà-
ðèàíòå 0. Èçëîæåí â ï. 5.5.

9. Ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä (äâîéñòâåííûé) ñ èñêóññòâåííû-
ìè ïåðåìåííûìè è èñêóññòâåííîé öåëåâîé ôóíêöèåé (òîëüêî äëÿ îãðà-
íè÷åíèé òèïà ¾=¿) äëÿ ïîðîæäåíèÿ áàçèñíîãî ðåøåíèÿ (6= ÁÄÐ). Èç-
ëîæåí â ï. 5.7. Îãðàíè÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò âàðèàíòó 5.1.

Çàìå÷àíèå 7.1.2 Âàðèàíòû 6�9 (ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä) òðåáóþò
êîððåêòíîãî âèäà áàçèñà: ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ
åñòü òîëüêî +1 è íåò −1.

Îòñþäà èìååì ñëåäóþùèå 20 íîìåðîâ âàðèàíòîâ áàçîâîãî óðîâíÿ
ñëîæíîñòè (óðîâåíü 1):

0 1 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 3 4 5.1
5.2 5.3 6 7.1 7.2 7.3 7.4 7.5 8 9

Ñëåäóþùèå 50 âàðèàíòîâ çàäàíèé ïîëó÷èì, ââîäÿ òðåáîâàíèå ðåæè-
ìà ¾×òî åñëè . . . ?¿. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è â ðàìêàõ
ëþáîãî èç âàðèàíòîâ áàçîâîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè ïðîãðàììà äîëæíà ñïðî-
ñèòü ââîä îäíîãî äîáàâî÷íîãî îãðàíè÷åíèÿ è ñ ýòîãî ìåñòà ïðîäîëæèòü
ðåøåíèå. Òèï äîáàâî÷íîãî îãðàíè÷åíèÿ óêàçàí äîïîëíèòåëüíîé öèôðîé,
äîáàâëÿåìîé ê ëþáîìó èç óêàçàííûõ 20 íîìåðîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëè-
öåé:

≤ ≥ =
1 2 3

Èç ýòèõ 50 âàðèàíòîâ ñëåäóþùèå 30 âàðèàíòîâ îòíåñåíû ê ïðîäâèíó-
òîìó óðîâíþ ñëîæíîñòè (óðîâåíü 2):
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0.1 2.1.1 2.3.1 3.1 5.1.1
0.2 2.1.2 2.3.2 3.2 5.1.2
0.3 2.1.3 2.4.1 3.3 5.2.1
1.1 2.2.1 2.4.2 4.1 5.2.2
1.2 2.2.2 2.5.1 4.2 5.3.1
1.3 2.2.3 2.5.2 4.3 5.3.2

Îñòàëüíûå 20 âàðèàíòîâ èç 50 îòíåñåíû ê ïîâûøåííîìó óðîâíþ ñëîæ-
íîñòè (óðîâåíü 3):

6.1 7.1.2 7.2.3 7.4.2 8.2
6.2 7.1.3 7.3.1 7.5.1 8.3
6.3 7.2.1 7.3.2 7.5.2 9.1

7.1.1 7.2.2 7.4.1 8.1 9.2

Òàêèì îáðàçîì, èìååì 70 âàðèàíòîâ: 20 âàðèàíòîâ áàçîâîãî óðîâíÿ
ñëîæíîñòè, 30 âàðèàíòîâ ïðîäâèíóòîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè è 20 âàðèàíòîâ
ïîâûøåííîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè. Âûáðàííûé ñòóäåíòîì óðîâåíü ñëîæíî-
ñòè ìîæåò áûòü ñîîòíåñåí ñ îöåíêîé, íà êîòîðóþ îí ïðåòåíäóåò â ðåçóëüòà-
òå ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà: ¾óäîâëåòâîðèòåëüíî¿, ¾õîðîøî¿, ¾îòëè÷-
íî¿. Ïîñêîëüêó âàðèàíòû ïðîäâèíóòîãî è ïîâûøåííîãî óðîâíåé ñëîæíî-
ñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè îò âàðèàíòîâ áàçîâîãî óðîâíÿ, ñòóäåíò ìî-
æåò â ïðîöåññå ðàáîòû ïðîäâèíóòüñÿ íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü, ÷òîáû
óëó÷øèòü ñâîé ðåéòèíã.

Ïðîãðàììà äîëæíà èìåòü óäîáíûé èíòåðôåéñ (ìåíþ ïîëüçîâàòåëÿ),
äåìîíñòðèðîâàòü èíäèâèäóàëüíóþ ðàáîòó ñòóäåíòà è íàèáîëåå ïîëíî èñ-
ïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè ÝÂÌ è ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ â öåëÿõ ýêîíî-
ìèè ìàøèííîãî âðåìåíè è îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ. Îíà äîëæíà ïðåäî-
ñòàâëÿòü âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ ëþáûõ ñòàíäàðòíûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, ïîýòîìó äëÿ ýêîíîìèè ïàìÿòè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-
âàòü äèíàìè÷åñêèå îáúåêòû è ïåðåìåííûå ññûëî÷íîãî òèïà (óêàçàòåëè).
Ðåêîìåíäóåòñÿ çàðàíåå ïîäãîòîâèòü äåìîíñòðàöèîííûå çàäà÷è. Â êà÷å-
ñòâå ïðîâåðî÷íûõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðèìåðû è çàäà÷è èç äàííîãî
ïðàêòèêóìà èëè èç äðóãèõ èñòî÷íèêîâ, íàïðèìåð, [?] èëè [?].
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Ýòîò ðàçäåë ñîñòàâëåí èç çàäà÷, çàèìñòâîâàííûõ èç [?], è ïðåä-
íàçíà÷åí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå êîíòðîëüíûõ, òåñòî-
âûõ çàäàíèé ïðè ïðèåìå ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò èëè íà ýêçà-
ìåíå. Îòâåòû ê ýòèì çàäà÷àì èçâåñòíû, è ïîýòîìó êîíòðîëü
îñóùåñòâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Ýòî ïîçâîëÿåò òàêæå ïðè-
ìåíÿòü äàííûå çàäà÷è â êà÷åñòâå îòëàäî÷íîãî ìàòåðèàëà ïðè
ñîçäàíèè ïðîãðàììíîãî ïðîåêòà. Îòâåòû íàìåðåííî íå âêëþ-
÷åíû â äàííîå ïîñîáèå, ÷òîáû ñòèìóëèðîâàòü îáðàùåíèå ñòó-
äåíòîâ ê äðóãîé ëèòåðàòóðå, â ÷àñòíîñòè, ê [?].

Ñòóäåíòàì àäðåñóåòñÿ ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Ðåøåíèå çà-
äà÷ ðàññ÷èòàíî íà çíàíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé ñèìïëåêñ-ìåòîäà
è ïîíèìàíèå åãî ðàáîòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ê ïðåäëàãàåìûì
òåêñòàì çàäà÷ íóæíî îòíîñèòüñÿ íå ñëèøêîì ôîðìàëüíî, ò. å.
íå âñåãäà êàê ê èñõîäíûì ËÏ-çàäà÷àì, à âîçìîæíî, êàê ê çà-
äà÷àì, â êîòîðûõ óæå ïðîäåëàíà íåêîòîðàÿ ÷àñòü ïîäãîòîâè-
òåëüíîé ðàáîòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ
ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíî âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ ËÏ-çàäà÷ó ïî
èñõîäíîìó òåêñòó óñëîâèÿ. Äîïîëíèòåëüíî, ìîæåò áûòü ïðåä-
ëîæåíî ïîäêðåïèòü ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé èí-
òåðïðåòàöèåé. Ïåðåõîä ê äâîéñòâåííîìó ñèìïëåêñ-ìåòîäó ìî-
æåò áûòü äîñòèãíóò ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ îäíîãî èç îãðàíè÷å-
íèé êàê äîáàâî÷íîãî ïîñëå ðåøåíèÿ óïðîùåííîé çàäà÷è (áåç
ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ) èëè æå ïóòåì íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíî-
ãî îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðîå ïðåäëîæèò ñòóäåíò. Â ëþáûõ ñëó÷à-
ÿõ íóæíû: îáîñíîâàíèå íàëîæåííîãî îãðàíè÷åíèÿ, ïîøàãîâàÿ
äåìîíñòðàöèÿ àëãîðèòìîâ â äåéñòâèè è âåðèôèêàöèÿ (äîêàçà-
òåëüñòâî âåðíîñòè) ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.
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Çàäà÷à 1. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

30x1 + 40x2 → max;
12x1 + 4x2 ≤ 300;
4x1 + 4x2 ≤ 120;
3x1 + 122 ≤ 252.

Çàäà÷à 2. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

x1 + x2 → max;
x1 + x2 → min;

2x1 + 4x2 ≤ 16;
−4x1 + 2x2 ≤ 8;
x1 + 3x2 ≥ 9.

Çàäà÷à 3. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 + 3x2 → max;
2x1 + x2 ≤ 10;
−2x1 + 3x2 ≤ 6;

2x1 + 4x2 ≥ 8.

Çàäà÷à 4. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

x1 + 2x2 → max;
x1 + x2 ≤ 6;

3x1 + 10x2 ≤ 26;
x1 + 11x2 ≤ 20.

Çàäà÷à 5. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

x1 + x2 → max;
x1 + 2x2 ≤ 14;

−5x1 + 3x2 ≤ 15;
4x1 + 6x2 ≥ 24.

Çàäà÷à 6. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

x1 + 2x2 → max;
4x1 − 2x2 ≤ 12;
−x1 + 3x2 ≤ 6;
2x1 + 4x2 ≥ 16.

Çàäà÷à 7. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 − x2 → max;
3x1 − 2x2 ≤ 12;
−x1 + 2x2 ≤ 8;
2x1 + 3x2 ≥ 6.
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Çàäà÷à 8. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

−x1 + 4x2 + 2x4 − x5 → max;
x1 − 5x2 + x3 = 5;
−x1 + x2 + x4 = 4;
x1 + x2 + x5 = 8.

Çàäà÷à 9. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

−5x1 + x2 − x3 → max;
3x1 − x2 − x3 = 4;
x1 − x2 + x3 − x4 = 1;

2x1 + x2 + 2x3 + x5 = 7.

Çàäà÷à 10. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

9x1 + 10x2 + 16x3 → max;
18x1 + 15x2 + 12x3 ≤ 360;
6x1 + 4x2 + 8x3 ≤ 192;
5x1 + 3x2 + 3x3 ≤ 180.

Çàäà÷à 11. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 − 6x2 + 5x5 → max;
−2x1 + x2 + x3 + x5 = 20;
−x1 − 2x2 + x4 + 3x5 = 24;
3x1 − 2x2 − 12x5 + x6 = 18.

Çàäà÷à 12. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 + x2 − x3 + x4 − x5 → max;
2x1 + x2 + x4 = 9;
x1 + 2x2 + x5 = 7;
x1 + x2 + x3 = 5.

Çàäà÷à 13. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 − 3x2 + 6x3 + x4 → max;
2x1 + x2 − 2x3 + x4 = 24;
x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 22;
x1 − x2 + 2x3 ≥ 10.

Çàäà÷à 14. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 − x2 − x4 → min;
x1 − 2x2 + x3 = 10;

−2x1 − x2 − 2x4 ≥ 18;
3x1 + x2 + x4 ≥ 36.
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Çàäà÷à 15. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ñèìïëåêñ-ìåòîä â äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 − 3x2 + 6x3 +x4 → max;
x1 + 2x2 − 4x3 ≤ 20;
x1 − x2 + 2x3 ≥ 10;

2x1 + x2 − 2x3 +x4 = 24.

Çàäà÷à 16. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

30x1 + 40x2 → max;
12x1 + 4x2 ≤ 300;
4x1 + 4x2 ≤ 120;
3x1 + 122 ≤ 252.

Çàäà÷à 17. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

x1 + x2 → max;
x1 + x2 → min;

2x1 + 4x2 ≤ 16;
−4x1 + 2x2 ≤ 8;
x1 + 3x2 ≥ 9.

Çàäà÷à 18. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 + 3x2 → max;
2x1 + x2 ≤ 10;
−2x1 + 3x2 ≤ 6;

2x1 + 4x2 ≥ 8.

Çàäà÷à 19. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

x1 + 2x2 → max;
x1 + x2 ≤ 6;

3x1 + 10x2 ≤ 26;
x1 + 11x2 ≤ 20.

Çàäà÷à 20. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

x1 + x2 → max;
x1 + 2x2 ≤ 14;

−5x1 + 3x2 ≤ 15;
4x1 + 6x2 ≥ 24.

Çàäà÷à 21. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

x1 + 2x2 → max;
4x1 − 2x2 ≤ 12;
−x1 + 3x2 ≤ 6;
2x1 + 4x2 ≥ 16.
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Çàäà÷à 22. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 − x2 → max;
3x1 − 2x2 ≤ 12;
−x1 + 2x2 ≤ 8;
2x1 + 3x2 ≥ 6.

Çàäà÷à 23. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

−x1 + 4x2 + 2x4 −x5 → max;
x1 − 5x2 + x3 = 5;
−x1 + x2 + x4 = 4;
x1 + x2 + x5 = 8.

Çàäà÷à 24. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

−5x1 + x2 − x3 → max;
3x1 − x2 − x3 = 4;
x1 − x2 + x3 −x4 = 1;

2x1 + x2 + 2x3 +x5 = 7.

Çàäà÷à 25. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

9x1 + 10x2 + 16x3 → max;
18x1 + 15x2 + 12x3 ≤ 360;
6x1 + 4x2 + 8x3 ≤ 192;
5x1 + 3x2 + 3x3 ≤ 180.

Çàäà÷à 26. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 − 6x2 + 5x5 → max;
−2x1 + x2 + x3 + x5 = 20;
−x1 − 2x2 + x4 + 3x5 = 24;
3x1 − 2x2 − 12x5 + x6 = 18.

Çàäà÷à 27. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 + x2 − x3 + x4 −x5 → max;
2x1 + x2 + x4 = 9;
x1 + 2x2 + x5 = 7;
x1 + x2 + x3 = 5.
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Çàäà÷à 28. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 − 3x2 + 6x3 +x4 → max;
2x1 + x2 − 2x3 +x4 = 24;
x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 22;
x1 − x2 + 2x3 ≥ 10.

Çàäà÷à 29. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 − x2 − x4 → min;
x1 − 2x2 + x3 = 10;

−2x1 − x2 − 2x4 ≥ 18;
3x1 + x2 + x4 ≥ 36.

Çàäà÷à 30. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ìîäèôèöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä â
äåéñòâèè íà ïðèìåðå:

2x1 − 3x2 + 6x3 + x4 → max;
x1 + 2x2 − 4x3 ≤ 20;
x1 − x2 + 2x3 ≥ 10;

2x1 + x2 − 2x3 + x4 = 24.
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Ïðîãðàììà ó÷åáíûõ ïðîåêòîâ ïî ìåòîäàì
îïòèìèçàöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ïåðå÷åíü çàäàíèé íà êóðñî-
âîå ïðîåêòèðîâàíèå ïî íåëèíåéíûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè áåç
îãðàíè÷åíèé èëè ñ îãðàíè÷åíèÿìè. ×èñëî ñóùåñòâóþùèõ çà-
äà÷ è ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè î÷åíü âåëèêî è íå ìîæåò áûòü
îõâà÷åíî ïîëíûì èçëîæåíèåì â ðàìêàõ ñåìåñòðîâîãî êóðñà.
Ïîýòîìó çäåñü îòîáðàíû ñàìûå ïîïóëÿðíûå ìåòîäû, è êàæ-
äîìó ñòóäåíòó ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíèòü ïðîåêò ïî ðàçðàáîòêå
êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû äëÿ ðåàëèçàöèè è èñïûòàíèé îäíî-
ãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè. Îäíàêî ýòî òðåáóåò íàâû-
êîâ ðàáîòû ñ íàó÷íîé èëè ó÷åáíîé ëèòåðàòóðîé, ñàìîñòîÿòåëü-
íîãî ïîèñêà è èçó÷åíèÿ. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñëå ïåðâîé ÷àñòè
êóðñà, ò. å. ïîñëå ïðîåêòà ïî ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, ó
ñòóäåíòà áóäåò äîñòàòî÷íî óìåíèÿ âûïîëíèòü çàäàíèå íà êóð-
ñîâîå ïðîåêòèðîâàíèå ïî íåëèíåéíûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè
ïîëíîñòüþ â ñàìîñòîÿòåëüíîì ðåæèìå.

Â ñîäåðæàíèå äàííîãî ïðîåêòà âõîäÿò: íåîáõîäèìûå îïðå-
äåëåíèÿ, îïèñàíèÿ è àëãîðèòìè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ìåòî-
äà, îïèñàíèå êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòåé ïðåäëàãàåìîé ïðî-
ãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà, êðàòêàÿ èíñòðóêöèÿ ïîëüçîâà-
òåëÿ ïðîãðàììû, ïëàí âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, à òàê-
æå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû, âûòåêàþùèå èç
íèõ. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ðå-
êîìåíäóåòñÿ áðàòü ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèÿ èç [?].

Äëÿ çàùèòû ïðîåêòà ñòóäåíò ïðåäñòàâëÿåò íà êàôåäðó ïî-
ÿñíèòåëüíóþ çàïèñêó âìåñòå ñ èñõîäíûìè ôàéëàìè ïðîãðàì-
ìû. Ïðîåêò çàùèùàåòñÿ ñ äåìîíñòðàöèåé ïðîãðàììû â äåé-
ñòâèè.
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Ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèé íàáîð èç òðèäöàòè çàäàíèé íà êóðñîâîå
ïðîåêòèðîâàíèå ïî íåëèíåéíûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè.

� Âàðèàíò ìåòîäà îïòèìèçàöèè Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà
1. Îäíîìåðíûé ïîèñê, äèõîòîìèÿ. [?, ?]
2. Îäíîìåðíûé ïîèñê (Ôèáîíà÷÷è). [?, ?, ?, ?]
3. Îäíîìåðíûé ïîèñê, çîëîòîå ñå÷åíèå. [?, ?, ?, ?, ?]
4. Îäíîìåðíûé ïîèñê, êâàäðàòè÷íàÿ

èíòåðïîëÿöèÿ (Ïàóýëëà). [?]
5. Îäíîìåðíûé ïîèñê, êóáè÷åñêàÿ

èíòåðïîëÿöèÿ (Äàâèäîíà). [?]
6. Ìíîãîìåðíûé ïîèñê, ïîêîîðäèíàòíûé

ñïóñê. [?, ?, ?, ?]
7. Ìíîãîìåðíûé ïîèñê, ìåòîä Õóêà-Äæèâñà. [?, ?]
8. Ìíîãîìåðíûé ïîèñê, ìåòîä Håëäåðà-Ìèäà. [?, ?]
9. Ìíîãîìåðíûé ïîèñê, ìåòîä âðàùàþùèõñÿ

êîîðäèíàò (Ðîçåíáðîêà). [?]
10. Ìíîãîìåðíûé ïîèñê, ìåòîä ïàðàëëåëüíûõ

êàñàòåëüíûõ (Ïàóýëëà). [?]
11. Êëàññè÷åñêèé ìåòîä Hüþòîíà. [?, ?, ?, ?]
12. Ìåòîä Hüþòîíà-Ðàôñîíà ñ âûáîðîì øàãà

äðîáëåíèåì. [?, ?, ?]
13. Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. [?, ?, ?]
14. Ìåòîä ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé

ôîðìóëû ñåêóùèõ (BFGS-ôîðìóëà,
Áðîéäåí-Ôëåò÷åð-Ãîëäôàðá-Øàíî),
íåôàêòîðèçîâàííàÿ ôîðìà. [?, ?]

15. Ìåòîä ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
ôîðìóëû ñåêóùèõ (BFGS-ôîðìóëà,
Áðîéäåí-Ôëåò÷åð-Ãîëäôàðá-Øàíî),
ôàêòîðèçîâàííàÿ ôîðìà. [?, ?]

16. Ìåòîä Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà
(DFP-ôîðìóëà). [?, ?]

17. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
(Ôëåò÷åðà-Ðèâñà). [?, ?, ?]

18. Ïîèñê ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ìîäèôèöèðîâàííûé
ìåòîä Õóêà-Äæèâñà. [?]

19. Ïîèñê ñ îãðàíè÷åíèÿìè, êîìïëåêñíûé ìåòîä
Áîêñà. [?, ?]

20. Ñïóñê ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ìåòîä Ôðàíêà-Âóëôà. [?, ?, ?]
21. Ñïóñê ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ìåòîä ïðîåêöèè

ãðàäèåíòà. [?, ?, ?]
22. Ñïóñê ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ìåòîä âîçìîæíûõ

íàïðàâëåíèé. [?, ?, ?]
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(ïðîäîëæåíèå)

� Âàðèàíò ìåòîäà îïòèìèçàöèè Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà

23. Âíóòðåííèå øòðàôíûå ôóíêöèè, ìåòîä
Ôèàêêî è Ìàêêîðìèêà. [?, ?, ?, ?, ?]

24. Âíóòðåííèå øòðàôíûå ôóíêöèè, ìåòîä
Ýððîó-Ãóðâèöà. [?, ?, ?, ?, ?]

25. Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé. [?, ?, ?]
26. Ìåòîäû ñëó÷àéíîãî ïîèñêà. [?, ?]
27. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à, àëãîðèòì

ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ ïëàíà. [?, ?]
28. Çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ, ìåòîä Ìàêà. [?, ?]
29. Çàäà÷à î ðàíöå, ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. [?, ?, ?]
30. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà, ìåòîäû âåòâåé

è ãðàíèö. [?]





Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðåøåíà çàäà÷à îáåñïå÷åíèÿ ñòóäåíòîâ ïîëíûì,
òùàòåëüíî âûâåðåííûì íàáîðîì âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ñèìïëåêñ-ìåòîäà
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âàðèàíòû çàäàíèé îò-
ëè÷àþòñÿ íå ïî ââîäèìûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷àì, à ïî àëãîðèòìàì, ïîä-
ëåæàùèì ïðîãðàììèðîâàíèþ.

Ïîñîáèå ñîäåðæèò íå òîëüêî íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, íî
âñå îáîñíîâàíèÿ ê êàæäîìó âàðèàíòó ñèìïëåêñ-ìåòîäà, óêàçàíèÿ ê îðãà-
íèçàöèè âû÷èñëåíèé è ìíîæåñòâî èëëþñòðèðóþùèõ ïðèìåðîâ. Âñå ýòî
äåëàåò ïîñîáèå çàìêíóòûì, òî åñòü íå òðåáóþùèì ìíîãèõ îáðàùåíèé ê
äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðå äëÿ âûïîëíåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé â
÷àñòè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ýòîé ÷àñòè ñòóäåíò ðàçðàáàòûâàåò
ñâîé ïðîãðàììíûé ïðîäóêò ïî îäíîìó èç 70 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ.

Âî âòîðîé ÷àñòè êóðñà ñòóäåíò âûïîëíÿåò ó÷åáíûé ïðîåêò, òàêæå ñ
ðàçðàáîòêîé è èñïûòàíèåì ñâîåãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà ïî îäíîìó èç 30
âàðèàíòîâ, íî óæå íà îñíîâå ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðîðàáîòêè ñïåöèàëüíîé
ëèòåðàòóðû, â îñíîâíîì, ïî ìåòîäàì íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ïðè íàëè-
÷èè èëè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé.
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� ñ èñêóññòâåííûìè ïåðåìåííûìè 95
Ñèìïëåêñ-ìíîæèòåëè 80
� îáíîâëåíèå 84
Ñèìïëåêñ-òàáëèöà 32
Ñîîòâåòñòâèå 11
� îáëàñòü çíà÷åíèé 11
� îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 11
Ñòîëáåö, âåäóùèé 30
Ñòðîêà, âåäóùàÿ 31

Ò

Òàáëèöà èíäèêàòîðîâ, äëÿ ñòðîêè
ñ êîýôôèöèåíòîì ¾+1¿ äëÿ
áàçèñíîé ïåðåìåííîé 36

� äëÿ ñòðîêè ñ êîýôôèöèåíòîì ¾−1¿
äëÿ áàçèñíîé ïåðåìåííîé 43

Ô

Ôóíêöèÿ 11
� êðèâàÿ óðîâíÿ 14
� ñóæåíèå fA(·) ôóíêöèè f(·) ê

ïîäìíîæåñòâó A 14
� öåëåâàÿ 15
� öåëåâàÿ, èñêóññòâåííàÿ, ïðèíöèï

ââåäåíèÿ 41

Ý

Ýëåìåíò, âåäóùèé 31
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