
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ,  
ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И КОМПЛЕКСЫ ПРОГРАММ

УДК 004.942:629.55

И.В. Семушин, Ю.М. Кроливецкая, Е.С. Петрова

ОРИЕНТИРОВАННАЯ НА ФИЛЬТРАЦИЮ КАЛМАНА МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
УСТАНОВИВШЕЙСЯ ЦИРКУЛЯЦИИ ДЛЯ АНАЛИЗА ТРАЕКТОРИИ ЦЕЛИ1

Семушин Иннокентий Васильевич, доктор технических наук, профессор кафедры «Инфор мационные 
тех нологии» Ульяновского государственного университета. Имеет монографии, статьи, учебные пособия 
и патенты на изобретения. Область научных интересов: фильтрация и управление в условиях неопреде-
ленности. [e-mail: kentvsem@yandex.ru].

Кроливецкая Юлия Максимовна, аспирант кафедры «<Информационные технологии» УлГУ, окончила 
факультет математики и информационных технологий УлГУ по специальности «Прикладная матема тика и 
информатика». Область научных интересов: фильтрация и обнаружение моментов нарушений модельных 
параметров для стохастических систем. [e-mail: juliakrolivetskaya@gmail.com].

Петрова Елена Сергеевна, аспирант кафедры «Информационные технологии» УлГУ; окончила фа-
культет математики и информационных технологий УлГУ по специальности «Прикладная математика и 
информатика». Область научных интересов: фильтрация и идентификация модельных параметров для 
стохастических систем. [e-mail: petrovko@list.ru].

Аннотация
Модель стохастического гармонического осциллятора использована для аппроксимации установившейся циркуля-

ции морского подвижного объекта. Основной мотив к этому подходу заключается в том, чтобы соблюсти требование 
линейности модели движения относительно вектора состояния даже для изменчивых и сложных траекторий движения 
и тем самым обеспечить строгость применения стандартного (нерасширенного) фильтра Калмана, избегая его линеари-
зации.
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ВВедение

В основе решения LQG-задачи фильтрации, т. е. за-
дачи оценивания с линейными моделями систем, с опти-
мизацией по квадратическому критерию и с гауссо выми 
возмущениями, лежит решение матричного нелинейно-
го рекуррентного уравнения Риккати (Recurrent Riccati 
equation, RRe) [1]. Прямые итерации RRe включены в 
алгоритм оптимального LQG-оценивателя (Kalman Filter, 
KF). Стандартная форма KF, чувствительная к ошибкам 
округления, может заменяться другими численно устой-
чивыми формами при компьютерной реализации [2, 3]. 
Однако эти формы оптимальны лишь для линейных моде-
лей состояния и наблюдений. Когда требование линей-
ности нарушено, фильтр в его любой форме вынужденно 
подвергают процедуре линеаризации [2, 4] относительно 
текущей оценки состояния. Получаемый таким образом 
субоптимальный результат называют расширенным филь-
тром Калмана (extended KF, eKF) первого или второго по-
рядка,  в зависимости от того, сколько (два [2] или три 
[3]) членов ряда Тейлора учтено в аппроксимации.

Поскольку движение центра масс корабля при устано-
вившейся циркуляции приводит к нелинейным уравнени-
ям, их линеаризация, а следовательно, и субоптимальность 
фильтра Калмана для этих участков движения кажутся не-
избежными [2–4].

Однако это не так. Можно сохранить линейность мо-
делей движения даже для сложных, изменяющихся траек-
торий движения, если удачно выбрать набор переменных 
состояния. цель настоящей работы – продемонстрировать 
такую возможность. В основе подхода лежит представле-
ние хорошо известных фигур Лиссажу как замкнутых тра-
екторий точки, совершающей два гармонических коле-
бания в двух взаимно перпендикулярных направлениях. 
циркуляция может быть представлена частью простейшей 
фигуры Лиссажу (окружности).

1 геОметрия (кинематика) задачи

Изобразим графически переключение на модель цир-
ку ляции после участка равномерного прямолинейного 
движе ния (рис. 1).

Запишем уравнения связи систем координат:

  (1)

Из (1) получаем функции времени:

  (2)

где (см. рис. 1)

   (3)

Подставляя (3) в (2) при повороте влево (индекс L, 
left), на ходим:

  (4)

Подставляя (3) в (2) при повороте вправо (индекс R, 
right), находим:

  (5)

Следующим этапом решения будет построение четырех 
ди намических моделей (четырех систем обыкновенных 

диф фе ренциальных уравнений (ОДУ)), а именно:  , 

, , , для которых решениями 
явля ются, соот ветственно, функции времени (4) и (5).

2 гармОнический ОсциллятОр

Прежде чем построить необходимые ОДУ, запишем 
уравнения гармонического осциллятора (например, мате-
ма тического маятника) и их решение.

Для простоты ниже предполагаем, что величины 

 и  заданы гармоническим осциллято-

ром с амплитудой колебаний Ax, уравнения которого из-
вестны как

  (6)

с начальными условиями
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Пусть наблюдается первая координата  в виде 
не которого

  (8)

(здесь символы x и y не связаны с обозначениями ко-
орди нат на рисунке 1).

Решение для первой координаты (6) с началь ными ус-
ловиями (7) известно:

  (9)
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доподобия, записанные ниже вместе с решающими пра-
вилами:

(continue означает решение «продолжить тест»,  ⇒ чита-
ется «принять»).

Условные плотности вероятностей p(Z|Hj) измерений 

Z (точнее, их логарифмы) могут вычисляться в этой схеме 
синхронно с фильтрацией Калмана без особых дополни-
тельных затрат [8]. Поскольку между собой конкурируют 

три отношения λ1|0,  λ2|0 и λ2|1 и каждое порождает одно из 
трех решений («принять альтернативную гипотезу», «про-
должить тест» или «отвергнуть альтернативную гипоте-
зу»), общее число ситуаций для принятия окончательного 

решения равно 33 = 27. Соответствующие построения вы-
ходят за рамки задачи данной статьи и будут изложены 
позднее.

заключение

В данной статье представлено решение задачи по-
строения линейных (относительно вектора состояния) 
моделей динамических систем, описывающих типовые 
траектории движения надводного морского объекта: дви-
жение прямолинейное или круговое с постоянной ско-
ростью. Линейность этих моделей позволяет применять 

фильтры Калмана без упрощающей линеаризации для ре-
шения ряда практических задач: оценивание траекторий 
и обнаружение непредвиденного маневрирования, всегда 
представляющего опасность для морских подвижных объ-
ектов.
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